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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva fesenim obycejnych diferencidlnich rovnic metodou ne-
koneénych fad, konkrétné mocninnych a Fourierovych rad. Cilem této préace je na piikladech
ukazat feSeni pocate¢niho problému pro ODRn zalozené na rozvoji feSeni do vhodné moc-
ninné fady a srovnat tento zpusob feSeni s klasickym analytickym postupem. Prace si
dale klade za cil na piikladech ukéazat feseni linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic
druhého radu s periodickou pravou stranou pomoci rozvoje hledaného feseni do Fourierovy
rady.

Summary

This bachelor’s thesis is concerned with the solving of ordinary differential equations by
means of the infinite series methods, in particular, the power series and the Fourier series.
The aim of this thesis is to find the solution of the initial value problem for ordinary
differential equations by use of the power series and compare this approach to traditional
analytic methods. Further, the thesis deals with the solving of the second order linear
ordinary differential equations with a periodic forcing term via the Fourier series method.
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1. Uvod

1. Uvod

Diferencidlni rovnice hraji zasadni roli pfi modelovani mnoha technickych a ptirodo-
védnych problémil. Existuje fada analytickych metod, které umoznuji nékteré typy dife-
rencialnich rovnic fesit exaktné. Tyto typy vSak tvori pomérné tzky okruh diferencialnich
rovnic. Na vyznamu proto nabyvaji i jiné metody feSeni, mezi nimiz vyznamné misto
zaujima metoda rozvoje hledaného feseni do vhodné funkéni fady.

Tato bakalarska préce se zabyva feSenim obycejnych diferencialnich rovnic (ODR) me-
todou nekonecénych rad, specialné mocninnych a Fourierovych fad. Struktura této prace
je nasledujici: druhé kapitola shrnuje matematicky aparat, ktery je potfebny pro zvolené
feseni diferencidlnich rovnic. V tfeti kapitole, ktera se zabyva metodou feseni obycejnych
diferencialnich rovnic pomoci mocninnych rad, jsou zminény nejprve piiklady feseni po-
¢atecnich problémi pro ODR, které lze fesit i analyticky. Jedna se o diferencialni rovnice
prvniho i druhého fadu, a to veetné rovnic ilustrujicich vybrané aplikace (popis pribéhu
napéti, ndboje a proudu béhem nabijeni a vybijeni kondenzéatoru). Déle jsou zde uvedeny
priklady pocatecnich problémi pro ODR, které nelze fesit analyticky, jako je naptiklad
Airyho tloha nebo vybrané rovnice se zpozdénim. Na konci této kapitoly jsou porovnany
oba zpusoby Teseni, tedy klasické analytické feseni a feseni s vyuzitim mocninnych rad.
Ctvrté kapitola uvadi priklady oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, které jsou nehomogenni
a jejichz prava strana je periodicka funkce. Tyto feSime pomoci rozvoje do Fourierovych
rad.



2. Matematicky aparat

2. Matematicky aparat

V této kapitole zavedeme nezbytné pojmy a vlastnosti teorie mocninnych a Fouriero-
vych tad, které budou vyuzity v nasledujicich kapitolach. Zdrojem piehledu byly ucebni
texty [1] a [4].

Definice 1 (Mocninna Fada). Mocninnou fadou se stiedem v bodé xo rozumime funkcéni
radu tvaru

Zak(a: —20)F = ag + ar(x — z0) + as(x — 20)* + ...,

k=0
kde ap(k =0,1,2...) jsou konstanty, které nazgvdme koeficienty rady.

Véta 2 (o poloméru konvergence). Nechtf mocninnd fada Y -, axx® konverguge ale-
spon v jednom bodé x1 # 0. Potom ezistuje takové c¢islo R > 0, Ze dand Tada konverguje
absolutné v kazdém bodé otevieného intervalu (—R, R), kdeZto pro |x| > R nekonverguge.

Definice 3. Cislo R z Véty 2 se nazjvd polomér konvergence mocninné fady > -, arz".
Interval s krajnimi body =R, v némz tato rada konverguje, se nazyva konvergencni interval

fady 3777 axa®.

Véta 4 (o stejnomérné konvergenci mocninnych rad). Predpoklddejme, Ze mocnin-
nd fada Y, o ap(z —x0)* md polomér konvergence R > 0. Potom konverguje stejnomérné
(a navic absolutné) v kazdém uzavieném intervalu (xg — R*,xo + R*) C (xg — R, zo + R)

Véta 5 (o derivovani mocninnych Fad). Necht mocninnd fada > e, ax(x — 20)* md
polomér konvergence R > 0 a soucet s(x). Pak plati

() = kap(r — zo)F ",
k=1

pricemzZ mocninnd rada na pravé strane ma tentyzZ polomér konvergence R.

V dalsim textu zavedeme dva specialni typy fad, a to fadu Taylorovu (coz je pfipad
mocninné fady) a fadu Fourierovu (funkéni fadu sint a kosint).

Definice 6 (Taylorova fada). Necht funkce f(x) md v bodé x, derivace vSech Tadi.
Potom Taylorovou tadou funkce f(z) v bodé xoy nazgvdme vyraz

> £ (15, i
TP () =Y fk—(')(x — )"
k=0 )

Véta 7 (o rovnosti funkce a jeji Taylorovy fady). Necht funkce f(x) md v intervalu
I derivace vSech vadi a necht xo € I je vnitinim bodem I. Potom v tomto intervalu plati

fx) =T (x),

kdyz, a jen kdyz

. - f(k)(zo) k <
lim R,(x):= Z T(z—mo) =0 pro vsechna x € I.

n—:uoo

k=n+1
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Pritom nejjednodussi (tzv. Lagrangeuv) tvar zbytku R, (z) je

(33 _ $0)n+1

Fn(@) = =2,

FU D (wo + (x — o)),

kde 9 je blize neurcené cislo zavisejici na x, pricemz 0 < 1 < 1.

Definice 8 (Trigonometricka fada a polynom). Trigonometrickou fadou rozumime
nekonecnou funkcni radu

EO+Z ag cos kx + b sin kx) = ag + ay cosx + by sinx + ag cos 2z + bysin2x + . . .,
k=1

kde ay, by jsou konstanty. Pritom n-ty castecny soucet Tady

a n
EO—FZ(akcoskx—i-bksinkx) = ag+a;cosx+bysinx+...+a,cosnx+b,sinne
k=1

Sn(x) =

se nazyvd trigonometricky polynom stupné n.

Definice 9. Dd-li se néjakd funkce f(z) vyjadrit trigonometrickou tadou, takzZe plati
_ % -
=5 + ; ay, cos kx + by sin kx),

kde ay, by jsou vhodné konstanty, pak rikdme, Ze jsme funkci rozvinuli v trigonometric-
kou radu.

Véta 10 (o Fourierovych koeficientech). Konverguje-li trigonometrickd tada stejno-
meérné k integrovatelné funkci f(x) v intervalu {(c,c+ 2m), potom plati

1 c+27 1 c+2m
ay = —/ f(z)coskxdx, by = —/ f(z) sin kadx E=1,2.... (2.1)

™ ™

Definice 11 (Fourierova Fada). Necht funkce f(z) je integrovatelnd v intervalu (c, c + 27).
Pak trigonometrickou radu

+ Z (ay cos kx + by sin kx),
k=1

%
2

kde koeficienty ay., by jsou vyjadieny vztahy (2.1), nazgvdme Fourierovou tadou funkce
f(z) vintervalu (c,c+ 2m) a znacime symbolem ;. Piseme potom

f~ o

Tento zdpis oznacuge, Ze funkcni fada @ patri k funkci f(x). Pokud tada ®; konverguje
k funkci f(x), potom piseme f(x) = ®(z).
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Véta 12 (Dirichletova - o bodové konvergenci). Necht f(z) je periodickd funkce s
periodou 27, tj. f(x + 2m) = f(x) pro vsechna x € (—o00,00), a necht f(x) je v intervalu
(—m, ) po cdstech spojita a ma zde po castech spojitou derivaci. Pak jeji Fourierova fada
O konverguje v kaZdém bodé x € (—o0,00) k aritmetickému praméru limity zprava a
limity zleva funkce f(x), takZe plati:

o ;= f(z) v kaZdém bodé x € (—o0,00), v némz je f(x) spojitd;
o &;=gflim, - f(z)+lim, s ()] vkaZdém bode¢ zy € (—o0,00), v némZ je f(x)
nespojitd.

Véta 13 (o stejnomérné konvergenci Fourierovy fady). Necht f(x) je periodickd
funkce s periodou 2w, kterd je na intervalu (—m,m) spojitd a jeji derivace f'(x) je na
témze intervalu po Cdstech spojitd. Potom Fourierova tada ®¢ konveruje k funkci f(x)
stejnomérné pro vSechna x € (—00, 00).

Vyse zavedené pojmy a véty se snadno rozsifi na interval libovolné délky (lze tedy
uvazovat periodické funkce s libovolnou periodou).
Princip FeSeni pocatecniho problému pro ODRn rozvojem do mocninné fady

Méjme pocateéni problém ODRn (ODR n-tého Fadu)

y "= fly gy ) yWe0) = k=0,1...n -1

Reseni budeme piedpoklddat ve tvaru mocninné fady se stiedem v bodé, ve kterém je
predepsana pocateéni podminka (podminky), tedy

o
E ag( x—xo ,

k=0
kde koeficienty jsou tvaru
y™ (o)
k'
Prvnich n koeficientli je jednoznacné urceno pocatecnimi podminkami. Déale upravime a
derivujeme zadanou rovnici, a tim ziskavame dalsi koeficienty.

ap —

Princip feseni ODR2 rozvojem do Fourierovy rady

Méjme ODR2 tvaru

y' +ay' + By = f(2). (2.2)
Je-li f periodickd funkce s periodou 27" > 0, ktera je v intervalu (—7,7) po ¢astech
spojitd a ma po ¢astech spojitou derivaci, pak linearni diferencialni rovnice s konstant-

nimi koeficienty a pravou stranou f ma periodické feseni. Toto feseni lze hledat ve tvaru
Fourierovy rady.

Je-li .
230%—; ay, cos kwx + by sin kw), w:%,
pak Teseni hledame ve tvaru
AO -
ylx) = — + Z (A cos kwz + By sin kw). (2.3)
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Vyjadiime si potiebné derivace funkce y a dosadime do rovnice (2.2). Porovname-li
koeficienty na obou stranach rovnice, dostaneme pro hledané koeficienty soustavu rovnic:

ag = ApB
ar = Ap(B— Kw?) + akwBy,
bk = —Akakw + Bk<ﬁ — kz2w2).

Jejim feSenim nalezneme koeficienty Ag, Ay, By a dosazenim do vztahu (2.3) jsme ziskali
hledané partikularni feSeni rovnice (2.2).
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3. Reseni pocéateéniho problému pro
ODRn metodou mocninnych rad
3.1. ODRn, které lze resit analyticky

Piiklad 1 Resme pocate¢ni problém:
e Klasické reseni

Jedné se o obyc¢ejnou diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi, budeme ji
tedy Tesit nasledovneé:

dy 22 22
P Mg Injyl =lnez +lnjc] = y=cez, ceR.
x
Dosazenim pocatecni podminky dostavame ¢ = 1 a feSeni pocatecniho problému
tedy je
22
y=e2.

e Reseni rozvojem do mocninné rady

Reseni ptredpokladame ve tvaru mocninné rady se stfedem v bodé, ve kterém je
predepsana pocateéni podminka, tedy

0 ® (0
y:Zakazk, ap = v ) (3.1)
k=0

k!
Pak plati:

- ay = %, dle pocateéni podminky y(0) = 1, tedy ag = % =1

-ap = #, ze zadani vime ¢y = zy = 3/(0) = 0y(0) = 0 a koeficient ma hodnotu

a; = =0

. —lo

0 . . .. , ;
- ay = y2_(!)’ pokud zadanou rovnici zderivujeme, plati v = y + xy’ a dosazenim

z = 0 dostdvame hodnotu y”(0) = 1 a koeficient as = 3

Déle pokracujeme analogicky. Zde je ptehled prvnich Sesti koeficientii s pomocnymi

vypocty
- y(0) =1 ag
y =y y(0)=0 | ar=0
y'=y+ay y'(0) =1 |ar=y
y/// — 2y/ _"_ -Ty// y///(()) — 0 a3 —
y(4) — 33/” 4 xy/// y(4)<0) =3 ay = %
v =4y +ay@ | y®(0)=0 | a5 =




3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

Nyni se pokusime ur¢it obecny vzorec pro vypocet k-tého koeficientu. Uzitim ma-
tematické indukce lze ovérit obecny vztah

Koeficienty a;, lze po tpravé urcit takto:
agp+1 =0

1
agk:2k—k! k:O,l,Z

Reseni pocatec¢ni tlohy jsme nalezli ve tvaru

1 22 z? ot
y—Zakx ZZW =145+t

2
7 7 z v N P4 ] v z . . x—
Zbyva ukazat, ze obé feseni jsou totozna. Rozvineme tedy funkci y = e= v Taylorovu
radu.

Vime, ze

=

CDH-

I
hE
| <%

Substituci ¢t = £ dostévame

coz je tvar, ktery jsme dostali feSenim rovnice rozvojem v mocninnou fadu.

100

2. Bastedny soutet
4. Easteiny souget
B. astecny soutet
9. ¢astecny soucet
pfesné fiegeni

Obrézek 3.1: priklad 1.



3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad
Piiklad 2 Resme pocateéni problém:
"2/ +y=0,  y(0)=1  y(0)=2
e Klasické reseni

Jedna se o poc¢atecéni problém obycejné diferencialni rovnice druhého fadu. Analyzou
kofent charakteristické rovnice dostavame reseni

y = c1e” + coxe”.

Dosazenim pocatec¢nich podminek ur¢ime koeficienty c¢; a cy. ReSeni zadaného po-
¢ate¢niho problému tedy je
y =e" + xe”.

e Reseni rozvojem do mocninné rady

Reseni hleddme ve tvaru (3.1). PopiSeme bliZze postup uréeni nékolika prvnich ko-
eficient, dalsi jsou pak uvedeny v tabulce nize.

y(0) y'(0)

- Prvni dva koeficienty dané témito vztahy ag = %*, ap = “5* ur¢ime s vyuzitim
1 _

hodnot ptedepsanych v poc¢atecnich podminkach. Tedy ag = 5; = 1 a a; = 12! =
2.

- K uréeni ay vychézime ze zadané rovnice odkud y"(0) = 2y/(0) — y(0). Dosa-
y''(0) 2:2-1
!

zenim do vzorce ay = dostavame aq = 2. %

- Pro urceni nasledujicich koeficientii vychazime opét z rovnice zadani, ale vyu-

v/, s . ey . v’ - . H/O 2//0_/0
zivdme jeji derivace. V piipadé koeficientu asz tedy as = £ 35 ) — 2 ;! v'(©) _
23-2 _ 4

3T T 6

Qo | a1 | G2 | a3 | A4 | Q5 | Ap

3 | 4 | 5 | 6 | 7
L1255 a3

Z tabulky a pomoci matematické indukce neni tézké odvodit vzorec pro k-ty clen,

tedy ax = k“ . Celkové teseni lze tedy psat ve tvaru
k+1 ,
y=> o
k=0

Opét se presvédcime, zZe jsou obé feseni ekvivalentni, rozvojem funkce v Taylorovu
fadu. Tentokrat nejprve upravime reseni ziskané pomoci mocninnych fad.

OOIC+ oo Ook?k oo
I B T P ZFWZH

k=0 ’ k=0 k=0 k=0
C oy " . k gy . . . 1
Nyni si uz staci jen uvédomit, ze e = Y "7° | & a vidime, Ze y = e® + xe”, coz jsme chtéli
ukézat.

Mg

i
I
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%0 T T T T T

2. astetny soudet
0

4. tastetny soutet

6. Zastetny soutet

ol 9. tastetny soutet |

pfesné fedeni

Obrézek 3.2: priklad 2.

Piiklad 3 Resme pocateéni problém:

Y+ wiy =0, y<z>:1, y'<z>:w, w =1+ 4k, kelZ

o Klasické rfeSeni

Jedna se opét o obycejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu. Analyzou
korenti charakteristické rovnice a ur¢enim neurcitych koeficientti s vyuzitim poca-
tecnich podminek ziskavame reseni

Y = sinwr — cosw.

e Reseni rozvojem do mocninné fady

Postup je obdobny jako v pfedchozich ptikladech, stfedem mocninné rady zde vSak
neni nula, ale 7. Reseni tedy piedpokladame ve tvaru:

> k (k) (m
S

k=0

Uvedeme nékolik prvnich koeficient ay:

y(Z TR ,
- ag = %, z pocatecni podminky ag = % =1
_y/(g) d h/ v/tv ’ d /k 7 W
- ay = =, z druhé pocatecni podminky mame a; = $ = w
_y”(%) d ‘ : 1 "o 2 td ”(E)——Q-l——2
- ay = —, ze zadané rovnice plyne y" = —w?y, tedy y'(5) = —w = —w*,
, .2
a plati ay = =5
_y”’(%) d d : : z td no__ 2,1 d z
- a3 = ——*°, zadanou rovnici zderivujeme, mame tedy 3" = —w®y’, po dosazeni
3
dostaneme 3" = —w?, ag = —%

11
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Dale postupujeme obdobné, pro nazornost opét uvedeme v tabulce nékolik prvnich
koeficient.

Qo | A a2 a3 Q4 | Qs Qg ar

2 3 4 5 6 7
—W —W w w —Ww —Ww
1w 3 | ar | BT | e 71

Z tabulky lze pomoci matematické indukce odvodit obecny pfedpis pro k-ty clen,
ktery lze zapsat takto:

L ik k2 k3

= K Aak+1 = —(4k: o Aak+2 = —(4k: Fo)r Aak+3 = —(4k: 3

Reseni pocateéniho problému je tedy v tomto tvaru:

Y= ia (:13 _ Z)k _ i(_l)k [w(x — %)}(219) N [w(x _ %)](%-{-1)
k 2 (2k!) (2k +1)!
k=0 o

Presvédcime se, ze jsou obé feseni totozna. Vime, ze
> a2t

sinx = )t

,;( ) (2k +1)!

S
cos T = 1

paars (2k)!

Substituci zjistime, ze

me =)
sinw (r — —=
2

cos w (g; — g) — ;(_l)k%.

Coz jsou scitance v TeSeni, které jsme dostali rozvojem do mocninné rfady. Nyni tedy
staci ukazat, ze

(:(: _ 1)]2k+1

- W 2
;<_1) (2k + 1)!

k=0

. ™ ™ .
sin w (x — —) + cosw (x — —) = SIN WX — COSWI.
2 2
Vime, ze
. ™ . ™ . ™
sinw |x — 5 = smw:ccoswE — smw§ coswx =0 — coswxr = — cosSwx

s 7T . m . . .
COsS w (iL‘ — 5) = COSWT COSCU§ + sme sinwz = 0+ sinwzr = sinwx.

Timto jsme ukazali, Ze se obé Teseni rovnaji.

Poznamenejme jesté, ze volba w = 1+ 4k, k € Z byla zvolena predevsim z divodu
jednodussich tprav.

12
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30

2% 2 Castetny soutet

4. tastetny soutet

- 6. Castetny soutet =

pfesné feseni

Obrazek 3.3: priklad 3.

Priklad 4 Nabijeni a vybijeni kondenzatoru

Prikladem fyzikalniho problému, ktery se fesi pomoci obycejnych diferencialnich rov-
nic, je nabijeni a vybijeni kondenzatoru v RC obvodu, coz je obvod, ve kterém je zapojen
rezistor a kondenzator. Pro iplnost uvedme, Ze rezistor je soucastka, jejiz funkci v elek-
trickém obvodu je vytvafet odpor a probiha v ni (v idedlnim pfipadé) nevratnd preména
dodavané elektrické energie v energii tepelnou. Kondenzator se vyznacuje schopnosti aku-
mulovat a vydavat energii elektrického pole (podrobnéji viz [2] a [3]).

Nabijeni kondenzatoru

Problém budeme fesit pro zapojeni podle schématu na obr. 3.4. Kondenzator o kapacité C'
nejprve neni nabit. Aby se nabil, musi se spina¢ pfepnout do polohy a. Po prepnuti vznikne
uzavieny sériovy RC' obvod obsahujici kondenzator o kapacité C, rezistor o odporu R a
idedlni baterii o elektromotorickém napéti €. Jakmile je prepinacem pripojena baterie,
zaCne na obou koncich kondenzatoru prechazet elektricky naboj (a tedy i protékat proud)
mezi elektrodou kondenzatoru a svorkou baterie. Proud zvétsuje naboj () na kondenzatoru,
a tim i napéti Up = % na jeho elektrodach. Kdyz se toto napéti vyrovna napétim na
svorkach baterie (to je v tomto pfipadé rovno elektromotorickému napéti ¢), proud klesne
na nulu. Z rovnice @) = C - U plyne, Ze ustaleny (koncovy) ndboj nabitého kondenzéatoru
mé velikost Ce.

V procesu nabijeni budeme sledovat, jak se v pribéhu nabijeni kondenzatoru méni
s ¢asem naboj Q(t) na deskach kondenzatoru, napéti Uc(t) na kondenzatoru a proud ()
v obvodu. Nejprve pouzijeme 2. Kirchhoffiv zdkon. Predpokladame smér proudu proti
sméru hodinovych ruci¢ek a dostaneme tak tuto rovnici

Q
e—IR——==0.
C
Posledni ¢len na levé strané je napéti na kondenzatoru. Tento ¢len ma zaporné znaménko,
protoze horni deska kondenzatoru ptripojena ke kladnému pélu baterie ma vyssi potencial

nez dolni deska a priichodem kondenzatoru se tedy potencial snizi.
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

—— & d R

Obrazek 3.4: schéma zapojeni RC obvodu.

V této rovnici se ale vyskytuji dvé neznamé @ a I. Tyto ale nejsou nezavislé a plati
pro né vztah I = i—?. Dosazenim do rovnice dostavame

Toto je ODRI1, ktera popisuje ¢asovou zménu naboje ) kondenzatoru a kterou budeme
resit. Hledame tedy funkci Q(t), kterou si pro pfehlednost oznacime y(x).

o Klasické feSeni

Rovnice, kterou budeme fesit ma tedy tento tvar

Yy / Y €
Ry + = =¢, resp. - = —.
e P VT RETR
Protoze predpokladame, Ze pred sepnutim spinace byl na kondenzatoru nulovy na-
boj, doplnime jesté pocatecni podminku y(0) = 0.

Jedna se o nehomogenni ODRI1, kterou budeme fesSit metodou variace konstanty.
Nejprve vyresime prislusnou homogenni rovnici:

"k
RC”
Jedna se o ODRI se separovanymi proménnymi, fesime ji tedy néasledovné:
dy Y / dy dx T o
Y =—- = — =] — = Ihly|=—-——=—=+Inlc] = = ce RO,
dr ~  RC J RC vl =g+l Un

Dale provedeme variaci konstanty a dostaneme
y = eC + ke®e

Dosazenim pocatecni podminky urc¢ime konstantu £ a ziskdme feSeni pocatecniho
problému
T t
y=¢ecC(l—e &), resp. Q(t) =eC(l—e ET).

Stanoveni pribéhu zavislosti proudu i napéti na case uz je snadné, vyuzijeme zna-

mych vztaht [ = % alUc = % Tedy

e RC Ucze(l—e_%).
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

¢ Reseni rozvojem do mocninné rady
Reseni opét predpokldddme ve tvaru mocninné fady (3.1).

Postup vypoctu koeficienti demonstrujeme na nékolika prvnich z nich nize.

- Prvni koeficient ur¢ime snadno z poc¢atecni podminky, tedy ag = % = 0
- Druhy koeficient ziskdme tpravou zadané rovnice v bodé zo = 0, tedy ¢/'(0) =
e _ ¥ £
R~ RC R
- Hodnotu dalsich koeficientt ziskdme pomoci derivovani zadané rovnice. Druha

derivace ma tvar y” = —Ry—/c, po dosazeni hodnot v konkrétnim bodé dostaneme
y" = —#55. Obdobné pokracujeme s dalsimi koeficienty.

9
1

= %, koeficient a; ma tedy hodnotu a; =

Vice koeficienti uvadime v tabulce

Qg | ax (05} as ay
0 e | __ € € -
R 21R2C | 3!R3C? 41R4C3

Obecny zapis k-tého koeficientu pro k£ = 1,2... lze snadno odvodit jako

ay = %2)’1“1 Nyni lze tedy prubéh zav1slost1 naboje na case vyjadrit jako

(D,
R RC k= lk'

1)k 1

—tk
R (RC)+—1E! ’

resp. Q(%)

Protoze Taylorova rada konverguje stejnomérné, 1ze ji derivovat ¢len po ¢lenu, takze
funkci pro proud, ktery je ¢asovou derivaci naboje, dostavame jako

_ € - (_1)k_1 -1
10=%2 moyig i

k=1

Pribéh napéti pak vyjadiime snadno jako
Q £ ik
U:___ZRk ICk 2k' :

Vysledky, které jsme dostali metodou mocninnych rad i klasicky, jsou opét totozné,
coz zde mozné neni na prvni pohled patrné, takze tento fakt alespori pro Q(t)
dokazeme. Prevedeme tedy analytické feseni pomoci Taylorova rozvoje do mocninné
fady. Je zndmé, Ze funkce e’ mé tento Tayloriv rozvoj - € = > 7, ’,;—k, Pomoci
substituce snadno dostaneme

Q

tedy po dosazeni do vzorce
Q(t) =eC(1 —e 7o) =¢eC 1_Zlc)k = ii(_l—tk
k! R —~ (RC)k—1f1™ -
Obé feseni tedy jinym zptsobem vyjadiuji tyz vyraz.
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

Vybijeni kondenzatoru

Nyni budeme ptfedpokladat, ze kondenzator na obr. 3.4 je jiz nabit na napéti Uy, které
se rovna elektromotorickému napéti £ baterie. V okamziku ¢ = 0 pfepneme spinac¢ S z
polohy a do polohy b, takze se kondenzator zacne vybijet pfes rezistor R.
Opét pouzijeme 2. Kirchhoffiiv zakon a ziskdme rovnici
Q dQ | @
RI+—==0, resp. R— + = =0.
C P T e
Protoze byl kondenzator na pocatku nabit, doplnime pocateéni podminku Q(0) = Q.
Takto ziskdme pocatecni problém pro homogenni ODR1 s nenulovou poc¢atecéni podmin-
kou, ktery budeme Tesit.
Opét si pro prehlednost ozna¢ime funkci Q(t) jako y(x).

e Klasické reseni
Pouzitim vyse zminéné substituce budeme tedy fesit tuto pocatecni tlohu

Y

Ry +==0 0) = Q.

y+a=0 y(0)=0

Jedna se o ODRI se separovanymi proménnymi, budu tedy postupovat takto

dy Y dy dx =
L =7 = -2 = - = 1 —— 4] = = RC ,
dr ~  RC / ” RC lyl = g+l Yn = ce

Po dosazeni pocatec¢nich podminek mame tedy

y = Qe e, resp. Q(t) = Qoe’%.
Pribéh proudu ziskdme zderivovanim rovnice pro naboj podle casu, tedy
Q0
dt RC

Zmaménko minus vyjadiuje, ze naboj kondenzatoru s ¢asem klesa.

¢ Rozvojem do mocninné rady

Nyni feSeni predpokladdme ve tvaru mocninné fady (3.1). V piipadé vypoctu ko-
eficienti postupujeme stejné jako pro pripad nabijeni kondenzatoru, nebudeme zde
proto postup popisovat, pouze uvedeme tabulku nékolika prvnich koeficient a po-
tfebnych vztahd.

- y(0) = Qo ap = Qo

y=—36 | vO)=—F | a=-3

v'=—5c | v'(0)= 3?82 az = 2'1522002

y/// _ _% y///(o) _ Rgg‘?’ ag = 3'1%003
Obecny zapis pro k-ty koeficient pak je ax = (k, R)kck . Reseni tedy miiZzeme napsat
jako

- 1 QO k = ( 1) QO
,  resp. t) = ~ Lk,
Z KI(R b Q=) oo KI(RC)F
k=0 k=0
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad
Rada konverguje stejnomérné, proto ji mtizeme zderivovat ¢len po ¢lenu a vyjadiit
tak pribéh proudu. Tedy
OO k+1 QO
Z RC Z RC o

=0

Je snadné nahlédnout, Ze se pfislusna reseni spocétend jinymi zptisoby shoduji.

3.2. ODRn, které nelze resit analyticky

Priklad 5 Diferencialni rovnice se zpozdénim ReSme pocateéni problém:

y' = by(\x), y(0) =1, x>0, b#0, Ae (0,1).

Protoze neni mozno urcit feseni analyticky, feseni hledame jako v pfedchozich pii-
kladech ve tvaru mocninné fady (3.1). Postup urcovéani koeficient je obdobny jako u
prikladii zminovanych vyse, uvedeme zde proto pouze tabulku s pomocnymi vypocty a
hodnotami nékolika prvnich koeficienti.

- y(0) =1
y = by(\x) y'(0) =b a; =b
y" = by (A\x) y"(0) = b2\ | ap =122

2!

m_ b/\2y”()\x) y///<0) — 33 az = b33

3!

D =bNy"(Az) | y@(0) = 6N | ag = 25"

4!

5) _ b)\4y(4)()\:v) y(5)(0) — BP0 as = bo 10

5!

(10:1

Pomoci matematické indukce urc¢ime obecny vzorec pro k-ty koeficient

i (5)
k!

ap —

k=2,3....

Hledana mocninné fada je fesenim zadaného pocatec¢niho problému v tomto tvaru:

> pia(s)
yzl—i—bx—l—g R
k=2

Pro grafické zndzornéni (obr.3.6) jsou pouzity konstanty b =3 a A = 0, 4.
Pokud konstanty b a A zvolime jinak, a to naptiklad b = —1 a A = 0,998, dostavame
rovnici
y'(x) = —y(0,998x). (3.2)
Jedna se o rovnici, kterd je velice ,blizkd“ rovnici y'(x) = —y(z), kterou umime Fesit
analyticky. Jeji feSeni je (pfi pocateéni podmince y(0) = 1) y = e *. Dalo by se tedy
predpokladat, Ze i prubéh feseni uvazované rovnice (3.2) se zpozdemm bude velmi po-

k
dobny funkci e™*. Pokud ale funkciy =1—2+> ., #?98():6’“ vykreslime, zjistime,

ze jeji prubéh zpocatku (v okoli bodu x = 0) opravdu pfiblizné odpovida predpokladu,
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

w1t

2. Eastecny soucet

4. Eastelny soudet
35 -
5. Castedny soudet

80. tastetny soucet

25+

05—

Obrazek 3.5: rovnice se zpozdénim.

| L L L L I
0 10 0 30 8.5 59 535 60 60.5 61

Obrazek 3.6: ,exploze“ feseni.

a TeSeni zdanlivé rychle konverguje k nule. Po dosazeni urcitého okamziku, ale dochéazi
k ,rozkmitavani“ feSeni a velice rychlému narustu amplitudy kmitd (viz obrazek 3.6)

Piiklad 6 Airyho rovnice Resme poc¢atecni problém pro linearni ODR2 s nekonstant-
nimi koeficienty :

y'—zy =0, y(0) =1, y'(0) =1.
Resen{ hledame ve tvaru mocninné fady (3.1).
Ukazeme vypocet nékolika prvnich koeficienti:

- ag = %, z pocateéni podminky y(0) = 1 plyne ag =1

-a = y'l(!())7 obdobné jako pro koeficient ay dostaneme a; = 1
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

1"
0 . s 2 12 , . , v vs . o
- ay = y2_(!)7 y"(z) si vyjadiime ze zadané rovnice (pro vypocet dalsich koeficientt
rovnici zderivujeme), po dosazeni z = 0 dostavame ay = 0

Dale postupujeme standardné, zde uvadime jen prehled hodnot koeficientti s p¥islusnymi
pomocnymi vypocty.

- y(0) =1 ag =1

- y(0)=1 | a1 =1

y' =y y'(0)=0 | a2=0

y" =y +ay y"(0)=1 | a3 =3
yW =2/ +xy” | yW0)=2 | aa= 3
y® =3y" +ay” | y®0)=0 | a5 =0
y O =ay" +xy® | yO0) =4 | a6 =
Y = 5y@ 4+ 2y® | 4M(0) =10 | ay = 17_(!)
y®) =6y +2y©® | 4y®0)=0 | ag=0

Nyni se pokusime urcit obecny predpis pro vypocet koeficienti. IThned vidime, zZe
agr+2 = 0. Déle si rozepiseme koeficienty ag a a; nasledovné
4-1 5-2
ay = :
6-5-4-3-2-1 "T7.6-5-4-3-2-1

ag —

Toto obecné 1ze napsat jako

(3k — 1)l (3k — 2)l!

3k + 1)! 3k k=1,

A3k+1 =
+ 3k!

Resenim tedy je funkce y vyjadiena takto:

3k:—2 Iy Bk 5,
y—l—i—:c—l—Z( T .

Priklad 7 Matematické kyvadlo, nelinearni ODR2

Mame kulicku o hmotnosti m zavésenou na nehmotném a neroztazitelném vlakné
délky [. Sestavime diferencialni rovnici popisujici pohyb kulicky, pficemz tento pohyb
vyjadiime jako funkci okamzité thlové vychylky ¢ v zavislosti na case ¢, tj. ¢ = ©(t).
Gravitacni silu rozlozime do sméru teény a normaly. Jeji slozka ve sméru norméaly nept-
sobi, protoze vlakno je neroztazitelné. Slozka gravitac¢ni sily ve sméru teény je —mgsin ¢
(neovlivituje déj proti sméru vychylky). Déle predpokladdme, Ze odpor prostiedi je zane-
dbatelny. Podle obr. 3.8 je s = [, tedy § = l¢, a odtud podle druhého Newtonova zadkona
plati

mlyp = —mgsin @, resp. »+ % sinp = 0.

Jesté zaddme pocatecni vychylku a pocatecni rychlost.
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

30

i 2. Castetny soutet A

3 Zéastelny soutet

20+ 4. Eastetny soutet

80. Eastelny soutet

Obrazek 3.8: Matematické kyvadlo.

Toto je pocatecni problém pro nelinearni ODR2, kterou nelze fesit analyticky, poku-
sime se ji tedy fesit metodou mocninnych fad. Opét pro prehlednost budeme hledanou
funkci ¢ znacit y, proménnou ¢ nahradime = a konstantu ¢ jako L. Reseni tedy pfedpo-
kladame ve tvaru (3.1). K vypoctu koeficientii si musime urcit hodnoty derivaci funkce y
v bodé, ve kterém je zadana pocatecni podminka. Prvni dvé hodnoty jdou urceny piimo
pocatecnimi podminkami. Dale vychazime ze zadané rovnice, kterou si vhodné upravime
a zderivujeme. Postupné tedy dostavame
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3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

y" = —Lsiny

y" = —Lcosyy

y@ = —Lcosyy” + Lsiny(y')? = L? cosysiny + Lsinyy'

y® Lsinyy'y" — Lecosyy” + Leosy(y')® + 2L sinyy'y" = —3L*sin? yy' +

L2 cos® yy' + Leosy(y)’
L cos y(y’)Qy” + Lsiny ((y ) + y’y"’) Lsiny(y ) + 3L cos y(y')Qy” +

,\
2
i+

+ Lsinyy'y"” — Leosyy™ + 2L cosy(y')*y" + 2L siny ((y )’ + y'y"’) =

= —10L%cosysiny(y')’ + 3L%sin®y — Lsiny(y')* — L?sin® yy' — L? cos® ysiny.

Nyni uréime jednotlivé koeficienty dosazenim do vztahu a; = %
uvadime v tabulce.

Qg | a1 a2 a3 Qg as Qg
T 72 2.1 312
4 0 L2'2 0L 412 0L 612

Obecné lze rict, ze pokud zvolime nulovou pocatecni rychlost, bude kazdy koeficient
aok+1 roven nule, coz vyplyva z tvaru ptislusnych lichych derivaci funkce y. Jinak ale nelze
urcit obecny vzorec pro k-ty koeficient. Je to dano tim, Ze se jedné o rovnici nelinearni, tedy
jiz vztah pro tieti derivaci funkce y” je vyjadfen soucinem, jehoZ ¢initele jsou funkei v,
jeho derivovanim tedy dostaneme dva ¢leny stejného charakteru. K-ta derivace tedy bude
mit 2573 s¢itanci (pro k& > 3), které neumime uréit, aniz bychom neznali predchazejici
derivaci. Hledanou funkci tedy nejsme schopni vyjadrit jako nekonecnou funkéni fadu,
jsme vsSak schopni dosdhnout libovolného k-tého ¢astecného souctu. V naSem pripadé
zname Sest prvnich koeficient, mtizeme tedy napsat, zZe hledana funkce se priblizné rovna

V2, \/5
TopV2ia el e gaV2
y@) g = Lopa” + Lipe o 612"

Linearizace alohy

Pro snazsi feseni bychom si mohli rovnici zjednodusit, a to tak, zZe ji linearizujeme. Do-
stavame tedy rovnici
!
y' 4+ Ly = 0.

Budeme ji Tesit také rozvojem do mocninné fady, tuto rovnici lze ale Tesit i klasickym
zptsobem. Uréime si opét nékolik prvnich koeficientti. Postup zde jiz nebudeme podrobné
rozepisovat, uvedeme jen tabulku s prehledem ptislusnych derivaci funkce y a koeficient.

- y(0) =17 ap =7

- y'(0) =0 a; =0
"=—-Ly | y'(0)=—L% |ax= —L%%

M=y | y0)=0 | =0
y W = —Ly" | yW(0) = L] | ay = L7




3. Reseni pocatecniho problému pro ODRn metodou mocninnych fad

s
(2kN)4>

Z tabulky snadno ur¢ime obecny vzorec pro k-ty koeficient ay, = (—1)FL*

a1 = 0.
Hledané teseni je tedy tvaru

> 1x 1x
_ gk T ek T 22 g2 T4 g3
Y k:O( UGt — 1 far® T g 614

1
—zm6+...

Nalézt feseni tedy bylo podstatné jednodussi a podafilo se to dokonce ve tvaru ne-
kone¢éné fady, ale jak je na prvni pohled patrné, dochézi zde ke zna¢né chybé. Ctvrté
¢leny uz si dokonce neodpovidaji ani znaménkem. Pokud se blize podivame na vyjadreni
jednotlivych derivaci funkce y v obou zptisobech feseni, vidime, Ze jejich hodnoty budou
blizké pro malé pocatecni vychylky, to je tam, kde sinz ~ 0 a cosx ~ 1. Plati, ze ,,dobré*
vysledky dostavame pro vychylky do .

V tabulce jsou uvedeny hodnoty jednotlivych thlid v ¢ase t = 1 pro rtizné pocatecni
vychylky pocitané obéma zpiisoby, v pripadé nelinearizované tlohy se jedna o hodnotu
souctu prvnich Sesti koeficientti. Délku vlakna [ uvazujeme shodnou jako gravitacni kon-
stantu.

Linearizovana tloha | Nelinearizovana tloha | Rozdil hodnot
5 0, 8487 1,0750 0,2263
0 0,4243 0,4329 8,56 1073
2 0,2122 0,2159 3,69-1073
36 0,0472 0,0472 3,86-107°
180 9,4301 - 1073 9,4300 - 1073 1,02-1077

3.3. Srovnani obou zpusobu reseni ODR

e postupem vyuzivajicim mocninné fady lze vytesit i pocatecni problémy, které nelze
resit klasicky

e pomoci nekonec¢nych fad dostaneme vzdy jen priblizné feSeni, ale jsme schopni do-
sahnout libovolné presnosti

e rozvojem do mocninné fady se vyhneme integrovani, které miize byt obtizné

22



4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

4. ODR2 resené pomoci
Fourierovych rad

Priklad 1 Resme nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu

y' 4+ 4y = f(z),

kde f(z) je periodickym prodlouzenim f*(x) = |z|, =z € (—1,1).

Nejprve je potieba urcit funkci f, coz je rozvoj funkce f* do Fourierovy fady. Protoze
je funkce f*(x) = |z| funkce sud4, provedeme jeji rozvoj v kosinovou Fourierovu fadu.
Musime tedy urcit koeficienty a;, které jsou dany vztahem

1 c+2 k
:I/ f@k%%?M: k=0,1,2....

Nejprve tedy ur¢ime koeficient ag

1! 0 2 (! !
ag == [ f(x )cosﬂdx— / pdr=2|2| =1.
1), 1 1/, 2],

Dale urc¢ime ostatni koeficienty ay pro k =1,2.. .

k 2 (!
/ f(z) cos ﬂdx— 1/ x cos kmxdx.
0

Pouzitim per partes dostavame

1 ' 2
ag = 2{ {— sin k"/TiL’:| / — sin kmcda:} = {E {H cos k’ii’l’:| 0} = [cos km—cos 0] =

2
= k272 [(_1)k - 1]
Tedy pro
k-sudé a, =0
k-liché ay, = — 5

Funkce f je tedy tvaru
1 o0
=5~ Z 5 o8 (2k + 1)z

kO

ResSeni diferencidlni rovnice hledame ve tvaru

A [ee]
Yy = U Z (Ag coskmx + By sinknz).
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4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

Abychom mohli dosadit do zadané rovnice, musime si vyjadfit i jeho druhou derivaci
(uzitim odpovidajici véty o stejnomérné konvergenci)

y' = Z(—k27r2Ak cos krx — k*m® By, sin k7).

k=1

Nyni dosadime do zadani a dostaneme dvé rovnice, pro k-liché
(o)
k=1
>
k
k=1

a pro k-sudé

k=1

4 (Ag cos kmx + By sin km:)] - [Z(k27r2Ak cos krx + k*m? By, sin lmx)] =
- 2

5 COS kmx
T

4
k=1

A — > 1
70 + Z(Ak cos kmx + By sin km:)] - [Z(kQWQAk cos krx + k*m? By, sin kﬂx)] =3
k=1

Jestlize porovname koeficienty na obou stranach rovnice, dostaneme tuto soustavu rovnic:

g _ 1
2 2
A4 - k7% = 0 k=1246...
4
A(A=Fr") = -5 k=135
Br(4 —kK*7*) = 0 k=1,2,3....
Resenim soustavy jsou koeficienty
Ay 1 4

=3 By, =0, Agp, = 0,

Agppr = .
2 8 P2k 4 1)272 — 4](2k + 1)272

Hledana funkce y je tedy

1« 4
= — 2 1)rz.
y(x) gt kZ:O 2 1) — 42k T 1) cos(2k + 1)mx

Ptiklad 2 Resme nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu
y'+ 5y + 4y = f(z),
kde f(x) je periodickym prodlouzenim f*(x) = cosz x € (=7, 7).
Stejneé jako v predchozim prikladé nejdiiv uréime rozvoj funkce f* do Fourierovy rady.
Opét se bude jednat o fadu kosinovou, protoze funkce kosinus je suda. Spocitame tedy
koeficienty a; ze vztaht

2 [z
ar = — f(z) cos 2kxdx kE=0,1,2....
T

Wl

24



4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

01258 T T T T T T

2. tastelny soutet

01288 -

3. tastetny soucet -

4. tastelny soutet

01254 Y, W\ | — 80 astetny souzet

01252

0.125

0.1248

0.1246

0.1244

04242 I I ! | | | ! I I
1 08 06 0.4 0.2 0 0.2 04 06 08 1

Obrazek 4.1: priklad 1.

Tedy
2 (2 4 (2 4 3 4
ag = —/ cos xdxr = —/ cosxdr = —[sinx] FoZ1-0]=—
T )x T Jo T o
2 (2 4 (2 41 (2
ar = — cos x cos 2kxdr = — cosxcos2kxdr = —— [ [cos(2k + 1)z + cos (2k — 1)x]dx
T Jox T Jo T2 Jo
2 [sin (2 + Dz sin (2k — 1) 2= 1 1] 2(-1)F -2
T 2k+1 2k—1 ], m |[2k+1 2k—-1] 7w 4k>-—1
B 4(_1)k+1
m(4k? — 1)
Hledana funkce f ma tvar
9 © 1 k+1
= + Z ( 7 cos 2kx.

k=1

Nyni tedy zname pravou stranu rovnice a mtzeme hledat jeji feseni, které predpokladame
ve tvaru
Ao

y(x) = - + ; (Ag cos 2kx + By sin 2kx).

Dale musime urcit i prvni a druhou derivaci predpokladaného tvaru reseni

y'(z) = Z(—QkAk sin 2kx + 2k By, cos 2kx)
k=1
y'(z) =) (—4k*Ay cos2kx — 4k* By, sin 2kx).
k=1

25



4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

Tyto dosadime do zadani a porovname koeficienty na obou stranach rovnice, ¢imz vznikne
tato soustava rovnic

gAo _ 2
2 s
AK? Ay + 10k By + 44, = A k=1,2,3
k k k - 7T(4k:2 o 1) — & e
—4k?B;, — 10kA, + 4B, = 0 k=1,2,3....
Z prvni rovnice ihned plyne
Ag 1
2 21
Po radé tprav dostaneme
B — 10(—1)*1k
P25k Ak — 1)?m(4k2 — 1)
4(=1 k+1 1— k2
A AR

[25k2 + 4(k? — 1)2]m(4k2 — 1)

Reseni zadané diferencialni rovnice je tedy tvaru

2(_1)k+1 ) 9
+ Z (5k sin 2kx + 2(1 — k7) cos 2kx).

y(w) = < [25K% 1 4(k2 — 1)2[n(4k2 — 1)

1 [o@)
27
k=

o2z T T T T T

2 Castetny soudet

02 3 Castedny soucet

4 Eastecny soudet

018 = 80. castecny soucet

016 =

014 =

01 \ I I I I I I
2 B B R

Obrazek 4.2: priklad 2.
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4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

Piiklad 3 Resme nehomogenni linedrni diferencialni rovnici druhého ¥adu

y' 4+ 9y = f(z),

kde f(x) je periodickym prodlouZenim f*(x) = max{sinz, 0;x € (0,27)}. Nejprve uréime
rozvoj funkce f* do Fourierovy fady. Nejedna se zde o funkci sudou ani lichou, musime
tedy spocitat koeficienty ay i bx. Protoze v intervalu (m, 27) je funkce rovna nule, tedy i
jejl integral na tomto intervalu je roven nule, staci pocitat Fourierovy koeficienty jen na
intervalu (0, 7).

Nejprve urc¢ime koeficient ag

1 [7 1
aoz—/ sinzdr = —[—cosz]j = —.
7 Jo T T
Dale pocitame koeficienty ay,
1 [ L[ . .
arp = — [ sinxcoskrdr = — [ (sin(k+ 1)z —sin(k — 1)x)dz.
0 21 Jo

™

Pro koeficienty k # 1 dale

1 [_cos(k:—i—l)x cos(k;—1):c]”: 1 {(—1)’%1_(—1)@11 _ 1{(—1)@1}

o [ A | k+1 k—1 21

ag

0 ™

Tedy pro
k-liché a k # 1 a, =0
k-sudé ay = —m.

Nyni provedeme zvlast vypocet pro a;

1 [ 1
a1:—/ sinxcosxda:z—[sian] =0.
T Jo 2w
Déle urcime koeficienty by
1 m ' ‘ 1 m
b = —/ sin x sin kxdz = —/ [—cos (k+ 1)z + cos (k — 1)z|dx.
T Jo 2m J,

Opét provedeme vypocet nejprve pro k # 1

bi, =0.

1 sin(k+1)x+sin(k—1)x "
Cor k+1 k-1 |,
Dopocitame jesté koeficient by

1 [" 1 (7 1 in2x]" 1
by = —/ sinfrdr = — [ (1 —cos2x)dr = — {a: _ o x} ==
T Jo 2m Jo

Koeficienty jsme tedy urcili takto

—9 1
a%:m, aspr1 = 0, by = = b =0, E=0,1,2..., [=23....



4. ODR2 tesené pomoci Fourierovych rad

Rozvoj funkce f* do Fourierovy fady je tedy

11 -2
f(m)~;+§s1nx+;mcos2ka:.

Nyni miizeme zacit fesit ODR2. Pfedpokladame feseni ve tvaru

A o0
Y= =2 +Z Ay cos kx + By sinkx).

Abychom mohli predpoklddané feseni dosadlt do zadani, musime si jesté vyjadrit druhou

derivaci funkce y
o0

y' = Z(_szk cos kx — k* By, sin kx).
k=1
Dosadime tedy do zadané rovnice a porovname koeficienty na obou stranach rovnice a
dostaneme pro hledané koeficienty soustavu rovnic:

A 1
9— = —
2 T

k=1,35...

(= Y )

9B, — k’B, =

Z prvni rovnice ihned vidime

7 druhé a treti rovnice plyne
2
Ak(k'2 — 9) = m, k — hChé7 Ak(k}2 — 9) = 0, k — sudé.
Tedy
2
w(k? —1)(k? —9)’

Ze ¢tvrté rovnice uréime

Ay =

As€R k=246....

1
B = —
T 16
7 posledni rovnice si také vytkneme koeficient a dostavame
Br(9 — k*) =0,

tedy
By =0 Bs; eR k=1,579...

Regen{ je tedy funkce y(r) v tomto tvaru

1 1 .
y(:p):9—7T+Esmx+(Agcos3x+Bgsm3x +kz:;7r4k2—1 J(4kz =) cos 2k,

kde A3 a Bs jsou libovolné konstanty.
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5. Zaveér

Obrézek 4.3: priklad 3.

5. Zavér

Cilem prace bylo uvést prehled metod feseni obycejnych diferencidlnich rovnic zalo-
zenych na rozvoji feseni do vhodné funkéni rady. Nejprve byly uvazovany rozvoje v fady
mocninné. Postup zde byl ilustrovan na rovnicich, které lze fesit analyticky a v téchto pii-
padech bylo zkonstruované reseni vzdy srovnano s feSenim exaktnim. Metoda vSak byla
aplikovana i na diferencialni rovnice, jejichz analytické feseni nezname. Déle byly prezen-
tovany i postupy feseni linedrnich ODR s periodickou pravou stranou, vyuzivajici rozvoje
feseni do Fourierovy fady. Regené piiklady byly v celém textu doplnény i grafickymi ilu-
stracemi dokumentujicimi konvergenci prislusnych c¢astec¢nych souctt k hledanému feseni.
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6. Seznam pouzitych zkratek a symbola

6. Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

ODR obycejna diferencialni rovnice

ODRn obycejna diferencialni rovnice n-tého fadu
R odpor

I proud

C kapacita

Q naboj

€ elektromotorické napéti

m hmotnost

© vychylka
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