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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva makroskopickym modelovani dopravniho toku. Nejdiive je
uveden uvod do problematiky modelovani dopravniho toku obecné, spolecné s rozdéle-
nim modelt. Déle je v praci odvozena rovnice kontinuity pro makroskopické modely. Za
ucelem jejiho Teseni je nutné volit konstitutivni vztah pro vyjadieni dopravniho toku, na
kterém zavisi to, jak bude dany model vypadat. Hlavni ¢ast prace je zaméfena na LWR
model feseny metodou charakteristik, s diirazem na Sifeni razovych viln, tedy vznik do-
pravniho kolapsu. V posledni kapitole je teorie uvedena na prikladu a je v ni také proveden
experiment s porovnanim modelu LWR a skute¢ného provozu na silnici.

Summary

This bachelor thesis is focused on macroscopic traffic flow modelling. First, we present
a short introduction into the topic and basic model classification. Then we derive the
continuity equation for macroscopic models and outline possible constitutive relations for
a flux which determine the key features of the model. The main part of this work is focused
on LWR model and its solution by the method of characteristic curves, with emphasize
on shockwave creation. The thesis is concluded by an example and experiment comparing
of the LWR model with real traffic on highway.
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1 Uvod

Koncem 19. stoleti se zacal rozvijet automobilovy primysl. Od toho okamziku uplynula jiz
dlouh& doba a pocet automobild vyrazné vzrostl. Zlepsila se také kvalita silnic a vzdale-
nosti mezi lidmi se zkracovaly. Jenze zvyseni poctu automobilii nema jen pozitiva, zacaly
se mimo jiné tvorit dopravni zacpy a doprava zacala kolabovat. Dopravni kolapsy jsou ak-
tualné jednim z hlavnich spolecenskych a ekonomickych problémt spojenych s dopravou.

Za ucelem popsani dopravni situace bylo v poslednich padesati letech sestaveno mnoho
matematickych modeli. Nékteré jsou Cisté teoretické, jiné zase zalozené na experimentech.
Modely pro modelovani dopravniho toku lze délit podle mnoha rtznych kritérii. Nejpou-
zivanéjsi je rozdéleni podle miry podrobnosti modelu (jak moc detailii potFebujeme znét):

e mikroskopické modely (detailni popis),
e mesoskopické modely (stfedni popis),
e makroskopické modely (zachycuji minimélni podrobnosti).

Mikroskopické modely simuluji dopravni situaci na vysoké rozlisovaci irovni. Zabyvaji
se chovanim a reakcemi jednotlivych ridi¢d, napt. kdyz se Tidi¢ rozhodne zménit jizdni
pruh, tak je v modelu popsana reakce vSech okolnich tidi¢t. V posledni dobé pftibyla
jesté dalsi kategorie s nazvem submikroskopické modely, kterou muzeme zatradit také
do mikroskopickych modeld. V téchto modelech pracujeme navic jesté s idaji o chovani
vozidla, napt. jaky rychlostni stupen ridi¢ zaradil.

Mesoskopické modely nerozlisuji ani nesleduji jednotliva vozidla, ale popisuji chovani
malych skupinek vozidel. Tyto modely jsou vétsinou zalozeny na pravdépodobnosti. Zjed-
nodusené muzeme fici, ze vypliuji mezeru mezi mikroskopickymi a makroskopickymi mo-
dely.

Makroskopické modely popisuji déni na silnici jako proud vozidel. V téchto modelech
nerozlisujeme jednotliva vozidla. Pro lepsi predstavu si mizeme predstavit, ze celou situ-
aci pozorujeme z letadla, tim padem nejsme schopni rozlisit jednotliva vozidla. Pro popis
pouzivame pojmy jako dopravni tok, hustotu dopravniho toku a rychlost. V makrosko-
pickém modelu musime pracovat s takovym tisekem, ktery je z makroskopického hlediska
maly a z mikroskopického hlediska velky, podle [4] ma takovy tsek na dalnici délku zhruba
100m.

Modely mtizeme dale délit napiiklad podle toho, jakymi rovnicemi situaci modelujeme
(ODR, PDR), nebo jestli pouzivime v modelu diskrétni, ¢i spojité veli¢iny.

Tato prace volné navazuje na bakalaiskou praci , ale zabyva se detailnéji pouze jednim
makroskopickym modelem.

Jak jiz nazev napovida, tato bakalarska prace se detailnéji zabyva makroskopickym
modelovanim dopravniho toku, ¢imz volné navazuje na bakalafskou préci [6]. Budeme
se zde detailn€ji zabyvat predevsim modelem LWR, ktery je jednim z prvnich pro mo-
delovani dopravniho toku viibec. Pro lepsi orientaci v problematice je nejdiive uveden
matematicky aparat, kde jsou zavedeny zakladni pojmy vyskytujici se v celém textu. Pak
je odvozena rovnice kontinuity pro makroskopické modely. Z této rovnice vychazi vsechny
makroskopické modely pro modelovani dopravniho toku. Pak nasleduje kapitola vénovana
modelu LWR spole¢né s jeho fesenim metodou charakteristik, ve které budeme sledovat
podminky vzniku dopravniho kolapsu. Posledni kapitola je vénovana demonstrac¢nimu
prikladu a pokusu o popis realné situace pomoci LWR modelu.



2 Matematicky aparat

V této kapitole je stru¢né popsana teorie parcialnich diferencialnich rovnic, pomoci nichz
popisujeme dopravni tok. Rovnice kontinuity pro makroskopické modelovani dopravniho
toku (odvozené v kapitole [3|) je parcialni diferenciélni rovnice prvniho fadu. Déle budeme
pouzivat pouze funkce dvou proménnych, protoze si realny ptripad zjednodusime na jeden
prostorovy rozmér a ¢asovou proménnou. Budeme tedy fesit rovinnou tlohu. Teorie v této
kapitole je pfevzata a zjednodusSend pro rovnice prvniho fadu o dvou proménnych z [1].

2.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Parcialni diferencialni rovnice je rovnice, ve které je neznamou funkce vice realnych
proménnych. V dané rovnici se vyskytuji parcidlni derivace této neznamé funkce. Rddem
rovnice nazyvame fad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici nachazi. Parcialni diferencialni
rovnici prvniho fadu tedy zapiSeme nasledovné:

F(ug, ug,u,x,t) =0, (2.1)

kde F(u,,us, u,x,t) je dand funkce proménnych x a ¢, feSeni rovnice u a jeho parcidlnich
derivacl u, a u;.

Rovnici (2.1) nazveme linedrni, pokud je funkce F' linedrni v proménnych wu;, u, a u.
Linearni rovnici prvniho fadu tak lze zapsat ve tvaru:

a%u(m, t) + b%u(m,t) + cu(x,t) = f(x,1), (2.2)

kde a, b a ¢ se nazyvaji koeficienty rovnice a mohou to byt jednak konstanty, jednak
funkce proménnych = a t. Funkce f(x,t), ve které se nenachézi nezndmé funkce u, se
nazyva prava strana.

Pokud funkce F' neni linedrni (ale musi byt libovolné diferencovatelnd), potom rovnici
(2.1) nazyvame nelinearni parcialni diferencialni rovnici.

Cauchyova pocatecéni aloha

Uvazujme oblast {2 v rovin€ se soufadnicemi x a ¢t. Soutadnici = si mizeme predstavit
jako pfimku a ¢ bude predstavovat ¢as. Kdyz koeficient ¢ a funkei f rovnice ({2.2)) polozime
rovny nule, dostavame homogenni rovnici. Homogenni rovnice prvniho fadu bude vypadat
takto:

a(x,t)(%u(x,t) + b(:v,t)%u(x,t) =0 (z,t) € Q, (2.3)

kde a(z,t) ab(x,t) jsou znamé funkce, které jsou definované na €2 a nazyvame je koeficienty
a dale u(x,t) je nezndmd funkce, kterou hledame.

Rovnice (2.3)) ma nekoneéné mnoho Feseni. Abychom mohli uréit jeji jedno konkrétni
feseni, musime rovnici doplnit pocatecni podminkou.
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Mé¢jme kiivku I' v mnoziné €2, na které predepiseme hodnoty feSeni

u=1uy na I, (2.4)
kde ugy je dand pocatecni funkce. Rovnici (2.3) s pocéteéni podminkou (2.4 nazyvame

Cauchyovou pocatecni tlohou.

Déle se budeme zabyvat existenci a jednoznac¢nosti feseni Cauchyovy tlohy. Existenci
a jednoznacnost feseni dané rovnice nam zajisti nasledujici véta.

Véta 1. Bud Q) oblast v roviné obsahujict krivku
['={(z,t) € Qx =7(s),t =(s),s €I} (2.5)

a wvazujeme ulohu a (24]). Necht koeficienty jsou spojité diferencovatelné funkce,
tj. a, b € CY(Q), T je hladkd krivka a navic je splnéna podminka

a

/ !
1 V2

det #0 na I. (2.6)

Potom existuje jednoznacné reseni ulohy a v okoli T

Ideu dukazu véty lze dohledat na strané 17 v [1J.

2.2 Metoda charakteristik

Charakteristiky jsou kfivky, podél nichz je feSeni dané PDR konstantni. Tvoii tedy
vrstevnice grafu reseni.

Mgjme linedrni homogenni diferencidlni rovnici, tedy rovnici (2.3)). Pfedpoklédame,
ze rovnice nedegeneruje, tj. koeficienty a a b nejsou v oblasti {2 soucasné nulové. Kdyz
ma hledand funkce u(z,t) obé parcialni derivace, potom je leva strana rovnice v kazdém
bodé smérovou derivaci neznamé funkce v ve sméru vektoru (a, b).

Déle uvazujme kiivku ® = {(x(s),t(s)) € Q|s € I} uréenou funkcemi z(s) a t(s), které
spliiuji podminky:

Reseni u podél kiivky ® oznac¢ime jako

p(s) = u(z(s), t(s)). (2.9)
Potom rovnice (2.3)) dava

d ou , Ou, Ou ou,

Reseni u je tedy konstantni podél kiivky ®.

4



Soustavu rovnic a muzeme fesit v libovolném bodé (z,t) oblasti 2. Tim
dostaneme obecné Teseni dané soustavy. Pro urceni jednoho konkrétniho feseni proto
musime doplnit rovnice po¢ateéni podminkou napf., so(z,0) lezici na kiivce I'. Tim jsme
dostali feseni Cauchyovy tlohy metodou charakteristik.

Autonomni soustava rovnic a se nazyva charakteristickym systémem rovnice
a kiivky uréené jejim fesenim se nazyvaji charakteristiky. Skuteéné kazda funkce
u(z,t), kterd je FeSenim rovnice, je konstantni podél charakteristik a obrécené rovnici
spliiuje kazda funkce u(x,t) majici spojité prvni derivace, ktera je konstantni podél vSech
charakteristik. Protoze feSeni u(z,t) je konstantni podél kazdé charakteristiky, je na cha-
rakteristice uréeno hodnotou ug (z podminky ), coz je prusecik charakteristiky s kiiv-
kou I'.

U nelinearnich rovnic je problém charakteristik navic komplikovan tim, ze charakteris-
tiky navic zavisi i na daném feSeni rovnice, nejen na dané rovnici. Princip feSeni nelinearni
rovnice je ale v podstaté stejny.



3 Rovnice kontinuity

Pro modelovani dopravni situace na silnici potfebujeme nejdfive znat rovnici konti-
nuity. Tato rovnice kontinuity je platnd pouze pro vsechny modely pro makroskopické
modelovani dopravniho toku.

Budeme se zabyvat dopravni situaci z makroskopického pohledu, tedy ne z pohledu
jednoho fidice a situace kolem néj, ale budeme sledovat vyvoj celkového mnozstvi vozidel
v daném bodé silnice. Rychlost vozidla tedy nezavisi na vili fidice, ale predevsim na okol-
nich podminkéch (poloha vozidla ¢ hustota provozu). P¥i makroskopickém modelovani
predpokladame, ze se v dané situaci zachovaji vSichni fidi¢i stejné. Situaci na daném
useku silnice 1ze pfirovnat k laminarnimu proudéni kapaliny, kdy nejsme schopni rozlisit
jednotlivé molekuly, ale vnimame kapalinu jako celek.

Rovnice kontinuity je odvozena podle [2].

3.1 Odvozeni rovnice kontinuity pro dopravni tok

Méjme tedy nekonecné dlouhou rovnou silnici. Silnici povazujeme za jednorozmeérnou
realnou osu.

Stanovime si kontrolni tsek s krajnimi body a a b. Pfedpoklddejme, ze v bodé a mohou
vozidla do tseku pouze vstupovat, v bodé b jej mohou pouze opoustét. Libovolnym bodem
uprostied tiseku nemohou vozidla do intervalu ani vstoupit, ani ho jakkoliv opustit. Tento
predpoklad odpovida provozu na dalnici mezi dvéma vyjezdy.

Z provozu vozidel na dalnici plyne i posledni pozadavek a to takovy, ze se vozidla
pohybuji stéle ve stejném sméru (necouvaji, ani se neoto¢i a nejedou do protisméru).
Bez Gjmy na obecnosti tedy muzeme predpokladat, ze se vozidla pohybuji v kladném
sméru nasi referencéni osy. Z tohoto odstavce plyne, Ze nas kontrolni tsek je interval
(a,b) € R.

Celkovy pocet vozidel v daném tseku a v ur¢itém ¢ase si oznac¢ime M (t). Musi platit
zédkon zachovani hmoty, bez toho by nemél model smysl. To pro nas znamena, ze pocet
vozidel, které tisek opusti, se musi rovnat poc¢tu vozidel, které do tiseku vstoupi.

Dale potfebujeme znat, kolik vozidel je v daném bodé x € (a, b) v daném case t. Tento
udaj se nazyva hustota provozu v bodé x v Case t. Hustota je tedy tidaj, ktery nam uvadi
pocet vozidel na jednotku délky za jednotku ¢asu. Hustotu budeme znacit p(z,t).

Soucet hustot v jednotlivych bodech intervalu se musi rovnat celkovému poctu vozidel.
Body na silnici se na nam méni spojité. Tuto zavislost tedy vyjadiime integralem.

b
M(t):/ p(x,t)dx (3.1)

Abychom mohli uréit, jak se hustota p(z,t) méni v ¢ase, potfebujeme znat dvé véci:
e hustotu po(x), coz je po¢ateéni hustota vozidel (v ¢ase t = 0),

e okamzitou rychlost vozidel.



Pro lepsi prehlednost zavedeme pojem dopravni tok vozidel v bodé x v case t, ktery
budeme znacit f(z,t). Dopravni tok pouzijeme analogicky jako napi. pfi modelovani toku
kapaliny. Dopravni tok vozidel popisuje pocet vozidel za jednotku casu, které projedou
bodem x v case t. Pokud budeme zmensovat jednotku délky x na nekonec¢né malou dz
za nekonecné maly Cas dt, tak dostaneme dopravni tok definovan timto vztahem:

p(x, t)dx

oy (3.2)

[z, 1) =

Tento vztah mizeme jesté déle upravit. Diky tomu, Zze okamzita rychlost vozidla v(z, t)

pritomného v bodé x v case t bude vzdy vétsi, nez podil diferenciali %, mizeme vztah
(3.2) prepsat do nasledujiciho tvaru:
F(@,t) = pla, Doz, 1) (3.3)

V nékterych zdrojich se setkdme s dopravnim tokem definovanym pifimo vztahem (3.3)).

Déle budeme uvazovat libovolny podinterval (¢, d) intervalu (a,b), tedy matematicky
zapsano (¢, d) C (a,b). Stanovime si ¢as ¢t > 0 a ¢islo € > 0. Nyni nas bude zajimat zména
mnozstvi vozidel mezi body ¢ a d v ¢asovém intervalu (¢,¢ + ¢), kterou vyjadiime pomoci
rozdilu celkového poctu vozidel v jednotlivych ¢asech, tedy M (t +¢) — M(t) a zapiSeme
ji takto:

Mt + &) — M(t) = /dp(m,t—l—e)dx— /dp(x,t)dx. (3.4)

V limité pro € — 0 dostaneme okamzitou zménu poctu vozidel za jednotku casu v tiseku
(c,d) v Case t. Zapsdno matematicky tedy:

lim M) =MW L ) — plan )] de (3.5)

e—0 g e—0 & c

Z definice dopravniho toku plyne, Ze limita je rovna rozdilu mezi tokem v bodé ¢ a tokem
v bodé d. Rozdil tokt je rozdil mezi dopravnim tokem vozidel, které do tseku prijizdi
a tokem vozidel, které tisek opousti. Dostavame tedy nasledujici vztah:

L M(t+e) = M)

e—0 £

= f(c,t) — f(d,1). (3.6)

Vztah (3.6) rozepiSseme pomoci vztahu (3.5) na néasledujici:
1 /4
lim > [ p(e,t+2) — plae, )] du = fle,t) — F(d,8). (3.7)

e—0 € c

Pfechodem limity za znak integralu pomoci Lebesgueovy véty (viz véta A.5.3 v [2])
dostavame:

‘9
/ oo, t)de = f(e,t) = F(d 1) (3.8)



VSechny c¢leny rovnice prevedeme na levou stranu.
49
| gyt + 1.0 - fle.) =0 (3.9)

S pomoci vlastnosti integralu (viz lemma 4.1 v [I]) upravime dopravni toky na levé
strané rovnice.

d
0
fdt) = flet) = [ 5 pa by (3.10)
Dosazenim integralu ze vztahu (3.10]) do rovnice (3.9) dostavame néasledujici rovnici.
d

0 0

el - = = A1
[ ot 0= gesan) a=o (3.11)

Vzhledem k tomu, Ze tento vztah plati pro libovolny podinterval (¢, d) € (a,b), musi byt
integrand identicky rovny nule (viz véta A.4.1. v [2]). Dostavame tak rovnici kontinuity.

0 0
% (x,t) + %f(x,t) =0 (3.12)

Rovnici kontinuity mtizeme zapsat i v nésledujicim tvaru, kdy za f(z,t) dosadime
vyjadreni dopravniho toku ze vztahu (3.3).

9 ol 1)+ - (wl ol 1)) = 0 (3.13)

Abychom mohli rovnici fesit, potfebujeme k ni jesté pocateéni podminku, kterou za-
piSeme takto:

p(x,0) = po(x). (3.14)

Ze vztaht (3.13) a (3.14) dostavame tedy Cauchyovu tlohu.

3.2 Konstitutivni vztahy pro tok v rovnici kontinuity

Rovnice (3.13)) je nelinedrni. Okamzité rychlost v v rovnici kontinuity (3.13]) se vyjadiuje
jako funkce proménnych, které se jiz v rovnici vyskytuji, nebo pomoci jinych funkei, ¢i
jejich derivaci. Zavislost se standardné voli témito zptisoby:

1. v =v(x,t),



Prvni podminka popisuje rychlost v zavislosti na poloze a ¢asu. Pfi fizeni auta se s ni
setkavame casto v podobé dopravnich znacek upravujicich rychlost, napt. pfi pfijezdu
do obce zpomalime na 50 km/hod. V zavislosti na ¢ase se mizeme setkat tfeba i se
znackami, které se méni podle denni doby, napitiklad pfes den 50km/hod a v noci 80
km /hod (protoze je mensi provoz).

Modely, u kterych volime zavislost rychlosti na hustoté popisuji situaci, ktera nastane,
kdyz se pohybujeme v misté, kde je kolem nas velké mnozstvi vozidel. Ur¢ité nepojedeme
nejvyssi dovolenou rychlosti. Naopak kdyz budeme na silnici sami, mtzeme si dovolit i tu
nejvyssi dovolenou rychlost.

vvvvvv

pred sebou, napt. vidi, ze dojizdi stojici kolonu a tak zpomali.

Obecné nejjednodussi modely popisuje druha zavislost. V dalsi kapitole se budeme
zabyvat nejznaméjsim modelem, ktery vychazi pravé z této zavislosti.

Rovnici kontinuity mizeme v piipadé potfeby vyjadrit i v nehomogennim tvaru, tj.
s pridanim funkce napf. h(z,t) misto 0 na pravou stranu rovnice. Do funkce h(x,t) mizeme
napiiklad zahrnout i vlivy koncovych bodu intervalu (a,b). Z fyzikalniho hlediska vzato
prava strana znamena néjaké vnitini zdroje, v nasem pripadé by to byly napriklad najezdy
na dalnici nebo vyjezdy z dalnice uprostied nami pozorovaného tseku.



4 Lighthill - Whitham - Richardstiv model

V kapitole |3| jsme si odvodili rovnici kontinuity pro dopravni situaci na daném tseku
silnice. Problém je, ze v rovnici figuruji dvé nezndmé funkce p a v. Proto, abychom mohli
rovnici fesit, pouzijeme v nasem modelu jednu funkci vyjadrenou jako funkci druhé funkce.
To je mozné udélat mnoha riznymi zavislostmi, které popisuji jednotlivé modely (viz
kapitola,. V této praci se budeme zabyvat pouze modelem, ktery formulovali jiz v roce
1955 dva muzi se jmény Lighthill, Whitham o rok pozdéji i Richards. Z pocatecnich pismen
jejich jmen se sklada zkratka LWR, ktera se casto pouziva pro nazev tohoto modelu.

Jak jiz bylo zminéno v predeslém odstavci, v rovnici kontinuity se vyskytuji dvé rtizné
funkce. Rychlost v a hustota p. V modelu LWR pouzijeme empiricky vztah, pomoci néhoz
si vyjadiime rychlost v jako funkci hustoty p. Z rovnice kontinuity tedy dostaneme rovnici,
ktera bude pouze funkci hustoty p. Ve vztahu pro vyjadieni rychlosti figuruji jesté hodnoty
Umaz & Pmaz- 950U to maximalni mozné hodnoty rychlosti a hustoty pro dany ptipad.

v(p) = Vmaa (1— & ) (4.1)

pmaz

kde p nabyva hodnot od 0 do p,,4.. Tedy od nulové do maximalni hustoty toku.

OF

p

Obréazek 4.1: Zavislost rychlosti na hustoté provozu

Zavislost je linearni. Jejim grafem tedy bude primka. Na obrazku je zavislost
(4.1) vynesena do grafu. Z grafu je patrné, ze kdyZ je silnice iplné prazdna, muize ¥idi¢
vozidla jet maximalni (dovolenou) rychlosti. Zatimco kdyz bude hustota provozu na daném
useku maximalni, bude to pro fidice znamenat, Ze bude stat v koloné a pohybovat se
vpred nulovou rychlosti. Stejné tvrzeni dostaneme, kdyz do vztahu dosadime p =0

a P = Pmaz-

Rovnici dopravniho toku pro model LWR vyjadiime dosazenim vztahu (4.1)) za rychlost
v do vztahu pro dopravni tok (3.3]):

f(p) = p(@,t)vmaz (1 - M) : (4.2)

pmax

Dopravni tok definovany vztahem v zavislosti na p je vyneseny do grafu na obrazku
[4.2] Z obrazku je patrné, ze dopravni tok je nejvétsi, kdyz hustota provozu na silnici
dosahuje hodnoty, ktera je rovna poloviné maximalni hodnoty. Naopak minimalni hodnoty
jsou v bodech, kde je hustota provozu maximalni a minimalni. Tento fakt plyne z definice
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dopravniho toku - kdyz je hustota nulova, bude tok nulovy a kdyz je nulova rychlost, tak
dopravni tok bude také nulovy. Funkce f v zavislosti na p mé parabolicky priibéh.

fﬂ

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
. >

0

Obréazek 4.2: Zavislost dopravniho toku na hustoté provozu

Pti vypoctu feseni rovnice miizeme samoziejmé pouzit i druhou variantu, kdy bude
hustota dopravniho toku p funkei rychlosti v. Vztah pro hustotu p(v) dostaneme vyja-
dfenim p ze vztahu . Reseni v zavislosti na rychlosti je analogické jako v zavislosti
na hustoté. Déle se budeme zabyvat pouze zavislosti na hustoté, nebot tyto vysledky jsou
lépe predstavitelné.

4.1 Metoda charakteristik pro reseni rovnice kontinuity

Pro néazornost a realnou predstavu feSeni budeme rovnici fesit pomoci metody cha-
rakteristik, ktera je pro linedrni rovnice uvedend v [I] a strucéné i v kapitole [2 s ndzvem
Matematicky aparat.

Za¢neme dosazenim rychlosti v(p) definované vztahem (4.1)) do rovnice kontinuity (3.13)).

% (2.1) + %p(z,t) (vmax (1 - ”(‘”’t))) ~0 (4.3)

pmax

Nésledné v rovnici zderivujeme hustoty podle piislusnych proménnych = a ¢:

% (z,t) + (vmam <1 - p(x’t)» %p(m) - (M) a%/)(%t) =0 (49

pmax pmaa:

Nyni rovnici jesté trochu upravime. Cleny u parcialnich derivaci hustoty podle proménné
x ddme dohromady a tim dostaneme konecny tvar rovnice kontinuity pro model LWR:

%p(u) . (UW (1 - 2p(:v,t))> %p(x,t) _0. (4.5)

pmaz

Rovnice (4.5) je nelinearni parcidlni rovnice prvniho fadu. Na rovnici nyni aplikujeme
metodu charakteristik.
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Z definice charakteristiky vime, Ze FeSeni je podél ni konstantni. Tedy p(z,t) je po-
dél charakteristiky konstantni. Muzeme tedy fici, ze hustota provozu v jakémkoliv c¢ase
se rovna pocatecnimu rozlozeni hustoty. Plati tedy:

p(l’(t), t) = konst = p(l’o, 0)7 (46>
kde z(0) = x¢ je pocatecni bod (v ¢ase t = 0).

Pomoci totalniho diferencialu feseni p(z,t) dostaneme linearni PDR prvniho fadu

d 0 0
— t),l) = — t)r + — t) =0. 4.7
Zp(a(t), ) = 5-pl, )3+ oop(,t) (47)
Resenim této rovnice jsou piimky
x(t) = xo + ti. (4.8)

KdyZ se podivame na rovnice (4.7) a (4.5)), tak vidime, Ze maji pouze jinou ¢ast pred
parcialni derivaci rychlosti podle x. Mizeme tedy psat:

i (t) = Umas (1 - M) . (4.9)

pmax

Do rovnice dosadime p(xg, 0) za p(z,t) (feSeni podél charakteristik je konstantni) a do-
staneme tento vyraz:

#(t) = Upmaa <1 - M) . (4.10)

pma:v

Dosazenim 4 (t) do feSeni rovnice (4.7)) dostaneme systém charakteristik pro Feseni rov-
nice kontinuity pro model LWR.

o(t) = zo+t (umm (1 - M)) (4.11)

pmam

Na obrazku [4.3] jsou v grafu znazornény charakteristiky rovnice za predpokladu,
ze hustota provozu je ve vSech mistech tiseku stejna. To znamena, Ze ani okamzita rychlost
vozidel se v tomto tiseku neméni. V tomto pfipadé mé tedy i nelineadrni rovnice charakte-
ristiky rovnobézné (neprotinajici se), stejné jako u linearni PDR.

ta
T

Obrazek 4.3: Systém charakteristik za konstantni hustoty
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Na nésledujicim obrazku 4.4 jsou znazornény charakteristiky rovnice , kdy se poca-
tec¢ni hustota méni v jednom bodé skokové z jedné hodnoty na jinou. Charakteristiky jsou
opét primky a v bodé, kde se skokové zméni hustota, se zméni smérnice primek. Tim
padem zacne dochdzet k protindni charakteristik (podle poméra hustot bud pfed, nebo
za bodem se zménou hustoty). Charakteristika v prvnim sméru pfesahuje ptes jednu nebo
i vice charakteristik ve druhém sméru a naopak. Charakteristiky v prvnim sméru (pfed
zménou hustoty) se samoziejmé nikdy neprotnou (analogicky ve druhém), potom by feseni
v dané casti bylo nejednoznacné.

T

Obrazek 4.4: Systém charakteristik se skokovou pocatec¢ni hustotou

V oblasti, kde se charakteristiky protinaji, vznika v systému razova vina. Vzniku a Sifeni
razovych vln je vénovana nasledujici kapitola.

4.2 Vznik razovych vin

V disledku toho, zZe je rovnice nelinearni a tedy rovnice jednotlivych charakteristik
zavisi navic na pocatecni hustoté provozu v daném tseku vozidel, se pii nespojité hustoté
v nékterych mistech za¢nou charakteristiky protinat (viz. obrazek . Vlna, ktera jejich
protnutim vznikne, se nazyva razova vlna, ktera mize zpusobit kolaps dopravy na daném
useku. Pokud by byla hustota na celém tseku konstantni, tak se charakteristiky protinat
nebudou (viz obrazek [4.3).

Réazova vlna se muze $ifit dvéma sméry, bud spole¢né s pohybem vozidel na vozovce,
nebo proti nému. Vyjimeéné mize razova vlna i stat na misté (vice viz rozbor situace
v piikladu). Ve vSech ptipadech je na silnici tedy ¢im dél vétsi hustota provozu ve sméru
jizdy vozidla a tvori se zde dopravni kolaps.

Pokud se vlna $iti ve sméru jizdy vozidel, pak nastava situace, kdy my jako nezé-
visly pozorovatel miizeme vidét misto, kde vozidla zpomaluji, pfipadné jsou nucena tplné
zastavit, které se "pohybuje”ve sméru jizdy vozidel.

Kdyz se razova vlna §ifi v protisméru k vozidltim, tak v tomto tseku v podstaté vznika
dopravni kolaps bez jakékoliv vnéjsi pfi¢iny (napf. zuzeni silnice). Razova vlna je v tomto
pripadé velmi dobfe pozorovatelna. Vidime misto, kde jsou vozidla nucena zastavit, které
se "pohybuje” proti jedoucim vozidlim.

Odvozeni podminky pro vznik razové vilny

Tim, ze se charakteristiky od riznych hustot protinaji, je porusena podminka existence
a jednoznacnosti feseni. Proto pokud chceme rovnici déle fesit, tak musime pouzit slabé
feseni. Razova vlna je ve své podstaté slabym fesenim. Pro jeji odvozeni se musime vratit
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zpét k odvozeni rovnice kontinuity. Do vztahu dosadime meze a a b, které jsme si
zvolili jako krajni body intervalu, na kterém budeme sledovat vznik razové vlny. Tim,
Ze pro nas neni nutné spojitost funkce vzhledem k proménné = (hleddme slabé feseni),
derivaci podle proménné ¢ nemtiizeme dat za znak integralu. Dostaneme tedy tento vztah:

b

o | Plat)de = fpla 1)) = flp(b,1)). (4.12)

Predpokladejme, 7e = = s(t) je misto, ve kterém vznikd réazova vlna, tj. hustota se
v ném skokové méni. Misto se zménou hustoty lezi ve sledovaném tseku a plati tedy:
a < s(t) < b. Dosazenim bodu nespojitosti s(¢) do pfedchoziho vztahu dostaneme:

s(t) b
% [/ P(“’ﬁt)df’fﬂL/s(t) ﬂ(%t)drr] = f(p(a,t)) = f(p(b,1)). (4.13)

Limitnim prechodem levé strany rovnice se derivace dostanou za znak integralu a v rov-

nici se ndm objevuji dva nové ¢leny (vice viz [5] kapitola 2.3).

p(s(t)L,t)s(t)Jr/:(t) %p(m,t)dx—p(s(t)}g,t)é(t)+ 8;% (x,t)dz, (4.14)

kde s(t)g je limita jdouci zprava k bodu nespojitosti a s(t)y, je limita jdouci zleva k bodu
nespojitosti s(t).

Integraly muzeme sloucit do jednoho integralu s mezemi a a b, jehoz integrand p(z,t)
bude spojity a p(s(t)g,t) oznacime pg a p(s(t)r,t) oznacime py.

/ O pla )i+ 3(0) (o1~ pw) = f(pla.1)) — F(p(b. 1) (4.15)

Limitnim pfechodem pro a — s(t) a b — s(t) jde hodnota integralu k nule, ¢imz jej
odstranime z rovnice a dostavame vztah:

$(t)(pL — pr) = flpr) — f(pr)- (4.16)

Vyjadfenim $(¢) z rovnice dostaneme
S(t) _ f<pL) — f(pR)’
PL — PR

coz je Rankine-Hugenotova podminka pro vznik razové viny.

(4.17)

Ze vzorce (4.17)) tedy plyne, Ze rdzova vina v systému charakteristik vznikne pravé tehdy,
kdyz je rozdil hustot na levém a pravém konci nespojitosti vétsi nebo mensi nez nula.

7 Rankine-Hugenotovy podminky mutzeme jesté spocitat rovnici rdzové viny v systému
charakteristik. V nasem ptipadé ptijde opét o primku.
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Rankine-Hugenotovu podminku pfepiseme do tvaru ODR a vyfesime.

dr f(pr) — f(pr)

pia 4.18
dt PL — PR (4.18)
Regenim (integraci) dostaneme vztah
PL — PR

Po vyjadieni t ze vztahu dostaneme rovnici razové viny, ktera popisuje jakym smérem
se razova vlna pohybuje.

- (f (piL) - ?ng)) ! (4.20)

Pro lepsi predstavu razové viny se vratime zpét do kapitoly k Teseni rovnice
metodou charakteristik. Na obrazkul4.4]jsou zndzornény charakteristiky pro systém se sko-
kovou zménou hustoty. Charakteristiky na obrazku se protinaji, neni v ném zakreslena
rovnice razové vlny, protoze v tom okamziku jsme ji jesté neméli odvozenou. Zatimco
na nasledujicim obrazku je vynesen stejny systém charakteristik se skokovou zménou
hustoty (pro prehlednost umisténém v bodé [0,0]) spole¢né s rovnici rézové viny (4.20),
tj. jak se sifi v tomto systému razova vlna.

it s

»
>

X

Obréazek 4.5: Znazornéni razové viny v systému charakteristik
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5 Aplikace modelu LWR na realny provoz

Tato kapitola je zaméfena na pouziti teorie uvedené v kapitole || pii feSeni prikladu
a nasledné je teorie porovnana s experimenty provedenymi ve skutecnosti. Nejdiive vyse
zminénou teorii uvedeme pocetné. Bude nas nejvice zajimat, za jakych podminek vznika
v daném systému dopravni kolaps a jakym smeérem se Sifi. Ve druhé ¢asti kapitoly se bu-
deme vénovat rozboru situace zachycené na videu a dalSim experimentim v problematice
modelovani dopravniho toku.

5.1 Pocetni reSeni

Méjme dlouhy rovny tsek, na kterém se skokové v jednom misté méni hustota do-
pravniho toku. Bod, ve kterém se méni hustota, umistime pro zjednoduseni do pocatku
soufadného systému (do bodu 0). Rychlost vozidel ve sledované ¢asti do mista, kde se
meéni hustota ozna¢me v;. Stejné jako hustotu provozu v tomto tseku oznacime p;. Rych-
lost vozidel v ¢asti iseku za zménou hustoty oznac¢ime v, a hustotu p,. Pro lepsi predstavu
je dané oznaceni uvedeno ve vztahu . Protoze se budeme zabyvat pouze vznikem ra-
zovych vin a tvorbou dopravniho kolapsu miizeme uz nyni predpokladat, ze p; bude vzdy
vetsi nez p;. Tato situace je zndzornéna na obrazku [5.1]1 s popisem jednotlivych veli¢in.

_ P10, T < 0
celyusek = { Dy vs, >0 (5.1)
prvni usek druhy usek
rychlost vy Py rychlost vy
P2
P1

v

Obréazek 5.1: Znézornéni situace

Maximalni rychlost na celém nami sledovaném tseku oznacime v,,,, a maximalni hus-
totu, které mutze provoz na silnici dosdhnout, oznac¢ime p,,.,. Hustoty v jednotlivych
Gisecich jsou spjaty s rychlostmi vztahem (4.1]), ktery definuje LWR model. V prvni ¢asti
useku bude vztah vypadat takto:

pmaac

v1(p) = Vpnas (1— p1 ) (5.2)

a ve druhé c¢asti takto:

02(9) = Ve (1 _ ) | (53)

pmam
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Z definice dopravniho toku (3.3]) tedy dostavame vyjadfeni dopravniho toku v prvni
casti tseku:

fi(p) = p1Vmas (1— d ) (5.4)

pmaac

a analogicky ve druhé c¢asti tiseku:

£2(p) = prtimas (1 _ ) | (5.5)

pmtw

Méame tedy pro nas piiklad vyjadiené zakladni velic¢iny. Dale uvedeme rovnice kontinuity
a jejich Feseni.

Diferencialni rovnice a jeji charakteristiky

Pokud bychom chtéli znét dané rovnice kontinuity, stacilo by dosadit p;(z,t) za p(z,t)
(pro prvni ¢ast tiseku) do rovnice , kterou jsme si v podkapitole obecné upravili
do vhodného tvaru pro model LWR, ptipadné ps(x,t) za p(z,t) (pro druhou ¢ast tseku).
Pouzit rovnici kontinuity ve tvaru by v tomto pripadé nebylo efektivni a vedlo by
ke zbytecnému upravovani vzorct. My ale nyni rovnice kontinuity nepotiebujeme, staci
nam rovnice charakteristik.

Rovnice charakteristik dostaneme zptisobem, ktery je také obecné uvedeny v kapitole
[4.2] Je proto zbytecné ho zde znovu rozepisovat. Pouzijeme tedy rovnou vysledny tvar
(4.11]), do kterého pro prvni tsek dosadime pocéate¢ni hustotu provozu p; za p(xg,0).

o(t) = o + t (vmax <1 - ;f;)) (5.6)

A analogicky do rovnice (4.11]) dosadime poc¢atecni hustotu pe za p(xg,0). pro druhou

¢ast tiseku.
2p;
z(t) =20+t | Vmaz [ 1 — (5.7)
pmax

Nyni mame rovnice charakteristik pro oba sméry a zbyva nam zjistit, jak se bude systém
charakteristik chovat pfi riiznych hodnotach hustot p; a p,. Diky pfedpokladu, ze p; je
vzdy mensi nez py (viz vztah ), tak muzeme jiz nyni Tict, Ze smérnice charakteristik
pro druhy smér bude vzdy mensi, nez smérnice charakteristik v prvnim sméru. Co nas
bude déle nejvice zajimat je samoziejmé vznik razové viny v systému.

Vznik razové viny v systému

V kapitole [] byla odvozena Rankine-Hugenotova podminka (4.17), kterd nam ifk4,
kdy v daném systému vznikd razova vlna a jakym smérem postupuje. Do rovnice (4.17)
dosadime veli¢iny s indexem 1 za veli¢iny s indexem L a veli¢iny s indexem 2 za veli¢iny
s indexem R. Tedy misto dopravniho toku f(p;) dosadime f;, misto dopravniho toku
f(pr) dosadime f5. Stejné tak u hustot misto p;, dosadime p; a misto pr dosadime ps.
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Mame tedy vztah

_ Ji— [

pL—p2’
ve kterém rovnou vylou¢ime piipad, kdy by se hodnota hustoty p; rovnala hodnoté ps,
protoze jinak by nemélo smysl jej viibec Fesit.

5(t) (5.8)

Po dosazeni z defini¢nich vztaha (5.4) a (5.5 dostavame:

P1Vmazx (1 - Priﬁ) — P2Umax (1 - ;r%)

§(t) = S . (5.9)

V C(itateli vytkneme v,,,, a vyrazy v ném pfevedeme na spolecny jmenovatel p,q..
Roznésobenim vztahd v ¢itateli ¢itatele dostavame:

p3—p7
Urmax (pl — P2 + Pmaz )

i) = P . (5.10)

Vytknutim p; - po v Citateli a zkracenim se jmenovatelem zlomku dostaneme konecny
tvar rovnice:

5() = Uy (1 - M) . (5.11)

pmaz

ReSenim této diferencidlni rovnice (stejné jako v kapitole 4.2)) dostaneme:

2 = Upas (1 - M) t. (5.12)

pmax

Vyjadienim ¢ z této rovnice dostaneme rovnici razové viny:

Pmaz
t= z. (5.13)
Umaz (pmax — P2 — pl)

Vznik dopravniho kolapsu

Z rovnice (5.11) mtizeme prakticky dostat tfi moznosti, jak se mize situace na daném
useku vyvijet. Ty zalezi pouze na tom, ¢emu je rovna prava strana rovnice.

Prvni moznosti je, ze se bude prava strana rovnice (5.11]) rovnat nule. Budeme tedy
mit rovnost

Urnas (1 - p2+p1> = 0. (5.14)

pmar
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Tato rovnost nastane pouze v pripadé, kdy se bude soucet hustoty provozu v prvni
a druhé ¢asti iseku rovnat hustoté maximéalni. Matematicky zapsano:

P1+ P2 = Pmaz- (515)

V tomto pripadé vznikne v systému razova vlna. Situace, kdy se p; = po tj. kdyz
jsou obé hustoty rovné presné poloviné maximalni hustoty toku, nastat nemtize. Tu jsme
vylou¢ili jesté pfed odvozenim rovnice ([5.11]).

Jedind mozna situace, ktera je v tomto pripadé mozna, nastane pravé tehdy, kdyz
soucet hustot p; a ps bude roven p,.q., ale hustoty p; a ps si rovny nebudou. V tomto
ptipadé v systému vznikne razova vlna, ktera se nikam nesiti, protoze $(t) = 0. Rovnice
razové viny ma tedy nulovou smérnici a je rovnobézna s ¢asovou osu.

Dalsi dva pripady nastanou, kdyz jsou hustoty v jednotlivych c¢astech rozdilné tak,
ze jejich soucet neni roven maximalni hustoté a charakteristiky se tim padem protinaji.

Nejdrive se zamérime na ptipad, kdy bude soucet hustot mensi nez maximalni mozna
hustota provozu v tseku. Tedy p; + p2 < pPmaz- Prava strana pro rovnici razové viny bude
mit nyni tvar:

Uas (1—p2+p1) > 0. (5.16)

Z rovnice tedy plyne, Ze 5(t) > 0, coZ znamend, Ze smérnice razové vina je kladna.
Protoze se zabyvame pouze Sifenim razové vlny, mame od pocatku prikladu stanoveno,
ze p1 < p2. V tomto systému nam vznika razova vlna, ktera se $ifi ve smeéru jizdy vozidel.
Charakteristiky se tedy protinaji v prvnim kvadrantu.

Poslednim pripadem je zbyvajici moznost, kdy bude soucet hustot vétsi, nez maximalni
mozna hustota. Matematicky zapsano p; + pa > pmaes. Prava strana rovnice (5.11)) bude
tedy zaporna.

Uas (1—”2+p1><0 (5.17)

Z rovnice (5.11]) vidime, ze $(¢) bude taktéz mensi nez nula, takze rdzova vlna se bude
sitit opacnym smeérem, nez je smér jizdy vozidel. Hustota p; bude v tomhle ptipadé vzdy
mensf nez p, (viz podminky stanovené vztahem (5.1))). Charakteristiky se budou protinat
ve druhém kvadrantu a v nami sledovaném tseku bude vznikat dopravni kolaps v pod-
staté bez jakékoliv zjevné pfiCiny (napf. ztzeni viceproudé silnice do jednoho pruhu nebo
dopravni nehody) a razova vlna se bude §ifit proti jedoucim vozidltim, coz bychom mohli
pozorovat napiiklad z letadla.
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5.2 Experiment

V experimentu jsem se zaméfila na vznik a Sifeni rdzové viny na délnici. Zkoumala jsem
nékolik sekund ve videu [9]. Pro lepsi dostupnost je dané video vloZeno do piilohy .

Pred vlastnim experimentem bych zde rada zminila jednu védéckou praci, tykajici se
modelovani dopravniho toku a jeden pomérné vyznamny obrazek ktery se tyka mo-
delovani dopravniho toku z praktického hlediska.

Nejdrive bych se zamérila na experiment japonskych védci, kteri jako prvni uvedli teorii
o vzniku rézovych a jejich Sifeni do praxe. Na kruhové draze o délce 230m (tj. o poloméru
cca 37m ) rovnomérné rozmistili 22 vozidel a nechali je uré¢itou dobu jezdit po okruhu.
Ridi¢iim bylo fedeno, 7ze maji nasledovat vozidlo pred sebou (v bezpeéné vzdalenosti)
a pokusit se jet rychlosti kolem 30 km/h. Uprostied kruhu méli specidlni kameru, kterd
zachytila celych 360 stupiiti. V [8] jsou uvedeny obrazky ziskané zpracovanim dat z tohoto
experimentu, na kterych je vidét postup razové viny v systému. Na serveru youtube.com
je také lehce dohledatelné video, které zachycuje priibéh tohoto experimentu.

Druhy, avSak neméné dileZity, je obrazek [5.2/z knihy [4]. Je na ném vynesena zavislost
rychlosti na hustoté jako na obrazku[4.1] s tim rozdilem, Ze hodnoty v ni jsou aproximované
z realnych méfeni. Tim, Ze v nasem modelu pouzivame pfimku, tak z tohoto obrazku
plyne, ze pro nas LWR model bude nejlepsi sledovat provoz na silnici, kdyz je hustota
provozu pomérné velkd (v této oblasti se naméfend data chovaji jako piimka). Oblast,
ve které je hustota provozu nizka, by nebylo vhodné nahrazovat pfimkou jako na obrazku
[4.1], protoze se tam namétend data chovaji jako konstantni funkce a tim by nam vznikaly
velké odlisnosti mezi modelem a skutecnosti.

Obrazek 5.2: Zavislost rychlosti na hustoté ziskand experimentalné

Nyni uz k vlastnimu experimentu. Na videu [9] jsem sledovala pouze ¢ést silnice. Vy-
brala jsem 5 tsekii, kde jsou podpéry mostu a témi jsem sledovany tsek rozdélila na 5 casti
viz obréazek [5.3] Video jsem sledovala od ¢asu 1 minuta a 15 sekund. Kazdou sekundu jsem
video zastavila a odhadem ur¢ila hustotu provozu v jednotlivych tusecich (celkovy pocet
aut v daném tseku). Velka vozidla jako autobusy ¢i nakladni automobily jsem pocitala
jako dvé osobni auta. Ziskané hodnoty jsou zapsané v tabulce V jednotlivych rad-
cich tabulky jsou tidaje v jeden ¢asovy okamzik. Ve sloupcich jsou hustoty z jednotlivych
usekli. Pro data v tabulce a nasledné i na dalsich obréazcich je otocen smér jizdy vozidel,
aby nedoslo déle k nedorozuméni, protoze v celé praci predpokladame smér jizdy vozidel
zleva doprava.
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Obrazek 5.3: Vybrané tseky na videu

Tabulka 5.1: Tabulka hodnot z videa

Vzdaleposti
tas x [tisek] 1.asek | 2.asek | 3.Gsek | 4.usek | 5.usek
t [s]
1 9 10 10 11 9
2 7 10 11 10 9
3 6 7 8 11 9
4 8 11 8 8 11
5 10 7 9 11 12
6 9 10 10 11 15
7 7 10 12 13 14
8 11 9 11 19 17
9 8 13 16 17 12
10 12 18 16 13 9
11 14 16 16 13 10
12 17 20 11 12 9
13 19 18 14 10 9
14 15 9 9 12 10
15 13 12 10 8 10
16 14 12 8 8 11
17 12 10 11 14 16
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Data z tabulky jsem zadala do matice A do softwaru MATLAB. Pomoci ptikazu
contourf(A) jsem si nechala vykreslit vrstevnicovy graf, kde maji mista se stejnou hustotou
dopravniho toku stejnou barvu. Plvodni graf je na obrazku [5.4] Nasledné jsem pro zjed-
noduseni pridala prikazu jesté jeden argument, ktery mi vykreslil pouze jednu vrstevnici,
tim padem se oblast dat aproximovala dvéma hustotami. Pomoci ptikazu contourf(A,1)
jsem tak ziskala nasledujici obrazek [5.5], se kterym budeme déle pracovat. Nizsi hustota
mé hodnotu rovnou 6 a vyssi hustota je rovna 13 (viz bo¢ni méfitko u obrazku .

1 15 2 25 3 35 4 45 5
vzdalenost na silnici [seky)

Obrazek 5.4: Ptivodni vrstevnicovy graf

vzdalenost na silnici x [dseky]

Obrazek 5.5: Vrstevnicovy graf s jednou vrstevnici

Na obrazcich a je tedy zaménén smér pohybu vozidel do sméru zleva doprava
tj. od Gseku oznaceného cislem 1 do tiseku oznaceného cislem 5. Razova vlna, ktera je
v grafech hezky viditelna, sméfuje proti sméru jizdy vozidel. Podle vyse uvedené teorie by
méla od c¢asu t = 5 sekund vznikat na daném tseku dopravni kolaps. Pozorovanim déni
na silnici, které je zachycené na videu, lze snadno ovérit pravdivost tohoto tvrzeni.
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Nyni zkusime ovértit, zda pro situaci, nato¢enou na videu, mtizeme pouzit model LWR.
Spodni hranici bilé a modré oblasti v obrazku [5.5 si nahradime pfimkou. U bodt 1 - 5
jsem z grafu urcila funkéni hodnoty, které jsou uvedeny v tabulce Téchto pét bodu
jsem v programu Excel prolozila pfimkou pomoci metody nejmensich ¢tvercti a nechala si
vypsat rovnici dané pfimky (viz obrazek . Reknéme, ze délka jednoho tseku je 25m.
Potom bude délka vSech péti tsekii rovna 5 - 25 = 125m Jako vychozi vzdalenosti jsem
vzala stfedy usekt (V tomto ptipadé jde jen o to, aby byly vzdalenosti jednotlivych bodi
stejné, mizeme vzit napt. koncové nebo pocatecni body intervali - na smérnici pfimky
to nebude mit vliv. Pfimka by byla jen posunutd ve sméru osy ¢ o jinou konstantu .).

Tabulka 5.2: Tabulka funkénich hodnot

funkéni hodnota
12.5 10.5
37.5 9
62.5 8.4
87.5 7
112.5 5.4

12 -

10 -

t=-0.0488x + 11.11

[s]

¢as

O T T T T 1 1
0 20 40 60 80 100 120

vzdalenost [m]

Obrazek 5.6: Graf primky

Pro zjednoduseni vypoctu si zvolime, Ze maximalni hustota na obrazku 5.5 se bude
rovnat maximalni hodnoté dosazitelné hustoty provozu na daném tuseku p,,q.. Pouzijeme
stejné znaceni jako u predchoziho ptikladu, tedy veli¢iny pfed zménou hustoty budou
mit index 1 a po zméné index 2. Tedy jak jiz bylo vyse zminéno jsou hodnoty hustot
aproximovany na hodnoty p; =6 a ps = 13 a p2 = prae = 13.

Rovnice pfimky v grafu je t = —0.0488z 4 11.11, smérnice piimky je tedy rovna
k = —0.0488. Smérnice pfimky se rovna zlomku pfed neznadmou x ve vztahu (j5.13).
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Dosazenim hodnoty ps za pye. do vztahu (5.13) dostaneme:

t = P2 z. (5.18)

Umaz (P2 — p2 — p1)

Po tpravé vztahu ma tedy smeérnice k£ tvar:

P2
k= —"7"—. 5.19
Umaz (_pl) ( )

Nakonec vyjadiime v,,,, a dosadime ¢iselné hodnoty:

P2 13
Umaz = -
k(—p1)  —0.0488 - (—6)

= 44.39m/s = 159.8km/hod. (5.20)

Dale jesté mtzeme spocitat rychlost $ifeni razové viny pomoci vztahu (5.11)). Nejdiive
dosadime py za Paz:

5() = Uy (1 - %) . (5.21)

Vztah jesté zjednodusime a dosadime hodnoty.

6
$(t) = VUman (—ﬂ) — 44.39 (_E) — —20.49m/s = —73.77km/hod (5.22)

P2

Znaménko — pred rychlosti znamenad, ze smér pohybu vlny je v opacném sméru k je-
doucim vozidltim (coz se dalo o¢ekavat vzhledem k tomu, Ze ndm smérnice piimky vysla
ZAporna).

Maximalni rychlost na sledovaném tseku vysla necelych 160 km/hod, coZ je hodnota,
které lze v dnesni dobé bez problémi na rychlostnich silnicich doséhnout a na prazdné
silnici neni tato hodnota nerealna.

Rychlost $ifeni razové viny vysla 73.77 km/hod, coZ je zhruba polovi¢ni hodnota ma-
ximalni rychlosti.

Na zavér tedy mtzeme Tici, ze nas LWR model situaci natoc¢enou na videu, popisuje s
pomérné velkou spolehlivosti.
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6 Zavér

Cilem této prace bylo shrnuti zakladnich problémii makroskopického modelovani dopravni
toku a u LWR modelu diskutovat moznost vzniku dopravniho kolapsu, pfipadné nastinit
teoretické moznosti, jak kolapsu predchazet.

V préci byla nejdiive odvozena rovnice kontinuity pro makroskopické modely. V rovnici
je nutné vyjadrit jednu z funkci, které obsahuje, pomoci jiné funkce, jinak by nebyla
fesitelna. Hlavnim problémem makroskopického modelovani dopravniho toku je to, ze
nelze vytvorit jeden univerzalni model. Kazdy model zohlednuje jiné skutecnosti.

Nésledné se prace zabyva pouze modelem LWR. V rovnici kontinuity u tohoto modelu
je vyjadiena rychlost v zavislosti na hustoté toku. Pro tento model byla fesena rovnice
kontinuity metodou charakteristik, ze které byly ziskany zajimavé grafické vysledky. Dale
byla pro nespojité rozlozeni hustot ve sledovaném tseku odvozena Rankine-Hugenotova
podminka a diskutovana moznost vzniku dopravniho kolapsu. Pomoci ni mtzeme pozo-
rovat smeér Sifeni razové viny, kterd se mize pohybovat spolecné s vozidly, do protisméru,
nebo existuje i varianta, ze vlna bude stat na jednom misté.

7 Rankine-Hugenotovy podminky plyne, Ze pokud bude hustota dopravniho toku spo-
jita, tak razova vlna, tedy dopravni kolaps, nevznikne ihned co za¢neme dany tsek sledo-
vat. V rdmci modelu LWR se dopravni tok sdm nezastavi, pokud nestoji uz na pocatku,
kdy jsme zacali situaci sledovat.

Dopravnimu kolapsu v ramci naseho modelu miizeme predejit spojitou pocatecni pod-
minkou. Déle muzeme také fict, ze ¢im pozvolnéji se bude poc¢atecéni podminka ménit, tak
tim pozdéji zacne razova vina v systému vznikat, pripadné k jejimu vzniku nemusi viibec
dojit.

Na konci prace byl model LWR aplikovan na realny provoz, zachyceny na videu. Z vy-
sledku je patrné, ze v tomto pripadé je mozné LWR model s relativné dobrou piresnosti
pouzit.

V budoucnosti se lze dale zabyvat LWR modelem se spojitou zménou hustoty, ¢i
na ném pozorovat fedéni dopravni vlny, coz nebylo zameérem této prace. Déle je sa-
moziejmé mozné zkoumat detailnéji i ostatni modely jednak pro makroskopické modely,
jednak pro mikroskopické modely. Moznosti existuje pomérné hodné.

25



Seznam literatury

1]

2]

FRANCU, Jan. Parcidlni diferencidlni rovnice. 4., dopl. vyd. Brno: Akademické na-
kladatelstvi CERM, 2011, 160 s. ISBN 978-80-214-4399-0.

DI FRANCESCO, Marco. Dispense del corso di Modelli Matematici per
UIngegneria [online]. [cit. 2014-05-27]. Dostupné z: http://people.bath.ac.uk/
mdf29/modelli.pdf

DEBNATH, Lokenath. Nonlinear partial differential equations for scientists and en-
gineers. 2nd ed. Boston: Birkhauser, c2005, xx, 737 s. ISBN 08-176-4323-0.

TREIBER, Martin a Arne KESTING. Traffic flow dynamics: data, models and si-
mulation. Heidelberg: Springer, 2013, xiii, 503 s. ISBN 978-3-642-32459-8.

WHITHAM, G. Linear and nonlinear waves. New York: Wiley, 1974, xvi, 636 p.
ISBN 04-719-4090-9.

ZEMANOVA, H. Modelovdni dopravniho toku. Brno, 2012. Bakala¥ska prace. Vysoké
uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi. 32 s. Vedouci prace prof. RNDr.
Jan Francu CSc.

HOOGENDOORN, S. P. a P. H. L. BOVY. State-of-the-art of vehicular traffic low
modelling. Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part I: Journal of
Systems and Control Engineering [online]. 2001-06-01, vol. 215, issue 4, s. 283-303 [cit.
2014-05-27]. DOI: 10.1177/095965180121500402. Dostupné z: http://pii.sagepub.
com/lookup/doi/10.1177/095965180121500402

SUGIYAMA, Yuki, Minoru FUKUI, Macoto KIKUCHI, Katsuya HASEBE, Aki-
hiro NAKAYAMA, Katsuhiro NISHINARI, Shin-ichi TADAKI a Satoshi YUKAWA.
Traffic jams without bottlenecks—experimental evidence for the physical mecha-
nism of the formation of a jam. New Journal of Physics [online]. 2008-03-01,
vol. 10, issue 3, s. 033001 [cit. 2014-05-27]. DOI: 10.1088/1367-2630/10/3/033001. Do-
stupné z: http://stacks.iop.org/1367-2630/10/1=3/a=0330017key=crossref.
d9c6328c540467e5d2beaf6961d03278

”Anonym”. Traffic shockwave in a Higway. In: Youtube [online]. Zvefejnéno
29. 04. 2009 [vid. 2014-05-27]. Dostupné z: https://www.youtube.com/watch?v=
Mh6PNQbKBYo

26


http://people.bath.ac.uk/mdf29/modelli.pdf
http://people.bath.ac.uk/mdf29/modelli.pdf
http://pii.sagepub.com/lookup/doi/10.1177/095965180121500402
http://pii.sagepub.com/lookup/doi/10.1177/095965180121500402
http://stacks.iop.org/1367-2630/10/i=3/a=033001?key=crossref.d9c6328c540467e5d2beaf6961d03278
http://stacks.iop.org/1367-2630/10/i=3/a=033001?key=crossref.d9c6328c540467e5d2beaf6961d03278
https://www.youtube.com/watch?v=Mh6PNQbKBYo
https://www.youtube.com/watch?v=Mh6PNQbKBYo

7 Seznam pouzitych zkratek a symboli

PDR

ODR

LWR

Umax

pmax

parcialni diferencialni rovnice

obycejna diferencialni rovnice

Lighthill - Whitham - Richardstiv model

mnozina realnych c¢isel

parcidlni derivace funkce f(z,t) podle proménné x
parcidlni derivace funkce f(z,t) podle proménné ¢
derivace funkce f(z)

znak integralu

hustota provozu v misté x a case t

rychlost v misté x a Case t

dopravni tok v misté z a Case t

maximalni rychlost

maximalni hustota
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A Video soubor

V této priloze je ulozeno video, které bylo pouzito pii experimentu v kapitole
Video s nazvem nazev Traffic shockwave in a Higway ve formatu.mov se nachazi na
CD v kofenovém adresari.
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