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Abstrakt

Tato bakalarska prace je prehledovym textem, ktery se zabyva problematikou pohybu
vesmirnych téles. Je rozebiran problém jednoho, dvou a ti{ téles. U prvnich dvou tloh
odvodime analyticky tvar trajektorie pohybu. Z ¢ehoz odvodime Keplerovy zakony, které
jsou zakladem pro pochopeni pohybu vesmirnych téles. Dale budeme diskutovat vztah
trajektorie k pojmu kosmické rychlosti. Pro problém ti{ téles v obecném piipadé analyt-
ické feseni v uzavieném tvaru neexistuje. Existuji specialni ptipady, tzv. stabilni orbity,
pro které je analytické feseni znamo. Navrhneme tedy numerické feseni explicitni Runge-
Kutta-Bogacki-Shampine metodou a metodou zpétného derivovani a jejich vysledky otes-
tujeme na prikladu stabilni orbit.

Abstract

This Bachelor thesis is a summarising text which deals with the issue of space motion.
We analyse one-body, two-body and three-body problems. We derive analytical solution
for the first two problems, from which we derive Kepler’s laws, which are important for
understanding of the space motion. We also discuss the relation of analytical solution to
escape velocities. The closed form of analytical solution for general case of three-body
problem does not exist. There are special cases, so-called stable orbits, for which the
analytical solution is known. We design the numerical solution by explicit Runge-Kutta-
Bogacki-Shampine method and back diferentiation method and we will test the results on
the stable orbits.
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1 Uvod

Prukopniky zkouméni pohybu vesmirnych téles byli Johannes Kepler (1571 - 1630) a
Galileo Galilei (1564 - 1642). Oba byli presvédéenymi zastanci heliocentrismu, tj. nazoru,
ze planety obihaji kolem Slunce. Autorem tohoto modelu byl Mikulds Kopernik (1473 -
1543). Johannes Kepler se v roce 1596 stal matematickym spolupracovnikem astronoma
Tychona Braheho a zacal s nim pracovat na problému urcit obéznou drahu planety Mars.
V této praci pokracoval po Braheho smrti v roce 1601 sdm. Po 8 letech ukazal, ze Mars
obiha Slunce po eliptické draze se Sluncem v jednom ohnisku. Tento zakon byl spolecné
se ,zakonem obsahu“ publikovan v roce 1609. Kepler poté objevil podobné drahy pro
ostatni planety a svij tieti zdkon publikoval v roce 1619.

Galileo Galilei byl Keplerovym soucasnikem a pracoval nezavisle na ném. Je zndmy
svym vynalezem dalekohledu zvétsujicim az dvacetindasobné, pomoci néhoz pozoroval
vesmirna télesa. Objevil naptiklad nékteré mésice planety Jupiter. Galileova prace o po-
hybech téles byla spolecné s Keplerovou praci predchudcem klasické mechaniky, kterou
vytvoril Isaac Newton o vice nez 100 let pozdéji. Newton také ukazal, ze Keplerovy zakony
plynou z jeho teorie gravitace.

V této praci se budeme vénovat analytickému feSeni problému jednoho a dvou téles,
které lze odvodit z Newtonovych pohybovych zakonu. Pomoci ziskanych vysledkt odvodime
Keplerovy zakony a vzorce pro vypocet kosmickych rychlosti. Na zavér provedeme diskusi
problému tif téles.

Prace je clenéna nésledovné. Ve druhé kapitole je uvedena potiebnd teorie obycejnych
diferencialnich rovnic, geometrie kuzelosecek a potrebné fyzikalni zakony, ze kterych v celé
praci vychazime. Ve tieti kapitole zkoumame problém jednoho télesa. V tomto ptripadé
uvazujeme jedno hmotné téleso upevnéné v pocatku soustavy souradnic a jedno téleso
zanedbatelné hmotnosti. Pomoci Newtonovych zakoni a diferencidlnich rovnic z nich ply-
noucich odvodime, ze nehmotné téleso se pohybuje kolem hmotného po kuzeloseckach s
ohniskem ve stfedu hmotného télesa. Provedeme také vypocet kosmickych rychlosti po-
moci nami odvozenych rovnic drah. Ve ¢tvrté kapitole zkouméame problém dvou téles,
coz je pripad vzajemného silového pusobeni dvou téles srovnatelné hmotnosti. Jak se
ukaze, tento problém lze prevést na ekvivalentni problém jednoho télesa a vyfesit stejné
jako v prvnim pripadé. V paté kapitole uvedeme vyznamnou aplikaci ziskanych vysledku,
odvozeni Keplerovych zékont. V Sesté kapitole provedeme teSeni problému tii téles. Tento
problém v obecném piipadé nema analytické feseni v uzavieném tvaru. Proto jej budeme
feSit numericky. Jsou vSak znamy jisté specialni piipady, takzvané stabilni orbity, kdy
tento problém analyticky Tesitelny je. Priklady stabilnich orbit taktéz uvedeme. Vzhle-
dem k zaménovani pojmu trajektorie a draha se nyni k tomuto problému vyjadiime. V
celé praci budeme pouzivat pojem dréaha pro kiivku, po které se dané téleso pohybuje.



2 Teoreticky zaklad

Nez zacneme zkoumat samotné pohyby vesmirnych téles, zavedeme potiebny aparat,
ktery budeme vyuzivat. Budou to diferencidlni rovnice, geometrie kuzelosecek, protoze
jak se pozdéji ukéze, vesmirna télesa se pohybuji praveé po nich. V posledni fadé uvedeme
fyzikdlni zékony, ze kterych budeme vychdzet. Uvedme nyni také, Ze vektory budeme
znacit tuénym pismem, a skalary netu¢nym. Napiiklad a je vektor zrychleni, proto ho
piseme tucné. Velikost zrychleni a = |a| uz je skaldr, a proto ho tu¢né nepiseme.

2.1 Teorie obycejnych diferencialnich rovnic

Pri feseni problému pohybu vesmirnych téles vznika potieba fesit diferencidlni rovnice
v zavislosti na pocatecnich podminkach, tedy pocatecni problém. Proto v této kapi-
tole uvedeme potiebnou teorii oby¢ejnych diferencidalnich rovnic. Uvedené definice a véty
vychazeji z [4].

Definice 2.1. Obycejnou diferenciilni rovnici (ODR) nazyvdme rovnici, v niz se
vyskytuji derivace hledané funkce jedné proménné. Rédem diferencidlni rovnice nazyvame
nejvyssi rad derivace hledané funkce v uvazované diferencidlni rovnici. Obycejnou difer-
encialni rovnici fadu n oznacujeme ODRn.

ODRn uvazujeme v normalnim tvaru

= f (%yﬁy,; "'7y(n_1)) ) (21)

kde f je redlnd funkce definovand na oblasti Q C R V této praci ovSem budeme
muset Tesit diferencidlni rovnici v zavislosti na pocatecnich datech. Takové tloze se tika
pocatecni problém.

y(N)

Definice 2.2. Po¢ateénim problémem pro ODRn rozumime nalézt feseni rovnice ([2.1))
vyhovujici n pocatecnim podminkam

Yy (9130) = Yo,
Yy (20) = 1,
y" D (20) = Y1, (2.2)

kde [xo, Yo, Y1, -, Yn_1] € .

Definice 2.3. Resenim ODRn nazjvame kazdou n-krat spojité diferencovatelnou funkci
na néjakém intervalu I, kterd vyhovuje dané rovnici, takze po dosazeni této funkce a
jejich derivaci do dané rovnice dostaneme na intervalu I identickou rovnost. Ktivku, ktera
znazornuje nékteré feseni dané ODR nazyvame integralni kiivkou diferencialni rovnice.
Samotné feseni nazyvame také integralem rovnice.

a) Obecnym fesenim ODRn rozumime funkci zévisejici na n obecnych konstantéch
1, ..., ¢, takovych, ze jejich vhodnou volbou lze ziskat feseni kazdého pocatecniho

problému ((2.1)), (2.2)).

b) Partikularni feSeni ODRn je takové feseni, které ziskdme z obecného teseni pev-
nou volbou ¢y, ..., ¢,.



¢) Vyjimecné (singularni) feSeni je takové teseni, které neziskdame z obecného
feSeni zadnou volbou ¢y, ..., ¢,.

Pro nékteré ODRn ovSem neexistuji analytické metody pro nalezeni feseni. Proto nyni
uvedeme alespon piislusné existencéni véty.

Véta 2.1 (Picardova). Necht funkce f = f(x,90, Y1, .--Yn_1) spliuje tyto dvé podminky
1. f je spojita na €2,
of of

2. v oblasti 2 existuji parcidlni derivace B0 By

pak ezistuje Tesent pocdtecniho problému (2.1)), (2.2)), které je definovdno na intervalu
(xg — 0,20+ 9) kde § > 0. Toto Tesend je uréeno jednoznacne.

Véta 2.2 (Peanova). Necht funkce f = f(x,¥0, Y1, Yn_1) spliiuje proni podminku Pi-
cardovy véty, pak existuje Tesend pocdatecniho problému (2.1), (2.2) které je definovdno na
intervalu (xg — 0,29 + &) kde § > 0.

Peanova véta zarucuje pouze existenci feseni, Picardova véta navic i jeho jednoznacnost.
Diikazy obou vét lze najit v [4].

Specialnim pripadem ODRn je linedrni ODRn.

Definice 2.4. Obycejnou diferencidlni rovnici nazveme linearni, je-li tato rovnice linedrni
vzhledem ke hledané funkci i jejim derivacim.

Obecnd linedarni ODRn ma tvar
a, (x) ™ 4+ a,_, (x) g 44 (2)y' +ao(x)y = f(x),

kde a; (x) a f (x) jsou funkce definované na intervalu I. Je-li f = 0 na I, rovnici nazveme
homogenni, jinak nehomogenni. Je-li a, () # 0 na celém I, pak lze rovnici prevést na
normalni tvar, coz znamend explicitné vyjadiit 4. Obecna homogenni linedrni ODRn je
tvaru

an (2) Y™ + an_y (2)y™ TV 4+ 4y (2) Y +ao (z)y = 0. (2.3)
Nyni se vyjadiime ke struktuie feSeni rovnice .
Véta 2.3. Prostor vSech resSeni rovnice tvori vektorovy prostor.
Diukaz spocivd v ovéfeni axiomu vektorového prostoru a lze ho najit napiiklad v [4]

Véta 2.4. Necht yi,...,yn jsou rteseni (2.3)), kde a,(x) # 0 pro kazdé x € I, kterd
jsou na I linedrné nezdvisld (tvori bazi prostoru reSeni). Pak kazdé teseni ([2.3) lze psdt
jednoznacné ve tvaru y = c1y1 + ... + CuYn, kde cq, ..., ¢, jsou vhodné konstanty zavisejici
navy.

Definice 2.5. Funkce yq, ..., y, z predchazejici véty nazyvame fundamentalnim systémem

feseni rovnice (12.3)).



Specialnim piipadem homogenni linedrni ODRn je homogenni linedrni ODRn s kon-
stantnimi koeficienty. Je tvaru

any™ + an 1y Y + L+ ay + agy =0, (2.4)
kde ay, k=0, ...,n jsou redlna cisla. Resen{ hledame ve tvaru
y = e, (2.5)
kde A je neznamy parametr. Dosazenim do
A€M + @ NN 4 L+ aghe™ 4 ape® =0,
z ¢ehoz po vydéleni vyrazem e* dostdvdme
ap A\ + ap AN L+ N+ ag = 0. (2.6)

Hledany parametr A musi byt kotenem algebraické rovnice ([2.6)) n-tého stupné. Nazveme
ji charakteristickou rovnici. Tato rovnice ma obecné n komplexnich kofenu véetné
nasobnosti.

Véta 2.5. Obecné teseni y(x) nehomogenni linedrni ODRn lze psdt ve tvaru y = yp + Yy,
kde yp, je obecné teseni prislusné homogenni rovnice a y, je néjaké(partikuldrni) resent
dané nehomogenni rovnice.

Standardné se pouzivaji dvé metody pro hledani y, . Jedna se nazyvd metoda variace
konstant, druhd je metoda neurcitych koeficientti. Popis obou metod lze nalézt
napiiklad v [4].
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2.2 Geometrie kuzelosecek

Pozdéji uvidime, Ze feseni odvozenych rovnic vedou na polarni rovnice kuzelosecek. Proto
je nyni vhodné zadefinovat, co to kuzelosecky jsou a jaké maji vyjadieni. Nasledujici text
vychézi z [5].

Definice 2.6. Kuzelosecka je rovinna kfivka, kterd vznikne prunikem roviny s plastém
rotacni kuzelové plochy. Rovina nesmi prochazet vrcholem kuzelové plochy.

Definice pripousti tfi kiivky nazyvané elipsa, hyperbola a parabola.

Definice 2.7. Mnozina bodu v roving, které maji od dvou ruznych bodu E a F konstantni
soucet vzdélenosti 2a (a € R,a > 0) vétsi nez vzdélenost 2e (e € R,e > 0) bodu E a F,
se nazyva elipsa (viz obrazek [1]).

Body E a F se nazyvaji ohniska elipsy a jejich poloviéni vzdalenost e excentricita
elipsy. Spojnice EF' se nazyva hlavni osa a symetrala tsecky EF' vedlejsi osa elipsy. Stred
S tsecky EF se nazyva stied elipsy. Cislo a se nazyva hlavni a ¢islo b = va? — €2 vedlejsi
poloosa elipsy. Pro takto definovanou elipsu plati

Véta 2.6. V kartézském souradnicovém systému, kde stred S elipsy je zdroven pocdtkem,
hlavni osa elipsy je osou x a vedlejsi osa elipsy je osou y md elipsa rovnici

2 2
z Y
E—Fﬁ:l.

Excentricita e z predchazejici definice se pak da vyjadrit vztahem

a lezi v intervalu (0,1). Ve specidlnim piipadé, kdy je excentricita rovna 0, piejde elipsa
v kruznici.

Obrézek 1: Elipsa
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Definice 2.8. Mnozina bodu v roving, které maji od dvou ruznych bodu E a F konstantni
absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti 2a (a € R,a > 0) mensi nez vzdalenost 2e (e €
R,e > 0) bodi E a F, se nazyvd hyperbola (viz obrazek [2)).

Body E a F' se nazyvaji ohniska elipsy a jejich poloviéni vzdalenost e excentricita elipsy.
Spojnice FF' se nazyva hlavni osa a symetrala usecky FF' vedlejsi osa hyperboly. Stied
S tsecky EF se nazyvé stied hyperboly. Cislo a se nazyva hlavni a éfslo b = v/e2 — a2
vedlejsi poloosa hyperboly. Pro takto definovanou hyperbolu plati

Veéta 2.7. V kartézském souradnicovém systému, kde stied S hyperboly je zdroven pocdtkem,
hlavni osa je osou x a vedlejsi osa je osou y ma hyperbola rovnici

A
a2 h2

Excentricita e z predchazejici definice se pak da vyjadrit vztahem

b2
62:1+—2
a

a lezi v intervalu (1, c0).

Obrazek 2: hyperbola
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Definice 2.9. Mnozina bodu v roviné, které maji stejnou vzdélenost od bodu F' a od
piimky d, neprochazejici bodem F', se nazyva parabola (viz obrazek

Bod F' se nazyva ohnisko paraboly a piimka d tidici piimka paraboly. Vzdéalenost
p, (p € R,p > 0) ohniska od fidici piimky se nazyva parametr paraboly. Vrchol paraboly V'
je stted usecky 'K, kde K je prusecik osy paraboly s fidici pifimkou. Pro takto definovanou
parabolu plati

Veéta 2.8. V kartézském souradnicovém systému, kde pocdtek je vrchol paraboly V', osa
paraboly je osa y a osa x je kolmad na y a prochazi bodem V', md parabola rovnict

z® = 2py,

[SEEEE]

Obrazek 3: Parabola

Kuzelosecky v polarnich souradnicich
Polarni soutadnice r a @ jsou kiivocaré soutradnice definované vztahy

r =rcosb,

y = rsinf.

Lze ukazat, ze vsechny vyse uvedené kuzelosecky lze v polarnich soutradnicich r a 6 zapsat
souhrnnym zapisem

:%(1+€COSQ), (2.7)

S |-

kde p je parametr paraboly a p = % pro elipsu a hyperbolu. Pro ruzné hodnoty e
dostaneme ruzné kuzelosecky,

<1 pro elipsu,
eq =1 pro parabolu,
>1 pro hyperbolu .

Odvozeni lze nalézt v [§].
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2.3 Rychlost a zrychleni v polarnich soucadnicich

Pro zkouméni obéznych drah planet je velmi vhodné uzit poldrni soutadnice r a ¢. Obrazek
ukazuje polarni soufadnice a poldrni jednotkové vektory 7 a 6 bodu P. Pti pohybu P
vektory 7 a 0 nezustdvaji konstantni. Maji konstantni jednotkovou velikost, ale jejich smer
z&visi na polarn{ soutadnici 6(je vSak nezavisly na souradnici 7). Sméry vektoru 7, 0 se
nazyvaji radialni, resp. tangencialni. Nyni vyjadiime derivace % a ‘é—g. Tyto derivace
budou potiebné pro vyjddreni rychlosti a zrychleni bodu P v poldrnich souradnicich.

Nejdifve vyjadiime 7 a @ pomoci kartézskych bazovych vektoru ¢ a j. Dostdvame

r = cos 6t + sinfj, (2.8)
6 = — sin 64 + cos 6. (2.9)
0 7
j P
L’ '
1
<L >0 =0

Obrézek 4: Polarni souradnice r a # bodu P a jeho polarni jednotkové vektory 7 a 0

Derivace (2.8) a (2.9) podle 8 dévaji
dr

T _o 2.1
de ~

Ptredpokladejme nyni, ze P je bod pohybujici se v roviné s polarnimi soutfadnicemi r a
6, které jsou funkcemi ¢asu t. Polohovy vektor P vzhledem k pocatku O mé smér 7 a
velikost |OP| = r. Muzeme psét

r=rr (2.12)

Abychom ziskali vyjadieni rychlosti v v polarnich souradnicich, musime derivovat vztah

(2.12)) podle casu t, tj.

_dr_d(,\)
T T a V"

_dr,\+ dr
)" &

R dr
=7 — . 2.1
rr+r(dt> (2.13)
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Nyni uvazujme, ze 7 je fukei 6, coz je funkei ¢. Podle pravidla o derivovani slozené funkce

a vyrazu (2.10), (2.11)) dostavame

dr drdd . .~
a_ Y _ 56— 69
dt  df dt
Dosazenim do (2.13) ziskdvame vyjadieni rychlosti
v =7 + 160, (2.14)

Rovnice ([2.14)) je vyjadfeni rychlosti v v polarnich soufadnicich. Abychom vyjadrili zrychleni
a, musime vyraz ([2.14]) derivovat opét podle ¢asu t. Podobnymi tipravami dostdvame

dv d d A\
~ Y S 2 9) ]
a=Gr Tty ((T )
o (fdF o A N
=7ir 47 (%) + (r@—l—r&)ﬂ—ir (r@) I
. (drd e A N (d6 do
=7r 47 (@%) + <r9 + 7’9) 0 + <7‘0> <@%>
— T 4 (7‘9') g+ <7’"9 + ré) 6 (r9'2> P
- (7‘“‘ - 7«9’2) ot (m' + 27'~é> 0.
Pokud se c¢astice pohybuje v roviné s polarnimi soufadnicemi r a 6, je tedy jeji zrychleni
a= (7" . 7«9’2> P (ré + 2¢9> 9. (2.15)
Jednotlivé cleny vyrazu (2.15)) se nazyvaji Eulerovo zrychleni (rf), Coriolisovo zrychleni

(20) a dostiedivé zrychleni (r6?).
Rychlost a zrychleni v polarnich souradnicich byly odvozeny standardnim postupem,

ktery lze nalézt napriklad v [1].
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2.4 Fyzikalni pozadi

Nyni si uvedeme fyzikalni zdkony, ze kterych budeme vychézet pti zkoumani pohybu
vesmirnych téles. Znéni vech zdkonu véetné jejich ilustrace na piikladech lze najit v [2].
Newtontv zakon sily

Zrychleni télesa je pifimo imérné sile pusobici na téleso a nepiimo imérné jeho hmotnosti.
Tento zédkon se casto zapisuje nasledujicim vztahem

> F=ma, (2.16)

kde F' je vektor sily, a je vektor zrychleni a m je hmotnost télesa.

Zakon akce a reakce

Pusobi-li jedno téleso na druhé silou, pusobi i druhé téleso na prvni silou o stejné velikosti
a opacné orientaci, tj.

F]_2 - —F21. (217)
Newtontv gravitaéni zakon
Kazda castice pritahuje kazdou jinou cCéstici gravitacni silou, jejiz velikost je

mims

Fr=G : (2.18)

r2

kde G je gravitacni konstanta, m; a ms jsou hmotnosti ¢astic a r je jejich vzdélenost.
Moment hybnosti
Moment hybnosti télesa L je vektorova veli¢ina definovana vztahem
L=m(rxwv).
Velikost momentu hybnosti L = |L|, ktera je s pohybem konstantni, vyjadiuje vzorec
L=mrv.
Zavedeme také mérny moment hybnosti jako
l=rv (2.19)

Vyraz (2.19) vyjadifme v polarnich soufadnicich uzitim rovnice (2.14)). Z obrazku [5| plyne

l=riv=(rcosa) <c§:a> =rvg=r (7"9) = 12 (2.20)

Rovnici ([2.20)) budeme nazyvat rovnici momentu hybnosti.
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vztahem

miry + mar
R— Lttt 722 (2.21)
mi + mo
Rychlost tézisté ziskdme ¢asovou derivaci vztahu (2.21)).
- MyTy + MaT
R 1177272 (2.22)
mi + mo
Py T Py
R
T1 T2
0

Obrazek 6: Téziste
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3 Problém jednoho télesa

Nyni se budeme zabyvat pripadem vzajemného pohybu dvou téles, z nichz jedno je up-
evnéno v pocatku soustavy souradnic. Tuto situaci nazyvame problém jednoho télesa.

Vyuzijeme-li vztahu (2.15]) pro vyjadieni zrychleni v polarnich souradnicich a vztahu
(2.18)) pro velikost gravitacni sily, Newtonovy pohybové rovnice dostanou tvar

Mm

m (r - r@'Z) = —G—, (3.1)
m <7~é + 2%9’) ~0. (3.2)
Tyto rovnice jesté doplnime pocatecnimi podminkami
T<O) =To, 9(0) = Q,
#(0) = vy, 6(0) = 0. (3.3)

Vydeélenim rovnic (3.1)), (3.2)) hmotnosti m a integraci druhé rovnice ziskdvame vyuzitim
vztahu (2.20)

M
T_z’

20 = 1. (3.5)

i—r?=—-G

Bez 1jmy na obecnosti budeme [ povazovat za kladné.

3.1 Odvozeni rovnice drahy

Vyjdeme z Newtonovy rovnice (3.4]) a eliminujeme z ni ¢as uzitim rovnice momentu hyb-
nosti (3.5)). Tento postup je uveden napiiklad v [1]. Je pritom vhodné uzit novou souradnici
u definovanou vztahem

u = —.
r

Tato transformace ma silné zjednodusujici efekt. Za¢neme transformovanim 7 a #. Podle
pravidla o derivovani slozené funkce

d (1 1 dudf 57\ du du

=== ——=—(r0) — = —]—. 3.6
T (u) w2 df dt (7" ) (3:6)

Druha derivace podle t dava

"= 46 dt 10°

d (du d*u df 2 o, d?u
—_— — — P e — u —
dt \ df
Vyuzitim rovnosti 762 = [2u? se Newtonova rovnice 1' transformuje na tvar
d*u
—PuP— — Pu® = —GM?,
do?
po vydéleni rovnice vyrazem [*u? dostavame

d?u GM
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coz je nami hledand rovnice driahy. Vhodné pocatecni podminky pro rovnici drahy
ziskame tak, ze zaddme hodnoty u a ‘;—g kdyz 6 = a.. Protoze u = %, pocatecéni hodnota u
je déna piimo pocatecnimi daty (3.3). Hodnota Z—z neni zadédna piimo, Ize ji vsak odvodit
z rovnice ([3.6)). Pocateéni podminky pro rovnici dréhy maji tvar

1
u (Oé) - T(Q)J
du B _f(a) - 7(a)

3.2 Urceni drahy

V této céasti odvodime konecnou podobu obéznych drah Pro jednoduchost uvazujeme
polohu v periheliu (bod drahy nejblize k centralnimu télesu), kde je radialni slozka rychlosti
(m& smér r) nulova, tj 7 = 0. Poc¢ateéni podminky (3.8)) dostanou podobu

w(0) = uo, (3.9)
Z—Z (0) = 0. (3.10)

Budeme fesit pocdtecni problém (3.7), (3.9), (3.10). Nejdiive najdeme feSeni prislusné

homogenni rovnice

d2
d—;j +u=0. (3.11)

Reseni hleddme ve tvaru u = e*?, pficemz A je kofenem pifslusné charakteristické rovnice

NM+1=0
N =-1
Mg = £i

Dostali jsme dvé komplexné sdruzena cisla, tj.
up, = C1e’? + Che ™.
Pomoci Eulerovy identity muzeme tento vztah upravit
up = C1(cos @ +isinf) + Cy(cos — isind).
Odtud

up; = cos b,

Upo = Sin 6.
Redlnd cast reseni homogenni rovnice (3.11)) je
up, = Cycos + Cysinf.
Reseni nehomogenn{ rovnice muzeme hledat ve tvaru

U = Up + Up,
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kde u, je libovolné partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice. Partikuldrni feseni budeme
hledat metodou neurcitych koeficientu ve tvaru

du
=A -2 =0.
AT
Dosazenim do rovnice (3.7]) dostaneme
GM
0+A= 5
GM
A= PR
Obecné teseni rovnice (3.7) je
GM
u=Cicosf+ Cysinf + ——. (3.12)

l2

Z pocatecnich podminek uréime hodnoty konstant C a C5. Konstantu € uréime pomoci
pocatecni podminky (3.9)) a ziskdme

GM
u(0) = Cycos 0+ Cysin0 +

l2 = Uo,
GM
01 + l2 = Uog,
GM
C1 = Up — 2 .
Pomoci druhé podminky (3.10) uréime Cs.
du .
¥ (0) = —Cysin0+ Cycos0 = 0,
Cy =0.
Dosazenim vypoétenych konstant do (3.12)) ziskavame
GM GM
u = Uo—l—2 COSQ+Z—2.
Zpétnym dosazenim u = % prepiseme a upravime
1 1 GM GM
e P E C089+l—2,
1 GM > - GMry
—=—— 1+ ———cosf|. 3.13
r [2 < - GMry cos ) (3.13)

Vsimnéme si, ze vyraz ([3.13) ma stejny tvar jako vyraz ([2.7). Resenfm rovnice dréhy je
tedy kuzelosecka.
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3.3 Perioda eliptické drahy

Jestlize jsme nasli drahu, po které se téleso pohybuje, jeho pohyb podél ni Ize odvodit z
rovnice ((3.5]).

20 =1,
do

2
=
T T

dt = 77“2d9,
1
Pokud vezmeme 6 = 0 v ¢ase t = 0, pak je doba, za kterou se P dostane do daného bodu
na draze urcena vztahem
1 [
t=- / r2df.
L' Jo

Abychom dostali velikost periody T', dosadime 6y = 2.

1 2w
T = —/ r2dé,
L Jo

kde r je urceno z (3.13)). Tento integral neni tfeba pocitat, protoze pro jakoukoliv uzavienou
dréhu, jak je odvozeno napiiklad v [7], plati

V pripadé elipsy S = mab, tedy

2mab
l

Kdyz srovndme vyraz (3.13) s poldrnim vyjddienim elipsy uvedenym v sekci[2.2] nahlédneme,
ze M, G al jsou svazany s poloosami elipsy a, b vztahem

T =

‘ (3.14)

GM_a

2 b2
Po vyjddieni [? a dosazeni do (3.14]) dostaneme vztah

472a3
T? = — 3.15
GM M ( )

ktery je nami hledanym vyjadienim periody eliptické drahy. Uvedené odvozeni 1ze nalézt
napiiklad v [IJ.
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4 Problém dvou téles

Problém uré¢it pohyb dvou volnych téles které na sebe vzajemné puisobi silami se nazyva
problém dvou téles.

4.1 Vztah k problému jednoho télesa

Necht P, a P, jsou dvé télesa, které na sebe vzdjemné pusobi silami. Podle Newtonova
zédkona akce a reakce (2.17) maji tyto sily stejnou velikost, ale opaény smer. Sily Fy, Fy
pusobici na P;, P, jsou uré¢eny Newtonovym gravita¢nim zakonem ([2.18)) a maji tvar

mimso <

B=-G—5"
T

m1m2A

F,=+G T,

kde r = ry — 7y, 7 = |ry — 72| a ¥ = T. Pohybové rovnice pro P, P, jsou

mity = —Gmlgnzﬁ (4.1)
r

Moty = +Gm1m2A (4.2)
r?

Tento problém dvou téles se da redukovat na ekvivalentni problém jednoho télesa

buje konstantni rychlostl. Dokéazeme to sectenim rovnic a
mli’l + mg'i':z = O,
po integraci
m17'°1 + mgf‘z =C (m1 + mz) s
mli'l + mg’f‘z

~C (4.3)
my + Mo

Vztah . je vztah pro vypocet rychlosti téZiété S konstantou na pravé Strané

Py r P, P rT T ry P,
\/ 1 N \ /T2
(@] @]

Obréazek 7: Relativni poloha bodu P; vzhledem k P, (vlevo) a poloha P;, P, a tézistée T
vzhledem k pocatku (vpravo)

pak odvodit.
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Odectenim rovnic (4.1)), (4.2) ziskame

—Gmlmg,’/; Gmimo o>
r2 + r2

7 — 1y =

Tedy r, coz je polohovy vektor P; vzhledem k P, vyhovuje rovnici

( mims ) Gmims

j=—— 125 (4.4)
my + Me

Nyni zavedeme redukovanou hmotnost u jako

= <M) . (4.5)

mi1 + mao

Dosazenim (4.5)) do (4.4) ziskdme rovnici

. Gmims_ . Gu(mi+ mg)
KT = 2 r= r2 T
P= M? (4.6)

r2

Rovnici budeme nazyvat rovnici relativnitho pohybu. Pohyb télesa P; vzhledem k
P, je stejny, jako by bylo téleso P, upevnéno a mélo hmotnost m; + mo namisto své
skutecné hmotnosti mso a téleso P; kolem néj obihalo a mélo redukovanou hmotnost p.
Toto ném dovoluje pievést tento problém na ekvivalentni problém jednoho télesa. Resent
tohoto problému je plné popséno v kapitole [3]

Pokud jsme nasli relativni pohyb dvou téles, muzeme odvodit jejich pohyb vzhledem
k tézisti. Polohové vektory téles P;, P, vzhledem k tézisti jsou dle [I] dédny vztahy

= —= 4.7
"1 (m1 + m2> T (4.7)

= —( —— . 4.8
"2 (m1 + mg) " (4.8)

Drahu télesa Py ziskdme dosazenim vztahu (4.7)) do vyjadfeni dréhy relativniho pohybu.
Drahu pro P, odvodime obdobné pomoci vztahu (4.8]). Predpoklddejme nyni, ze draha
télesa P; vzhledem P, byla urcena jako elipsa. Potom drahy P;, P, vzhledem k tézisti
jsou také elipsy. Pomér jejich hlavnich poloos je msy : mq a soucet jejich velikosti je stejny
jako velikost hlavni poloosy drahy P; vzhledem k P.
Vsechny tyto tii drahy maji stejnou periodu 7' danou vztahem
47%a3
7%= ——— 4.9

G (m1 + mg) ( )
kde a je velikost hlavni poloosy drahy relativniho pohybu. Tento vztah ziskdme snadno
dosazenim M = my + moy do (3.15)).
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Py

Obrazek 8: Pohyb P, a P, vzhledem k tézisti

Py

Obrazek 9: Relativni pohyb P; vzhledem k P,

Pravdépodobné vice nez polovina hvézd v nasi galaxii nejsou samostatné hvézdy jako
nase Slunce, ale vyskytuji se ve dvojicich, které se pohybuji v dusledku vzdjemné silové
interakce. Takovéato dvojice se nazyva dvojhvézda. Dvojhvézdy jsou prikladem problému

hvézdy vzhledem ke druhé je treti elipsa. Perioda vSech tii pohybt je dana vztahem (4.9)).
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4.2 Kosmické rychlosti

Kosmicka rychlost je rychlost, které je potieba dosdhnout k prekonéni gravitacniho
pusobeni daného kosmického télesa. Rozlisujeme zakladni dva druhy kosmickych rychlosti.
Prvni kosmicka rychlost je rychlost, které musi doséhnout téleso zanedbatelné malé
hmotnosti pro pohyb po kruhové draze kolem pevné upevnéného hmotného télesa v dané
vysce 1.
hmotnosti, aby opustilo sféru gravitacniho vlivu pevné upevnéného hmotného télesa. Malé
téleso se v tomto pripadé pohybuje po parabolické draze kolem hmotného télesa v dané
vysce ro. V pripadé Zemé se tato rychlost nazyvad Druha kosmicka rychlost. V ptipadé
Slunce mluvime o Tteti kosmické rychlosti.

Uvahy o kosmickych rychlostech provadime pro piipady, kdy jedno téleso je nesrov-
natelné hmotnéjsi oproti druhému (napt. soustava planeta - druzice). V této soustave
se redukovand hmotnost p priblizné rovna hmotnosti m malého télesa. To ndm dovoluje
aproximovat tuto situaci pomoci problému jednoho télesa.

Ve vyrazu (3.13)) provedeme oznaceni

l2 - GMTO
- 4.10
c GMT’O ( )
a pomoci vztahu (4.10) provedeme odvozeni obou kosmickych rychlosti.
Podminka pro prvni kosmickou rychlost je jednoduché. Plati e = 0.

e=20,

ZQ—GMTO —0

GMT’O o
ZQZGMT‘Q,

(7’01))2 = GMry,

v = \/? (4.11)

Podminka pro unikovou rychlost je opét jednoduchd. Tentokrat musi platit e = 1.

e=1,
l2 — GM?”O -1
GMT'O 7
l2 = QGMT(),
(rov)* = 2G M,
vy XM (4.12)

To

Vztahy (4.11)) a (4.12)) jsou standardni vzorce pro vypocet kosmickych rychlosti, které lze
najit naptiklad v [2].
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4.3 Keplerovy zakony

V této kapitole provedeme odvozeni Keplerovych zakonu. Pro nasi Sluneéni soustavu
muzeme pouzit model problému jednoho télesa. Dokazeme to vypocitanim redukované
hmotnosti p soustavy Slunce a néktera z planet, napiiklad Zemé. Hmotnost Slunce je
M = 1.9891 - 10%%kg a napifklad hmotnost Zemé je m = 5.9736 - 10**kg. Redukovan4
hmotnost této soustavy je

1= 5.973582060333922 - 10** kg,

M 1.000004 ~ 1
i

Soucet obou hmotnosti je

M +m = 1.9891059736 - 10°° kg,

M 0.999996 ~ 1
M+m -
Podobnych vysledku se dockame i pro ostatni planety. Jsme tedy opravnéni pouzit pro
odvozeni Keplerovych zékonu vztahy plynouci ze sekce [3

Prvni Keplertuv zakon

Znéni: Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach jen malo odlisnych od kruznic,
v jejichz spole¢ném ohnisku je Slunce.

Prvni Kepleruv zdkon pifmo plyne ze sekce (3.2). Dosadime-li do vztahu hod-
noty koeficientu pro jednotlivé planety, dostaneme hodnoty blizké nule, coz odpovida
elipsam blizkym kruznicim. Ukazeme si to na ptikladu Zemé. Pro Zemi v periheliu plati
ro = 147 098 074 km a v = 30.287 km - s~!. Dédle hmotnost Slunce M = 1.9891 - 103%kg
a gravitacni konstanta G' = 6.67384 - 107 'Nm?kg 2. Dosazenim téchto hodnot do vztahu
(4.10) ziskame hodnotu

e = 0.0165,

coz odpovidd nasemu ocekdvéni. Tuto elipsu muzeme vidét na obrazku [10 Obdobné
vysledky obdrzime i pro ostatni planety.

08
06
04
02

02
04
06
-08

Obrazek 10: Elipsa s excentricitou e = 0.0165
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Druhy Keplertv zakon

Znéni: Obsahy ploch opsanych privodicem planety (spojnice planety a Slunce) za stejny
¢as jsou stejné velké.

V [1] 1ze najit, ze 2. Kepleruv zdkon je ekvivalentni zékonu zachovani momentu hybnosti.
Obsah oblasti S na obrézku [11{1ze dle [7] vyjadrit jako

1%,

Potom dle pravidla o derivaci slozené funkce

dS _dSdo _ 1 ;1

dt —dedt 2 2
kde [ je konstantni hodnota momentu hybnosti. Z toho vyplyva, ze plocha S narusta
konstani rychlosti. Tim je druhy Kepleruv zakon odvozen.

Obrazek 11: Druhy Kepleruv zakon

Treti Keplertv zakon

Znéni: Pomér druhych mocnin obéznych dob planet je roven poméru tietich mocnin
hlavnich poloos jejich obéznych drah.

Ze vztahu (3.15)) obdrzime

tedy

Timto je treti Kepleruv zakon dokazan.
Vsechny Keplerovy zékony véetné aplikacnich piikladu lze najit v [I] nebo [2].
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5 Problém tri téles

V této kapitole se budeme zabyvat vzajemnym gravitacnim pusobenim tif téles. V obecném
piipadé neexistuje analytické feseni v uzavieném tvaru. V [I1] lze vSak najit feseni po-
moci mocninnych tad, které ovsem konverguji velice pomalu. Proto je tifeba fesit 1lohu
ti{1 téles numericky a pro kazdou novou konfiguraci pocatecnich dat dostaneme obecné
jiné drahy. Jsou vSak znamy jisté specialni piipady, takzvané stabilni orbity, kdy zname
presné teseni.

5.1 Stabilni orbity

Stabilni orbity jsou pripady periodicky se opakujictho pohybu tii téles, které jsou vsak
velmi vyjimecné. Nejsou vSak nalezeny zdaleka vSechny. Védci stdle hledaji nové pripady.
Piiklady téchto stabilnich orbit lze nalézt v [9], specidlni piipad stabilnich orbit ve tvaru
osmicky uvadime na obrazku

Obrazek 12: Stabilni orbity ve tvaru osmicky

5.2 Numerické reseni problému tri téles

Uvazujme systém ti{ téles. Jejich polohové vektory jsou r1, re, r3 a hmotnosti my, ms a
mg. Sily, kterymi na sebe pusobi, jsou dany Newtonovymi zdkony (2.16)), (2.17)) a (2.18]).
Pohybové rovnice pro jednotliva télesa maji nasledujici tvar

e m m

Ty = GTZ('PZ —ry)+ GT?’(T?’ —-71),
712 713

e m m

To — GTl(’l“l — 'I"2) + GTS(rg — ’I"2>, (51)
712 T'a3

. m m

ry = G%(T‘l — ’1"3) + GT3(T2 — 7‘3),
713 T'a3

kde r;; = |r; — 7|, 4,5 =1,2,3. Soustava (5.1)) je druhého fddu. Tu nyni pievedeme na
soustavu prvniho radu

7:'1 = v,

. m m

V1 = GTZ(T’z - 7’1) + GTS(’I"Q, - ’f’l),
T2 T13

7:'2 = Va2, (52)

. m m

Vo = G%(’T‘l — 7‘2) + GTS(T’Q, — ’T‘z),
12 T3

T3 = V3,

. m m

U3 = G,—;(T‘l - 7'3) + GT3(7“2 — 7“3).
T13 T3
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Soustava (|5.2)) je soustava Sesti vektorovych, tedy osmnécti skaldrnich rovnic. V programu
MATLAB je budeme reprezentovat vektorem y = [rq, 72,73, v1, Va2, v3]. Pro otestovéni
algoritmu zvolime pocateéni podminky odpovidajici stabilnim orbitam ve tvaru osmicky
(viz [10]):

r1 = (0.9700436, —0.24308753, 0),
s = (—0.9700436, 0.24308753, 0),
rs = (0,0,0),

vy = (0.466203685, 0.43236573,0),
va = (0.466203685, 0.43236573, 0),
v = (—0.93240737, —0.8647314, 0).

Uvazujeme-li G jako jednotku, zaddme hodnoty hmotnosti jednotlivych téles
my = my = m3 = 1.

Cely problém budeme fesit pomoci skriptu test3 a funkce kepler3, napsanych v programu
MATLAB, které jsou uvedeny v piiloze. Tento skript je zobecnénim skriptu s16, ktery
lze najit v [6], pro pripad tif téles. Skript test3 obsahuje Bogacki-Shampine metodu ktera
je v MATLABU implementovana jako funkce ode23 a také implicitni metody zpétného
derivovani implementované v MATLABU jako funkce odel5s.

Bogacki-Shampine metoda je explicitni Runge-Kuttova metoda fadu 3, pouziva fizeni
délky kroku a je velmi presnd. Metody zpétného derivovani se hodi pro feseni takzvanych
tuhych problémiu. Ve funkci odel5s jsou obsazeny metody zpétného derivovani fadu 1 az
5. Vice o obou metodach lze nalézt v [3]. Obrézky [13| a |14 ukazuji feseni ziskand obéma
metodami.

0.8r
0.6
041

0.2
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Obrazek 13: Reseni urcéené metodou zpétného derivovani

29



0.8r

0.6

0.4r

021

L L L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1

Obrézek 14: Reseni uréené metodou Bogacki-shampine

7 uvedenych obrazku je patrné, ze pfesnéjsi feseni jsme obdrzeli pomoci metody
Bogacki-Shampine.

Déle uvedeme dva piiklady TeSeni problému tii téles Bogacki-Shampine metodou pro
uvedené pocatecni podminky. Uvazujme soustavu rovnic a nasledujici pocatecni
podminky

= (1,0,0),
(—1,0,0),
= (0,0,0),
= (0.5,0,0),
= (

= (-1

05050)
,0). (5.3)

Vysledné feSeni je uvedeno na obrazku

-0.5-
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L L L L L L
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Obrézek 15: Reseni pocateéniho problému (5.2), (5.3) Bogacki-Shampine metodou
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Opét uvazujme soustavu rovnic ([5.2)) a nasledujici poc¢ateéni podminky

ry = (1,0,0),

ro = (—1,0,0),

rs = (0,0,0),

v; = (1,0,0),

vs = (0.5,0.5,0),

vs = (—1,—1,0). (5.4)

Vysledné teseni je uvedeno na obrazku
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-15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3

Obrézek 16: Reseni pocateéniho problému (5.2), (5.4) Bogacki-Shampine metodou
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6 Zaveér

Cilem préace bylo shrnout problematiku pohybu vesmirnych téles. Vénovali jsme se problé-
mu jednoho télesa. Urcili jsme tvar drahy pohybu. Zjistili jsme, Ze diferencidlni rovnice
plynouci z Newtonovych zakonu vedou na rovnice kuzelosecek. Dale jsme se zabyvali
problémem dvou téles. Ukéazali jsme, ze tento problém lze redukovat na ekvivalentni
problém jednoho télesa a vyftesit stejné jako v pfredchozim piipadé. Ukazali jsme, ze
v pripadé soustavy dvou téles, kdy jedno je méné hmotné nez druhé lze tento piipad
aproximovat problémem jednoho télesa. Za tohoto predpokladu jsme odvodili vztahy pro
vypocet kosmickych rychlosti. Také jsme ze ziskanych vysledku jsme odvodili Keplerovy
zakony. Dalsi situaci byl problém tii téles. Tento problém v obecném piipadé nema analyt-
ické feseni v uzavieném tvaru, ale fesi se numericky. Existuji i specialni pripady problému
t11 teles, tzv. stabilni orbity, kdy télesa obihaji po stdle stejnych drahach. U téchto tloh
analytické feseni zname. Pro jeden piipad stabilnich orbit jsme uvedli numerické feseni
pomoci dvou metod. Ukazalo se, ze TeSeni ziskané pomoci explicitni Bogacki-Shampine
metody je presnéjsi nez teSeni vytvorené pomoci metody zpétného derivovani. Uvedli
jsme také priklady feSeni urceného Bogacki-Shampine metodou pro vybrané pocatecni
podminky.
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