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ABSTRAKT, KLICOVA SLOVA -

ABSTRAKT

Tato prace se zabyva feSenim deformace a vyslednych vnitinich a¢inkt u pfimych nosnik,
které jsou uloZeny staticky urcit€¢ i neurcité. Cilem bakalarské prace je vypracovani
reprezentativniho souhrnu vypoctii a nékresti vybranych, typicky uloZenych a zatiZzenych
nosnikl, feSitelnych v ramci linedrni pruznosti prutd. V dalsi ¢éasti jsou popsany metody
feSeni staticky neurCitych nosniku. Castiglianova véta, rovnice ohybové cary, metoda
ttimomentovych rovnic. Ukazka feSeni témito metodami byla provedena na ilustraénim
priklade¢.

KLiCOVA SLOVA

Staticky urcit¢ ulozeny nosnik, staticky neurcité ulozeny nosnik, Castiglianova véta, rovnice
ohybov¢ ¢ary, prihyb, natoceni, tfimomentova rovnice

ABSTRACT

This work will discuss the internal deformation and resulting effects in straight beams, which
are stored statically certainly indefinitely. The aim of the thesis is to develop a representative
summary of selected calculations and drawings, typically stored and loaded beams, solvable
in linear elasticity rods. The nextsection describes the methods to solve statically
indeterminate beam, Castiglian’s theorem, the equation of bending lines, the method of
Clapeyron’s equations. Sample solution of these methods was performed on the illustrative
example.

KEYWORDS

Statically determinate beam deposited, store statically indeterminate beam, Castiglian’s
theorem, the equation of bending lines, deflection, rotation, Clapeyron’s equation
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Problém staticky neurcitych nosniki je doménou hlavné statiky stavebnich konstrukci. Se
spoustou strojnich soucasti, kterd jsou staticky neurcité ulozena, se vSak miizeme setkat i ve
strojirenstvi. Mezi nimi nachazime 1 ty, které je mozno definovat jako ptimé, prizmatické
nosniky. Cilem této prace bylo vypracovat reprezentativni souhrnu vypocti a ndkrest
vybranych, typicky ulozenych a zatizenych nosniki, feSitelnych v ramci linearni pruznosti
prutii. V dal$im kroku jsou popsany tii pfistupy feSeni staticky neurcitych uloh. K feSeni
vypoctu zvoleného nosniku bylo vyuzito integralniho feseni, kde byla uzita Castiglianova
véta, diferencidlniho feSeni za pouziti rovnice ohybové ¢ary a metody tfimomentovych rovnic.

BRNO 2012 9
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1 PREDPOKLADY RESENI

V linedrni pruznosti prutii se zabyvame analyzou vlivu zatiZzeni télesa na jeho deformaci a
napjatost s ohledem na mozné riziko vzniku meznich stavii. Deformace a napjatost jsou
linedrnimi veliCinami. K feSeni je nezbytné vymezeni charakteristik a predpokladi, v ramci
kterych Ize uvazovat tlohu za linedrné pruznou [5].

1.1 PREDPOKLAD LINEARNi PRUZNOSTI PRUTU:

[51, [1]

Splnéni prutovych piedpokladi

Malé deformace nosnikti

Prky uvolnény v nedeformovaném stavu
Vyuzito Saint-Venantova principu
Chovani okrajovych podminek je linearni
Materiél je linearni

1.1.1 PRUTOVE PREDPOKLADY

a)  Geometrické predpoklady

Prut je urcen stiednici a v kazdém bod¢ stfednice pficnym prifezem. Stfednice je spojita a
hladka ktivka kone¢né délky. Pficny priifez je souvisla oblast, ohrani¢ena obrysovou kiivkou
a popsand charakteristikami pti¢ného pratezu [5], [1].

b)  Vazbové a zatézovaci predpoklady

Vazby mohou omezovat jen posuvy a thly natoCeni stfednice. Silové plisobeni je ve smyslu
statické ekvivalence soustiedéno na stfednici. Jsou to osamélé a liniové sily a silové dvojice

[1].
c)  Deformacni ptedpoklady

V pribéhu deformace zistava stfednice hladkou a spojitou kiivkou. Prifezy zstavaji
k deformované stiednici rovinné a kolmé[5], [1].

d) Ptedpoklady o napjatosti

V pficném prifezu je napjatost prutu urCena normalovym a smykovym napétim. Tato
napjatost se nazyva prutova napjatost [5], [1].

BRNO 2012 10
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1.1.2 MATERIALOVE CHARAKTERISTIKY

Material je homogenni, jeho vlastnosti jsou popsdny elastickymi konstantami, modulem
pruznosti v tahu E a Poissonovou konstantou p [5], [1].

1.1.3 PODMINKY STATICKE ROVNOVAHY
VAZANE TELESO

T¢leso je ve statické rovnovaze tehdy, je-li v mechanickém klidu, ktery je z hlediska silového
pusobeni popsan vztahy: Y Fi =0 a )} Mi = 0. To znamen4d, Ze soucet vSech sil plisobici na
téleso a soucet vSsech momentti k libovolnému bodu, ale ke vzdy stejnému bodu, je roven
nule[3].

Algebraicky je staticka podminka k poc¢atku soufadného systému vyjadiena Sesti podminkami,
ttemi podminkami silovymi a tfemi momentovymi [3] .

Pocet nezavislych statickych podminek oznacujeme V—UVp+Unm (2)
Pocet statickych podminek silovych 4%
Pocet statickych podminek momentovych Um

Neznamé nezavislé parametry feSime pomoci podminek statické rovnovahy. Mezi poctem
pouzitelnych podminek statické rovnovahy 1/ a po¢tem neznamych nezéavislych parametri p
miuiZe nastat [3]:

1) p > V... ulozeni je staticky neurcité,
pocet neznamych je vetsi nez pocet pouzitelnych rovnic,
matematicky nema tloha jednozna¢né feseni [3]

2) p < V... ulozeni je staticky preurcené,
pocet nezndmych je mensi nez pocet pouzitelnych rovnic,
téleso, které je pohybliveé ulozeno, neni ve statické rovnovaze,
nutnost sestaveni pohybovych rovnic — dynamicka tloha [3]

3) p = V... ulozeni je staticky urcité,
pocet nezndmych je roven poctu pouzitelnych rovnic,
= nutnd podminka statické urcitosti,
z matematického hlediska doplnéna podminkou: pr+ pm < Vnm 3)

Pocet pouzitelnych rovnic zaleZi také na charakteristice soustavy silovych prvka. V obecné
silové soustavé sil plati [3]:

Vr=2aUvm=1

BRNO 2012 11
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Obecna rovinna soustava sil:

Obr.1  Obecni rovinna soustava sil
PRUTOVE SOUSTAVY

Nosné konstrukce mlize byt tvofena prutovou soustavou. Kazdy prut je s ostatnimi spojen
klouby, kterymi se neptenasi ohybové ani kroutici momenty. Takové konstrukce vyuzivaji
maximalné kazdy z prutl, jelikoZ jsou pruty namahany pouze na tlak (tah). Pfi tomto typu
namahani probihd napéti po celém prirfezu prutu, na rozdil od napéti v ohybu a krutu, kdy
jsou ob¢ napéti na stiednici nulova .

Prvky prutového télesa se viici sobé nepohybuji, prutova soustava tvoii nepohyblivé prutové
téleso.

U prutovych soustav rozliSujeme vnéjsi, vnitini a celkovou statickou urcitost:

Vnéjsi statickd urcitost se vztahuje k uréeni vnéjSich nezndmych stykovych sil z pouzitelnych
podminek statické rovnovahy.
Vnitini statickd urcitost se vztahuje k urCeni sil v prutech. Pouzitelné statick¢é podminky

urcujeme z charakteru soustav sil pisobicich na sty¢niky.
Pro rovinou prutovou soustavu plati vztah [3]:

kde k — je pocet sty¢niki

p — je pocet prutl

Celkova staticka urcitost se vztahuje kurceni vSech nezndmych nezavislych parametri
prutové soustavy z pouzitelnych podminek statické rovnovahy.
Celkovou podminku Ize vyjadfit ve tvaru [3]:

2-k=p+u (5)

kde M- je pocet neznamych parametrti vnéjsich sil

BRNO 2012 12
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Ptiklad:
T
Obr.2  Prutova soustava
Vnéjsi statickd urcitost:
Pocet slozek mechanického pohybu odebranych vazbami: Ea =2
§p =1
=3
v—3
=> staticky urcité

Vnitini staticka urcitost:

k=3=»p @)

2-6-3=8
9+8 => Ix staticky neur¢ité

= > Celkova staticka urcitost:  1x staticky neurcité

SOUSTAVY TELES

Pti feSeni soustavy téles se miizeme setkat s n€kolika moznymi uloZenimi.

nepohyblivé
neomezujici deformaci
nezajistujici statickou rovnovahu
staticky neurcité

Ulozent : pohyblivé
omezujici deformaci
zajistujici statickou rovnovahu
staticky urcité

13
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Priklad:

Y o

WS

Obr.3  Mechanismus

Nejdiive ur¢ime pohyblivost celé soustavy provedenim kinematického rozboru. Pohybujeme-
li se v roviné vychdzime ze vztahu :

i=(n=-1)1, =3 (& 1) (6)

kde 1 - pocet stupiii volnosti vazaného télesa
iy - pocet stupni volnosti volného télesa v roving
n- pocet téles véetné télesa zdkladniho
n - pocet deformacnich parametrii odebiranych vazbami
Y &i-pocet stupiitt volnosti odebiranych vazbami [3]

i=(4-1)-3-)(9-0)
i=0

uloZeno nepohyblivé

Urceni statické uréitosti

Po uvolnéni vSech téles ziskame:
Pocet neznémych parametrﬁ NP = { FAx, FAy, FBX, FBy, FCX, Fcy, FEy, MBZ,FD }
pu=9
V obecné rovinné soustavé mame k dispozici tii rovnice a ma-li soustava téles tii télesa,
ziskavame 3 x 3, tedy 9 pouzitelnych rovnic. Plati tedy, ze =9
Podminka statické urcitosti p = 1/ je splnéna, téleso je staticky urcité uloZzeno

Soucasné musi byt splnéna i podminka pgr+ pm < Vg

0+3<3

BRNO 2012 14
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2 PREHLED ULOZENi NOSNIKU

Charakter uloZeni zalezi predevSim na rozmérech nosniki a zpisobl jejich namahani.

Realizace ulozeni je mozna uzitim vazeb a jejich vzdjemnych kombinaci.

2.1 PRIKLADY STATICKY URCITEHO ULOZENI

Tab.1 Staticky urcitd uloZeni

DN

Py
P

P

BRNO 2012

15



PREHLED ULOZENi NOSNiKU

Tab .2 Staticky urcita ulozeni
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PREHLED ULOZENi NOSNiKU

2.2 PRIKLADY STATICKY NEURCITEHO ULOZENI

Tab.3 Staticky neurcitd ulozeni

TR ) [
e
% f B fw
T | L
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3 VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNIKU

Tab.4 Vysledné vnitini ucinky ,, VVU* staticky urcitych nosnikii [6]

Nosrik

Ohykovy moment M, natoceni
@, pruhyb w, posouva jicT
sila T, reaokce F~

NN

M

I

My o = Fl

e
Y= 2E)

e
"B =35y

T=—F=—Fp,

-
3 b
A7 |
7 1
il
M
| [

B Fa®
P 2E]
Fa’® (2a b
W =
BT 3k (3 )
I'=—I = —Ig,
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 5 VVU staticky urcitych nosnikii [6]

Nosnik

Uhykovy moment M, natoceni
@, pruhyk w, posouva jici
sila T, reakce -r

q 2
gl
My max =~
A1ty
’&' B ql?
l _ st
1 J J M_LM_L_ == q ”
T Y
T'=—ql=—Fra
M
=
|
e N
/ C] MAmu::::qt(E_FaJ
AN BER E _Fi+ R o
,‘:// d b s Pr = 5 - b
. _qla
T Fp=—"--(a+b)
e
WB_TJ% £
M =5 +b+
“7320a+h) .
—
[ e
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 6 VVU staticky urcitych nosnikii [6]

Uhykovy =moment M, natocsni
Nosnik glepr‘];hyk:n 'T;, posouva jiclt
sila T, reakce
: - Y i
I TiTree o
fﬁl /4 T_-T I B qf3
' l PE T 12E]
L a
T wy =2
15E]
l
T——% —Fr,
M
WJJJ’““‘
\’LU/ 30
aec
T —= G 12 q
p ___1____ Cll My inax :1T+ 2
A0 | 1 _
A 7 B _ (2q4l +q51) - 12
7 l CE =T 12w
1 ggil gl
! [ =5 (5 *15
UMJ’U ql
2 T=—(E+qﬂ)=—FM
M
WWLW*‘
30
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 7 VVU staticky urcitych nosnikii [6]

Ohykowvy moment ¥,

~Aatocend

Nosnik @, proahylb w, posouvo JicT
sila T, reakce Fr
L —
9
ql*
Moar = —
A 8
g I 11 B X
%T — Pa=—@p = (i
i i ‘ " 24E]
T Hmﬁm _ Sall
hiiJJ“LLlJJ max = 384E]
ql
~ FRA:FRE:?:FR
M L TTIIT
m m Ta= —Tg = Fr —ql
|
—_ b-(l+2
q Mmax:q—( + 20)
8
! !
) AB _ . _ab- @b
A . S T wa ve 48E]
gb - (BL® — 41b* + b7)
T “‘lx\u‘ Wimax — 384E)
qb
Fpa = Fgp = >
M mﬂﬂﬂmm o _ab
A= "l =—
2
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 8 VVU staticky urcitych nosnikii [6]

Ohykovy moment M, noatolemnd
Nosnik ¢, prihyl w, posouva jicl
sila T, reakce Fy
Kl
Mrn,n.w\: T
&! _,.i B 1'32
Pa = —@Pp =
R :
/2 2 16E]
T _FI?
“mrrr - ‘18&!
gh
=Fyp = —
.y Fra RE = 5
T=+—
2
|
|
l__ = M max = Fe
A Fe-(I—¢)
4 Car = —@Pp = ——7 7
2N B C AN . y k)
7 h A _ _
* 4 _ Fc- (312 —4c?)
T M7 Wmax = 24 E]
LLILL] Fpa=Fpp = F
Tan=-Tep=F
Ml i
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 9 VVU staticky urcitych nosnikii [6]

Ohybovy moment M, natoceni
Noshik w, prihyk w, posouva jici
sila T, reakce Fr
M
—— I Mmux = M
Ml
A i Pa Zﬁ
7 p— )
—— Ml
Pe = — 7
6E]
T
EE
Wynay = 0,0642 - T
M -| HHTTWTTFTﬁﬁ-r —Fra = Fre =
_ M
ol
l Mmur = Fc
A & 2 _ Fac _ Fac
7; B N Pa = 6E) P = 3E)
s
2 - 0,0642 i
Wasmax = U, " -
E
[T11] !
INNNENERENEED Fc?
we 35 c(a+c¢)
—F
M Fra = ‘ FRE—F'C-'-Q
a
|| e —n g
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU -

Tab. 10 VVU staticky neurcitych nosnikii [6]

Ohykbovy moment M, natolend
Nosnik @, prihyk w, posouvao jici
sila T, reokce Fr
|>
o _ SF1 V3
732 €7 16
/]
i Pa =557
2 w2 7 32E)
F 3
T [IREREREEN Wmax=0.00932-ﬁ
. SF . 11F
Fra = '3 Fpe = a6
M
/ﬂTT\H\PMF‘- Tap = Fra Toe = —Frp
4
_ 9ql* ql
max T 128 B 8
B A 111y 1 _ZL A P
| A P47 48E)
qgl*
— —_— [y -
T ﬂﬁﬂ)u, sl inax = BO05% " gy
. 3ql . 5ql
fra=g~ e =g
M Ty = Fra Tg = —Fgrg
e T T L I L T T T
W
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 11 VVU staticky neurcitych nosnikii [6]

Uhykowvy moment M, natoceni

Nosrik @, prahyk w, posouva jicT
sila T, reakce Fr
l__
Fl Fl
N Ma=Me=—5 Ma=17
AN iR

B “ C FEJ

Wiax = Jaa 07

/7 | 1/2 192E]
F
T FRA :E FRC_E
o F ) F
fA:E ?B__E

M A,
\L\LU\L
d
ql* ql?
y - Ma=Ms = =35 Mam =57

Iﬂ\ '/1 I [\\\ B q!r**r

’ l A max = 384E)
. gl : gl
T xﬂﬂﬂw Fra =3 Fren =
J/W ql ql
w TA:? TB:_?
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VYSETRENi CASTYCH ULOZENi A NAMAHANI NOSNiKU

Tab. 12 VVU staticky neurcitych nosnikii [6]

Uhykovy moment M, nato&eni

NosnTk @, priuhylk w, posouvo jici
sila T, reokce Fr
F
Fab?
N Ma=—"p"
A /] I
R M. — Fa?b?
3 b \ B = ll_'3
FaZhb
T [T Me=——p
l _2F  adh?
M Wmax = 357" (3a + b)?
/fﬂ/m\ Fb?
W \k FRAZE—g'(Ba'l'b):TAB
Fa*
Ffec:ET “(Bb+a) = —Tge
d
Mma.x = MC = MD = D.lqi‘]
2ql
A /Hc A 'D i Fra=Fra =5 =Ta=-Ts
] 114l
I l l FRC:FRD:—: C:_TD
1 I m
I
N “iL <] = F=_F,,
M
AT AT AT
\ \)/
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Tab. 13 VVU staticky neurcitych nosnikii [6]

Uhybovy moment M, natoleni

Nosnik @, prouhyk w, posouva jici
sila T, reakce Fr
F F F , -
max 1= ?_E
A g [;E’ ﬂD? Fl
X A B
| AT 10
T g
RA = Fpp =
T b 111 1l 5
[T 23F
FRC:FRDZE
M1
oo
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4 METODY RESENi STATICKE NEURCITOSTI

Zpusobl ulozeni existuje celd fada. Kombinaci podpor, zatiZzeni a ulozeni ziskdme velmi
mnoho riznych piikladii nosnikt. V ptedchozich strankdch bylo vySetieno nékolik velmi
Castych ulozeni. V kazdé mechanice, at’ strojirenské ¢i stavebni se setkdvame i s netypickymi
nosniky a nelze se tedy pii jejich feSeni spoléhat na analogii vyfeSenych piikladi.
K GspéSnému zvladani statiky a pruznosti a pevnosti konstrukci je znalost metodiky feSeni
statické neurcitosti nezbytnou nutnosti.

4.1 CASTIGLIANOVA VETA

Jeto jedine¢ny zpisob feSeni posuvil a natoceni stfednice, ktery se da vyuzit pro vypocet
vazbovych reakci u staticky neurcité ulozenych soustav. Castiglianova véta uvadi, ze plisobi-li
osam¢lé sily na linedrné pruznou soustavu, jejiz deformace jsou malé, pak posuv pisobiste
libovolné sily po jeji nositelce je roven parcialni derivaci celkové energie napjatosti podle této
sily. Castiglianovu vétu miizeme zapsat matematicky ve tvaru [4]

ow (7

uiza—Fi

kde u; je posuv pusobisté sily F; ve sméru sily F;. Pro natoc¢eni podél stfednice je rovnice
zapsana ve tvaru

oW (8)
M,

Pi
kde ¢; je thel natoceni (v radianech) silové dvojice M; ve sméru ptisobeni M; .Analogicky lze
pro natoceni podél prifezu

oW )
CoM;

@i

Castiglianovu vétu mizeme pouzit pro urceni posuvu v bodé, kde neptisobi zadna sila ani
silové dvojice. Postup vypoctu je nésledujici [4]

e Sestavime rovnici pro vypocet celkové energie napjatosti, do které zahrneme energii
napjatosti vlivem doplitkové sily nebo silové dvojice QOp, plusobici v bod¢€, jehoz
posuv pocitame.

e NapiSeme vztah pro urceni pozadovaného posuvu u; ve sméru Op, jako derivaci
celkové energie napjatosti podle QOp.

e Protoze Op je doplitkova sila, dosadime do vztahu ziskané¢ho ve druhém kroku za QOp
nulu
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4.1.1 ENERGIE NAPJATOSTI

Vnéjsi prace vykonand pti deformaci pruzného télesa je transformovana na potencidlni energii
neboli energii napjatosti. Jestlize dojde k deformaci prutu ve sméru ptsobici sily o hodnotu y
a je-li zavislost mezi zatizenim a deformaci linearni, bude energie napjatosti télesa rovna [4]

F F? (10)
W= | Fdx =
f =2V %
_SE_ My _Glo an
L e
Tuto rovnici je moZno zobecnit, jestlize si uvédomime vyznam Cinitelll v ni vystupujicich.
V citateli zde miize byt misto sily F posouvajici sila, ohybovy moment nebo kroutici moment.

Ve jmenovateli potom musi byt odpovidajici tuhost pfi¢ného prufezu k. Takto miizeme ziskat
vztahy pro energii napjatosti prutu pro jeho rizné jednoduchd naméhani.

w —NZl tah a tlak (12)
=73 ah atla
Myl (13)
W = 26T, krut

Sila T deformuje prvek prostym smykem, pak

T2 ) (14)
~2s¢ ™Y

Pro malé deformace v ohybu je poté energie napjatosti celého nosniku

(15)
W = jm dx tah a tlak
(16)
W= .fﬁ dx ohyb
w= | M (17)
2G],

Pak miizeme piepsat vztahy pro posuvy a natoCeni, kde mizeme uvaZovat proménnost
materialovych vlastnosti a piicného prifezu podél strednice[4]

—aW—leaNd tah a tlak 18
Y=k ES( aF) x o tarata (18)
ow 1 oM, (19)

YT R, fE]Z< 0 ap*)dx ohyb
(20)
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ow 1 ( My

=6Ml-= I My aMi>dx krut

@i

4.2 DIFERENCIALNi ROVNICE OHYBOVE CARY

4.2.1 ODVOZENI DIFERENCIALNi ROVNICE OHYBOVE CARY

Uvazujme rovinny staticky urc¢ity nosnik s libovolnym svislym zatiZenim q,(x) v roviné xz.
Dané zatizeni vyvolava pruznou deformaci nosniku, za niz se pfima osa nosniku pfetvori
v rovinnou kfivku, tkz.ohybovou &aru w(x), znazornénou cCarkované. Jednotlivé svislé
potadnice ohybové ¢ary w(x) udavaji prihyb nosniku v daném misté a jsou kladné sméiuji-li
dolt. PootoCeni ¢ prifezu nosniku, tj. sklon te¢ny k ohybové ¢afe s plivodni osou nosniku x,
métime kladn€ po smyslu otaceni hodinovych rucicek [2].

A g 5B
' o AT
W (XD
__L_ﬂ
l

Obr.4  Ohybova cdra

Ohybova ¢ara w(x)=w je velmi plocha a podle teorie malych deformaci lze pro ni psat

aw (21)

(p:tg(p:a_

Kfivost rovinné c¢ary je analyticky vyjadfena rovnici w=f(x), matematickou upravou
dostavame

1 w”’ (22)
o 3

P 1 +w2)2

kde p je polomér kiivosti, velmi maly vyraz w2mtizeme zanedbat a dostdvame

1 do (23)
p dx v
(24)
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M
dxE]

dosazeni do =

Po dosazeni a Upravé ziskdme diferencialni rovnici ohybové €ary rovinného nosniku 2.
Fadu [2]

ven _ o My (25)
w'(x) = iE]y

Druha derivace ohybové ¢ary w(x)je pfimo umérna ohybovému momentu M(x) v daném misté
X" nosniku a nepfimo umérnd ohybové tuhosti £J. Prvni pfimou integraci ziskdme velikost
natoceni teny ohybové ¢ary a pii druhé integraci posunuti v bod¢ stiednice [2].

Kitivost nosniku ovliviiuji nejen ohybové momenty M(x), vyvolané zatizenim ¢(x), ale rovnéz
nerovnomérna zmeéna teplota po vySce prifezu nosniku. Uvazujeme-li vliv teploty, obdrzime
po uprave rovnici ohybové ¢ary nosniku ve tvaru [2]

M, aAt (26)
% =4y _
w”(x) 5, .

kde a je soucinitel tepelné roztaznosti, At je teplotni rozdil dolnich a hornich vlaken praiezu
nosniku a 4 je vyska priafezu [2].

4.2.2 ZNAMENKOVA KONVENCE

v
—wi(x) Y
~ Y
%

SN :

;\T/ /
+w<x>\

Obr.5 Znaménkova konvence
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4.3 METODA TRIMOMENTOVYCH ROVNIC

4.3.1 ODVOZzENi TRIMOMENTOVE ROVNICE

Tfimomentova rovnice je metoda silova, ktera voli za staticky neurcité veliCiny X; (i=1,2...n)
spojittho nosniku podporové momenty M, ve vetknuti a nad vnitinimi podporami.
Z vysetfované¢ho nosniku se vytvori tkz. zékladni staticky urc¢itd soustava, ktera je tvorena
soustavou prostych nosnikli v poc¢tu rovném poctu poli spojit¢ho nosniku a o rozpétich

rovnych rozpétim poli spojitého nosniku [2].

Co
Ea P
. lab lbe |
I
ohykowva
cara
(|O) \ Soc
o 77 —Ja#;f
lab | : lab

zakloodn soustava

S e

Coh A 7;;% - /ﬁﬁ“-

golo whoo

#I=Ha Xe= Mb X3=Mc

TN

( E ﬁ )
el@ S 7;2 N

XP Mk X3=Mc

p
(£ .

Q. Io ko
~ P—E
<9> v\-b wh
e poc | fﬁ ] ke e
Q " b |<).-" " C

T

obr.6  Rozklad nosniku na zakladni soustavu
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Pti stanoveni deformacnich podminek vychazime z ohybové ¢ary obr.6 (b) spojitého nosniku,
kterou uvazujeme za zcela libovolného zatizeni jako spojitou, tj. v Zddném misté nema zlom.
U kazdé vnitini podpory, napft. b, spojitého nosniku musi platit [2]

Ppa = —Dpa (27)
kde

Dpa = MaPpa + Mpapg + Ppa (28)
Dpe = Mpapc + McPpc + @pe (29)

Jsou sklony tecen k ohybové ¢are spojitého nosniku v prifezech tésné zleva a zprava podpory
b (obr.6 b,d,e, f).

K deforma¢nim uhlim pfipojujeme vzdy dva indexy a znaménko; prvni index znaci konec
pole, jehoz pootoceni hleddme, druhy index pak udava opacny konec vySetfovaného pole.
Pootoc¢eni podporového prifezu je kladné, prohyba-li se nosnik v blizkosti podpory smérem
dolti. V8echny uhly ¢, &, 5 na obr. 6 jsou kladné [2].

Po dosazeni vztaht (28), (29) do deforma¢ni podminky (27) a tUpravé obdrzime
tifimomentovou rovnici pro podporu b spojitého nosniku [2]

MgBpa + Mp(apg + apc) + McBpc + Ppg + @pc =0 (30)

] Wi

Obr. 7 Vetknuty konec “a* spojitého nosniku

Tifimomentovou rovnici lze napsat rovnéz pro vetknuty konec a (obr. 7 a) spojitého nosniku,
v némz je @, = 0. Za tim Gcelem piipojime k nosniku jesté jedno, tkz. nulové pole oa (obr. 7
b) o délce l,,—> 0, které je nezatizené a dokonale neohebné (nedeformovatelné) [2].
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Tfimomentova rovnice pro vnitini podporu a nosniku (obr.7 b) ma pak podle (30) tvar

MoBao + Mg(aqo + @ap) + MpBap + Pao + Pap = 0 (D)
Uvazujem-livni M, =0, By = @go = Pao =0

Obdrzime ptetvarnou rovnic

Mgago + MpBap + Pap =0 (32)

shodnou s rovnici pro oboustranné vetknuty nosnik [2].

4.3.2 SPOJITY NOSNIK S PREVISLYM KONCEM

Ma-1i spojity nosnik ptevisly konec, je ohybovy moment v krajni podpofe roven momentu
previslého konce. Takto vypocteny moment pak dosazujeme jako staticky urcitou veli¢inu do
ttimomentové rovnice pro krajni podporu [2].
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5 RESENi ZVOLENEHO PRIKLADU

5.1 ZADANI

Priklad: Spojity nosnik konstantniho prifezu po celé¢ délce. Zatizeny silou F = 3kN, «x =30°
q=1kN/m,a=10,b =10, ¢ = 6, e = 2. Stupen statické neurcitosti s = 3.

. F
. a’ z Ia
Ex T - JE Jl
N £B #=C Z01|E
’T_;-/ I__EZ l__L‘z E]Z'
3 b C d

Obr. 8  Zvoleny priklad

ROVNICE STATICKE ROVNOVAHY:

Fpy — Fcosa =0 (33)
Fy, — Fg, — F¢, — Fp, + q(a + b) + Fsina =0 (34)
(a+¢)? (35)

—Myy, + aFg, + (a+b)Fe, + (a+ b+ c)Fp, —q + Fsinal = 0

CASTECNE UVOLNENIT:

Ulohu uvolnime na uroven statické urcitosti. V misté uvolnéni zajistime stejné deformace
pomoci okrajovych podminek. Pfi feSeni VVU uvoliiujeme prvky od volného konce.
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a
U
IARE o 1
A/ﬁr.’ BRI B / |
’,/ | ill | /“\\'.\
— 1 — | -
B C B
Wp, =0 W~ =0 W
B C D
Obr.9  Cdstecné uvolnéni
VVU:
Usek 1: x,€(0,d)
T, = Fsina
My, = —x,Fsina

T, = Fsina — Fp

Moz = szD - (xZ + d)FSlna

T3 = Fsina — Fp — F; + x3q

X
Mys = x3F; + (x5 + ¢)Fp — (x5 + ¢ + d)Fsina — 3

Usek 2: x,€(0,¢)

Usek 3: x3€(0, b)

2

q

Usek 4: x,€(0,a)

T, = Fsina — Fp — F; — Fg + (x4 + b)q

(b +x9)%q

My, =
04 2

— (x4 + b+ c+ d)Fsina —

+ x4Fg + (x4 + D)F + (x4 + ¢ + b)F)

2
X37q

2

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

Pro vy¢isleni vsech stykovych vyslednic bylo uzito programu Scia Engineer , graf zavislosti

normalovych sil, posouvajicich sil a ohybovych momentti vloZen na konci piikladu.
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5.2 INTEGRALNi RESENI

DEFORMACNI PODMINKY ZISKANE Z CASTIGLIANOVI VETY:

ow (44)
FD - =
RCEEFTR
1 a oMy,
= — My, ———|d
E]y<fo ( 01 6FD) 1
¢ My, b M5 a Mo,
[ (o 22 e + [ (i 202) e + [ (i 2028)
. 02755 2 . 037 5F, 3 . 045 4
(45)
WCFC = a_W - 0
d0F,
ow
B _ 9" _ (46)
WB = GF,
Nyni mame stejny pocet rovnic jako nezndmych. Soustavu je mozné vycislit.
5.3 DIFERENCIALNi RESENI
ROVNICE OHYBOVYCH CAR PRO KAZDY USEK
y »
— N
A 9 i .
? _ - . AP
f!—\i ", Vs B S o C WD-‘; E
1
Xy, %3 X2 X4
_a _ b _ C oo d
Obr. 10  Priblizné znazornéni ohyb. cary
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Pro kazdy z useki miizeme psat:

. M 47
wy (%) = ﬁo; “7)
M
wy” (xp) = F"Z (48)
y
vty = Moz
w3 (x3) = EJ, (49)
M
W4”(x4) = FM (50)
y

Ohybové momenty 1-4 dosazujeme z VVU.

OKRAJOVE PODMINKY:

Okrajové podminky sestavime z vazebnych podminek a z podminek spojitosti a hladkosti
ohybové cary.

Podpora D:
wi (= d) = wy(x, =0) = 0 (51)
wy (2 = d) = wy ' (x, = 0) (52)
Podpora C:
wy(xy =€) = wa(x3 = 0) = 0 (53)
wy (%, = €) = wy (3 = 0) (54)
Podpora B:
ws(xs = b) = wy(x, = 0) = 0 (55)
w3 (x5 = b) = w, " (x, = 0) (56)
Podpora A:
wa(xs =a) =0 (57)
wy (s = a) =0 (58)
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Po integrovani diferencialnich rovnic ohybovych Car a dosazenim okrajovych podminek
ziskame soustavu jedendcti linedrnich rovnic o jedenécti nezndmych (osm integracnich

konstant a tfi nezndmé stykové vyslednice). Pfevedenim na maticovy zapis ziskdvame
¢tvercovou matici 11 x 11.

5.4 METODA TRIMOMENTOVYCH ROVNIC

®

P £ / [ 4
= q / \*.
Ax__ /4 11111} R - 1

A =B 7C *WA D | E
Fﬁ/ r |_BZ |_[_:2 ’__:]ZT
I - b o d
x1=Muo X*e2=Mk X3=Mc M

A E C D

Obr. 11  Zdakladni soustava

Ttimomentové rovnice pro podpory A,B,C spojitétho nosniku s pouzitim nulového
nezatiZzeného pole maji tvary [2]

MoBao + Ma(aqo + aap) + MpBap + Pao + Pap =0 (59)
MqPpa + Mp(apg + apc) + McBpc + Ppa + @pc = 0 (60)
MpBer + Mc(acp + @ca) + MyBea + Pcp + Pca =0 (61)
v nichz

Bao = Aqo =0,M, =0

BRNO 2012 39



RESENi ZVOLENEHO PRIKLADU

Deformacni Ghly o, 5, stanovime pomoci vzorcu z tabulek, viz [2]

Aap = Apg = Ape = =i=£ (62)
ab ba bc > =351 T 3E]
a 10
Bab = Bva = Boc = Bep = 6_E] = 6_E] (63)
c 2 c 1 (64)
acd:adc:3_Ev]:E_]'ﬁcd = Pac :6_E]:6_E]
3 3
Pab = Pvra = Pbc = Pcb = ;4_(7;7 = 2140E] (65)
Po dosazeni do tfimomentovych rovnic a upraveé ziskdme soustavu tii linearnich rovnic
2M, + M, = —-25 (66)
M, +4M, + M, = -50 (67)
M, + 3,2M, = —23,2 (68)
X, =M, = —7,755 kNm
X, =M, = —-9,490 kNm
X; = M, = —4,284 kNm
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My .
S S
FAx BEREBEENERENE! /\
— 7 K =
Fazl FrB| Frc FrD |
a b C d
Nl
4,82 o P T'=4
0,21 _ I—l—l—l—[l'._‘_.
! xp Xp?
-5,17 447
-9,49
~-7.75
-4,28 | B - —3.00
M \ / /H\’_H TH T

9.75

Obr. 12 Vysledné stykové sily
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ZAVER

Integralni pristup (Castiglianova véta)
Vyhody:
Umoziiuje rychle urcit deformacéni charakteristiky v konkrétnim bod¢ sttednice
Umoznuje zahrnout vliv posouvajici sily na prithyb a natoceni
Ve srovnani s diferencidlnim pfistupem je vypocet podstatné rychlejsi a snazsi
Umoznuje volit rizny soufadnicovy systém v kazdém useku
Je pouzitelny u zakiivenych pruti
Nevyhody:
Lze ho pouzit pouze v linearni pruznosti
Neda se pouzit pii hledani extrému

Diferencialni pristup (rovnice ohybové ¢ary)
Vyhody:
Umoziiuje fesit i velké prihyby pomoci rovnice pro velké deformace
Umoznuje urcit v obecném misté velikost priahybu a natoceni
Umoziiuje najit misto extrémniho prihybu a urcit jeho velikost
Nevyhody:
Nezahrnuje vliv posouvajici sily
Velka matematicka slozitost

Trimomentova rovnice
Vyhody:
Efektivni feSeni nosniku vicekrat staticky neurcitych
Pti symetrickém zatiZeni je to nejrychlej$i metoda
Nevyhody:
Nelze s ni fesit prithyb a natoCeni v misté stiednice stiednice
Resi pouze ohybové momenty v misté vazeb a z nich stykové vyslednice
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

U [-]

Hm [-]

HR [-]
A,B.C,D [-]
a.B.¢ [rad]
ab.cl [m]

E [Mpal]
F [N]

@ [rad]
bab [rad]
G [Mpa]
T [m*]
Jy [m*]
k [Nm™]
I [m]
M [Nm]
N [N]

1% [_]

q [Nm]
P [m]

! [N]

u [m]

w [m]
W [J]

3 [-]

i [-]
Qp [N]

Poissonovo ¢islo

Pocet neznamych parametr momentu
Pocet neznamych parametri polohy
Vazby

Deformacni uhly

Délkové rozméry

Modul pruznosti v tahu

Osaméla sila

Uhel nato¢eni

Sklony tecen k ohybové care

Modul pruznosti ve smyku

Polarni kvadraticky moment

Osovy kvadraticky moment

Tuhost pruzného télesa

Délka pole

Silova dvojice

Normalova sila

Pocet pouzitelnych rovnic

Liniova sila

Polomér kiivosti kiivky

Posouvajici sila

Deformacni posuv ve sméru osy x
Deformacni posuv ve sméru osy z
Energie napjatosti

Pocet stupiii volnosti odebiranych vazbou
Pocet deformacnich parametrii odebiranych vazbami

Doplitkova sila, spojité zatizeni
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SEZNAM OBRAZKU

OB, 1 Obecna rovinna soustava sil
O BT, 2 Prutova soustava
O BT, 3 Kinematicky mechanismus
O BT, 4 e Ohybova ¢ara
OB, 5 Znaménkova konvence
ODbr.6 Rozklad nosniku na zdkladni soustavu
Obr. T Vetknuty konec ,, a “spojitého nosniku
O BT, B o e Zvoleny ptiklad
O L. O Césteéné uvolnéni
OB 10 e Ptiblizné znazornéni ohybové Cary
L o) P Zakladni soustava
OB 12 o Vysledné stykové sily

BRNO 2012 45



