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ABSTRAKT 

Tato bakalářská práce se zabývá návrhem a optimalizací oběžných kol turbostrojů, se 
specifickým zaměřením na odstředivá čerpadla, pomocí metody trojrozměrného 
inverzního návrhu. V teoretické části jsou popsány základní fyzikální principy turbostrojů, 
analýza hydraulických ztrát a detailní rozbor mechanismů vzniku sekundárního proudění. 

Hlavní částí práce je popis inverzní metody, která umožňuje kontrolu nad 3D 
rychlostním a tlakovým polem prostřednictvím definice distribuce zatížení lopatky 
(anglicky "blade loading") a obvodového momentu hybnosti. Na tento teoretický základ 
následně navazuje její praktická aplikace při návrhu prostřednictvím softwaru 
TURBOdesign1, který je na inverzní metodě založen. 

Praktická část se věnuje demonstraci toho, jak lze pomocí inverzní metody a 
jednoduchou úpravou zátěžové funkce lopatky úspěšně potlačit nežádoucí 
hydrodynamické jevy. Následně je představena samotná optimalizace na bázi inverzní 
metody, konkrétně s využitím optimalizačního algoritmu Reactive Response Surface, a 
její objektivní ověření pomocí CFD simulací v softwaru Ansys CFX. 

 

Klíčová slova 

Inverzní metoda návrhu, TURBOdesign, oběžné kolo odstředivého čerpadla, 
sekundární prouděni, optimalizace. 

 

ABSTRACT 

This bachelor's thesis deals with the design and optimization of turbomachinery 
impellers, with a specific focus on centrifugal pumps, using the three-dimensional 
inverse design method. The theoretical part describes the fundamental physical 
principles of turbomachines, the analysis of hydraulic losses, and provides a detailed 
examination of the mechanisms behind the formation of secondary flows. 

The core of the thesis lies in the description of the inverse design method, which 
enables direct control over the 3D velocity and pressure fields through the definition of 
the blade loading distribution and the circumferential angular momentum. This 
theoretical foundation is subsequently followed by its practical application in the design 
process using the TURBOdesign1 software, which is based on the inverse design method. 

The practical part focuses on demonstrating how undesirable hydrodynamic 
phenomena can be successfully suppressed by means of the inverse method and simple 
modifications to the blade loading function. Subsequently, the optimization process 
based on the inverse method is presented, specifically utilizing the Reactive Response 
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Surface optimization algorithm, followed by its objective verification via CFD simulations 
in the Ansys CFX software. 

Key words 

Inverse design method, TURBOdesign, centrifugal pump impeller, secondary flow, 
optimization. 
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ÚVOD 
 

Turbostroje mají v moderním světě široké spektrum využití, zejména v průmyslu a 
energetice. Jedněmi z nejtypičtějšími a v praxi nejrozšířenějšími zástupci této kategorie 
jsou odstředivá čerpadla a turbíny. Vzhledem k rostoucím nárokům na energetickou 
účinnost a ekologický provoz je neustálé zdokonalování a optimalizace těchto zařízení 
vysoce aktuálním tématem. 

Avšak návrh hydrodynamicky optimálního tvaru oběžného kola představuje 
komplexní inženýrskou úlohu. Vzhledem k tomu, že proudění uvnitř rotujících kanálů 
má složitý trojrozměrný charakter a závislost mezi změnou geometrických parametrů a 
výsledným prouděním je nelineární a neintuitivní, je návrh nového a optimalizovaného 
tvaru turbostroje časově náročný a vyžaduje velice kvalifikovaného a zkušeného 
konstruktéra. Z těchto důvodů je takový proces pro mnoho podniků finančně neúměrně 
nákladný. V praxi se proto od komplexních optimalizací často upouští a výrobci se 
raději nadále spoléhají na starší, historicky zavedené návrhy, přestože se tím musí 
smířit s jejich horšími provozními charakteristikami. 

Řešením tohoto problému může být implementace inverzní metody do návrhu 
turbostrojů. Konkrétně se tato závěrečná práce hlouběji zabývá problematikou návrhu 
oběžných kol odstředivých čerpadel, avšak základní fyzikální principy jsou sdílené s 
turbínami a inverzní metoda je stejně aplikovatelná i pro ně. Proto lze konstatovat, že 
výsledky a závěry získané během této práce jsou platné i pro případ návrhu turbín. 

V předložené práci je prakticky demonstrován návrh geometrie oběžného kola 
pomocí inverzní metody a následně je představen příklad optimalizace na bázi této 
metody. 
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1 Turbostroje  
 

1.1 Základní princip a rozdělení turbostrojů 
 

Turbostroj je zařízení, v němž dochází k přeměně energie prostřednictvím ustáleného 
průtoku kapaliny nebo plynu pohybujících se vysokou rychlostí rotujícím prvkem rotoru. 
Na rozdíl od objemových strojů (jako jsou například pístová čerpadla), které přesouvají 
tekutinu mechanickým vytlačováním, což způsobuje pulzující charakter průtoku, 
turbostroje pracují výhradně na hydrodynamickém principu a proces přenosu energie 
probíhá plynule. Silová interakce mezi rotorem a pracovní tekutinou je realizovaná 
pomocí speciálních elementů – lopatek. 

Síla působící na lopatky je úměrná otáčení rotoru turbostrojů. Pokud tekutina 
předává svoji kinetickou a potenciální energii rotoru, stroj se nazývá turbínou. Jestliže 
naopak – pracovní tekutina získává energii a stroj spotřebovává vnější práci, jedná se o 
čerpadlo, kompresor nebo ventilátor [1]. Přivedená práce v takovém případě zvyšuje 
hybnost tekutiny a její statický tlak. Ačkoliv se tyto dvě hlavní skupiny liší směrem 
přenosu energie, základní fyzikální principy proudění i pokročilé návrhové metody 
zůstávají pro obě kategorie totožné. 

Zásadní předností turbostrojů, zejména ve srovnání s objemovými koncepcemi, je 
jejich vynikající poměr výkonu vůči celkové hmotnosti. Turbostroje dokážou zpracovat 
obrovské množství hmoty, a přitom mít velmi kompaktní rozměry. Na tuto konstrukční 
výhodu navazuje řada dalších klíčových charakteristik turbostrojů: 

• Extrémní rozsah výkonů: může dosahovat extrémních hodnot (od jednotek wattů 
u stomatologických násadek až po 1900 MW v parní turbíně Arabel [2]). 

• Široké spektrum průtoků: Rozsah průtoku se pohybuje od desítek mg/s po 
stovky tun za sekundu[3]. 

• Vysoká účinnost: Při optimálním návrhu může celková účinnost těchto strojů 
přesahovat 90 %. 

• Variabilita pracovních otáček: Provozní otáčky turbostroje mají obrovský rozptyl 
– od 6 otáček za minutu u velkých větrných turbín až po stovky tisíc otáček za 
minutu u stomatologických vrtaček. 

• Klidný chod: Ve srovnání s objemovými stroji generují mnohem nižší vibrace v 
systému. 

• Čistota čerpaného média: Pracovní objem je izolovaný od ložisek, nedochází ke 
kontaktu oleje s pracovní hmotou. 

• Vysoká životnost a spolehlivost: Příkladem může být dvouproudový letecký 
motor CFM56-7B, který se dá provozovat kolem 30 000 hodin bez nutnosti 
generální opravy [4]. 

• Výborná kompatibilita: Vynikají snadnou mechanickou provázaností s 
elektrickými stroji (generátory, elektromotory) a lze je snadno řadit do kaskád. 

Kombinace vysoké účinnosti, kompaktních rozměrů a velkých průtoků dělá z turbostrojů 
ideální řešení pro průmysl. Jejich typickým zástupcem je odstředivé čerpadlo. A právě na 
něj se zaměřuje tato bakalářská práce v praktické částí – konkrétně na jeho hydraulický 
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návrh a optimalizaci oběžného kola pomocí metody inverzního návrhu. Přičemž 
předkládaná metodika inverzního návrhu a fyzikální principy řízení toku tekutiny uvnitř 
lopatkových kanálů jsou plně univerzální a lze je zcela analogicky aplikovat i v oblasti 
návrhu turbín. 

1.2 Odstředivé čerpadlo a jeho konstrukce 
 

 Odstředivé čerpadlo je stroj, který transformuje rotační kinetickou energii od 
elektrického motoru na hydrodynamickou energii pracovní kapaliny. Pracovní látka 
vstupuje v axiálním směru (podél osy otáčení hřídele) přes sání do oběžného kola, avšak 
vystupuje radiálně, po celém obvodu kola [1].  Jakmile kapalina opustí oběžné kolo, 
vstupuje do rozšiřujícího se prostoru (spirální skříně nebo difuzoru) který tekutinu 
zpomalí, a přitom dochází k přeměně dynamického tlaku na statický. 

Na obr. 1 lze vidět meridiální řez radiálního odstředivého čerpadla a jeho základní 
komponenty.  

Obr. 1 – Osový řez oběžného kola (vlevo) a pohled na lopatku (vpravo); upraveno 
podle [5]. 

Mezi základní komponenty oběžného kola patří: 

• Náboj – centrální část kola, která slouží k upevnění na hřídel motoru, 
přenáší kroutící moment z motoru přímo na tělo oběžného kola. 

• Krycí disk – komponenta která obklopuje lopatky oběžného kola pro 
zvětšení tuhosti, a zároveň slouží k usměrnění kapaliny. 

• Nosný disk-nosná konstrukce, na které jsou lopatky pevně 
přichyceny [6].  
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V závislosti na přítomnosti krycího disku se dají oběžná kola rozdělit na dva typy: 
otevřené – pouze lopatky na náboji, používají se pro čerpání kapalin s velkým počtem 
nečistot, a uzavřené, tento typ oběžného kola je nejúčinnějším [5], právě tímto typem se 
zabývá tato bakalářská práce. Rovinné nebo prostorově zakřivené lopatky jsou u něj 
pevně uložený mezi krycím a nosným diskem. 

Obr. 2 – Typy oběžných kol; upraveno podle [11]. 

1.3 Geometrie oběžných kol a typy lopatek  
 

Tvar a geometrie lopatek oběžného kola mají zcela zásadní vliv na výsledné 
charakteristiky čerpadla. V praxi se u oběžných kol setkáváme se třemi základními typy 
lopatek: 

• Radiální(rovinná) lopatka – má nejjednodušší geometrii a generuje největší 
nárůst tlaku v širokém rozsahu průtoků čerpadla. Má však i své nevýhody – v 
oběžných kolech s radiálními lopatkami je často pozorováno sekundární 
proudění, a především je náchylná ke vzniku tzv. jet-wake fenoménu [5], který 
bude detailněji rozebrán později. Pro čerpadla s rovinnými lopatkami je navíc 
charakteristický strmý pokles dopravní výšky po dosažení bodu maximální 
účinnosti. Z toho důvodu se oběžná kola s radiálními lopatkami většinou voli pro 
čerpadla s nízkou specifickou rychlostí [6]. 

• Oběžné kola s dopředu zahnutými lopatkami se používají v čerpadlech, od 
kterých se očekává práce na širokém rozsahu hodnot průtoku, přičemž celková 
účinnost takových čerpadel je nižší. Dalším významným problémem u této 
geometrie je riziko snadného přetížení hnacího motoru. 

• A nakonec nejčastějším provedením jsou dozadu zahnuté lopatky, které 
dosahují nejvyšší hydraulické účinnosti ze všech tří základních typů. Hlavním 
důvodem efektivnosti tohoto řešení je příznivější distribuce rychlostí v 
lopatkovém kanálu, která vede k nižším ztrátám způsobeným třením a vířením [6]. 
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Obr. 3 – Tři hlavní typy odstředivých čerpadel s:(a) dozadu zahnutými lopatkami, (b) 
radiálními (přímými) lopatkami a (c) dopředu zahnutými lopatkami; a srovnání 

charakteristik dopravní výšky a příkonu pro tyto tři typy odstředivých čerpadel; upraveno 
podle [6]. 

Pro účely této práce byla zvolena oběžná kola uzavřeného typu s dozadu 
zahnutými lopatkami, která představují nejvýkonnější a nejpoužívanější konfiguraci pro 
čerpadla nižších a středních specifických otáček. Aby bylo možné tuto geometrii správně 
navrhnout a optimalizovat, je nutné nejprve zavést základní provozní parametry čerpadla. 

1.4 Provozní a hydraulické parametry čerpadla  
 

Mezi základní provozní parametry odstředivého čerpadla patří objemový průtok Q, což je 
objem nebo hmotnost tekutiny procházející vstupním hrdlem za jednotku času. A úhlová 
rychlost 𝜔 , která je přímo úměrná otáčkám rotoru n [ 𝑚𝑖𝑛−1 ]. Mezi geometrické 
parametry, které vstupují do základních výpočtů jsou: poloměr oběžného kola r, šířka 
vstupní hrany lopatky 𝑏1  a šířka kanálu na výstupu z oběžného kola 𝑏2. 

Při svém provozu generuje čerpadlo nárůst celkového tlaku Δ𝑝0 (v případě turbíny 
jde naopak o zpracovaný tlakový spád), který se dá vyjádřit pomocí dopravní výšky 
čerpadla H – výšky, do jaké je čerpadlo schopné čerpanou kapalinu dopravit. Vztah mezi 
tlakem a dopravní výškou je definován rovnicí: 

𝐻 =
𝛥𝑝0

𝜌𝑔
 (1.1) 

kde 𝜌 je hustota tekutiny, 𝑔 je tíhové zrychlení. Celkový tlak 𝑝0 v tekutině je dán součtem 
statického a dynamického tlaku: 

𝑝0 = 𝑝 +
1

2
𝜌𝑣2 (1.2) 
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kde 𝑝 je statický tlak a 𝑣  je rychlost proudící tekutiny. 

Pro komplexní klasifikaci čerpadel a volbu optimálního tvaru oběžného kola se 
zavádí takzvané specifické otáčky 𝑛𝑠[𝑚𝑖𝑛−1]. Tento parametr v sobě spojuje všechny 
výše zmíněné provozní veličiny a vypočítá se podle následujícího vztahu: 

𝑛𝑠 = 3,65 ⋅
𝑛

√𝐻
⋅ √

𝑄

√𝐻
 (1.3) 

Právě na základě parametru 𝑛𝑠 volí konstruktér základní meridiánový profil a typ 
oběžného kola. Platí, že pro stroje s nízkými specifickými otáčkami se volí úzká radiální 
kola, se vzrůstající hodnotou 𝑛𝑠 se geometrie mění na širší kola diagonální, a pro 
extrémně vysoké hodnoty specifických otáček jsou nejvhodnější oběžná kola axiální. 
Tento klasifikační přístup se plně uplatňuje i u návrhu turbín, kde hodnota specifických 
otáček přímo rozhoduje o volbě mezi Peltonovou, Francisovou či axiální Kaplanovou 
turbínou. 

 

Obr. 4 – Tvar oběžného kola v závislostí na specifických otáčkách [8]. 

Dalšími klíčovými parametry jsou: Hydraulický výkon přenesený čerpadlem do 
tekutiny 𝑃𝐻, který se získá z hodnot průtoku a dopravní výšky čerpadla: 

𝑃𝐻 = 𝜌𝑔𝐻𝑄 (1.4) 

A mechanický příkon na hřídeli  𝑃𝑠  , který je přímo svázán s kroutícím momentem T a 
úhlovou rychlostí 𝜔.  

𝑃𝑠 = 𝑇 ∙ 𝜔 (1.5) 

Vzhledem k tomu že uvnitř stroje dochází ke ztrátám, je hydraulický výkon 𝑃𝐻  vždy menší 
než výkon dodaný z motoru na hřídeli 𝑃𝑆  . Tyto ztráty lze rozdělit na mechanické a 
hydraulické. Mechanické ztráty souvisejí se třením, jako například v ložiskách a těsnících 
prvcích. Hydraulické ztráty zahrnují ztráty netěsnostmi, disipaci v mezních vrstvách, 
ztráty třením disku [11]. To vede k dalšímu důležitému parametru, kterým je účinnost 
čerpadla 𝜂 . Účinnost čerpadla se snadno získá z výkonu na hřídeli a hydraulického 
výkonu: 

𝜂 =
𝑃𝐻

𝑃𝑆
 (1.6) 
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1.5 Jednorozměrný (1D) model proudění  
 

Odhad výkonu a chování, nebo základních charakteristik čerpadla, jako například 
dopravní výška nebo rychlosti v oběžném kole lze přibližně stanovit pomocí 
zjednodušeného jednorozměrného modelu proudění. Reverzní návrh, kde pomocí 
charakteristik čerpadla BETA 12 byla odhadnuta geometrie jeho oběžného kola lze najít 
v příloze této práce.  

V rámci této analýzy bylo proudění uvažováno jako ustálené a nestlačitelné, 
přičemž býlí zanedbané veškeré ztráty. V úvahu nebyly brány ani samotné lopatky, jejich 
počet či tloušťka. 

Vzhledem k tomu že oběžné kolo čerpadla se otáčí kolem své osy, je pro 1D 
analýzu nejvhodnější pracovat v rotující vztažné soustavě. Z toho důvodu v rychlostním 
trojúhelníku je zavedena relativní rychlost 𝑤 , která je definovaná jako rozdíl mezi 
absolutní rychlostí 𝑣 a unášivou rychlostí 𝑢 (𝑢 = 𝜔 × 𝑟). 

𝑤 = 𝑣 − 𝑢 = 𝑣 − 𝜔 × 𝑟 (1.7) 

Objemový průtok přes kanál oběžného kola lze pomocí základních geometrických 
a kinematických veličin popsat jako: 

𝑄 = 2𝜋𝑟2𝑏2𝑉𝑛2 (1.8) 

Kde 𝑉𝑛2 je složka normálové rychlosti v absolutním směru. 

Základním teoretickým vztahem, který popisuje přenos energie mezi rotujícím 
oběžným kolem a protékající tekutinou, je Eulerova rovnice hydrodynamických strojů. 
Její základní význam spočívá ve větě o změně hybnosti mezi výstupem a vstupem do 
lopatkového prostoru. Podle této Eulerovy rovnice lze teoretický kroutící moment na 
hřídeli vypočítat jako: 

𝑇ℎří𝑑𝑒𝑙 = 𝜌𝑄(𝑟2𝑉𝑡2 − 𝑟1𝑉𝑡1) (1.9) 

Kde 𝑉𝑡2 a 𝑉𝑡1 jsou tečné složky absolutní rychlosti na výstupu a vstupu. 

 Alternativním tvarem Eulerovy rovnice je rovnice pro teoretickou dopravní výšku: 

𝐻 =
𝑢2𝑉𝑡2 − 𝑢1𝑉𝑡1

𝑔
 (1.10) 

Pro zjednodušení lze předpokládat, že tekutina vstupuje na lopatku v čistě radiálním 
směru (bez předrotace), což znamená že obvodová složka absolutní rychlosti na vstupu 
je nulová  𝑉𝑡1 = 0. Tím se druhý člen v čitateli vynuluje a rovnice dopravní výšky přejde do 
tvaru: 

𝐻 =
𝑢2𝑉𝑡2

𝑔
 (1.11) 

Jednorozměrný model předpokládá, že proudění je dokonale vedeno lopatkou. To 
znamená že vektor relativní rychlosti 𝑤 v každém bodě je tečný k její povrchu. V důsledku 
toho v oběžném kole nedochází k separaci proudu podél povrchu lopatky. Ve skutečnosti 
daný předpoklad je validní pouze pro čerpadla pracující v mezích blízkosti svého 
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optimálního bodu. Za tohoto ideálního předpokladu lze obvodovou složku rychlosti 𝑉𝑡2 
odvodit z rychlostního trojúhelníku (viz obr. 5): 

 

 

Obr. 5 – Rychlostní trojúhelník oběžného kola odstředivého čerpadla. 

𝑉𝑡2 = 𝑢2 −
𝑉𝑛2

𝑡𝑎𝑛 𝛽2
 (1.12) 

Kde 𝛽2  je úhel lopatky na výstupní hraně lopatky. Rychlost 𝑉𝑛2  lze vyjádřit z dříve 
uvedené rovnice průtoku (1.8) a po dosazení tohoto vztahu do zjednodušené Eulerovy 
rovnice (1.11) lze dostat: 

𝑔𝐻 = 𝜔𝑟2 (𝜔𝑟2 −
𝑄

2π𝑟2𝑏2 tan β2
) (1.13) 

Z této rovnice jasně vyplývá, že teoretická dopravní výška a kroutící moment na hřídeli 
jsou závislé na hodnotách průtoku Q, uhlu lopatky 𝛽2, výstupní šířce kanálu 𝑏2, a úhlové 
rychlosti čerpadla 𝜔. 

1.6 Vliv konečného počtu lopatek a hydraulické ztráty 
 

U oběžných kol s dozadu zahnutými lopatkami (0° < 𝛽2 < 90° ) bude dopravní výška 
čerpadla s rostoucím průtokem klesat. Ve skutečném stroji s konečným počtem lopatek 
není rozdělení rychlosti na výstupu z oběžného kola dokonale rovnoměrné. Kapalina není 
lopatkami dokonale vedena a vzniká tzv. deviace proudění. Tento jev, který se v anglické 
literatuře označuje jako „slip factor“, vede k poklesu hodnoty obvodové složky rychlosti 
𝑉𝑡2  v prostoru mezi lopatkami, a následně k nižší hodnotě dopravní výšky H, než jakou 
předpovídá 1D model. Pokud se počet lopatek oběžného kola zvýší, tento skluz se 
zmenší ale v kanálu čerpadla dojde ke ztrátám vyvolanými zmenšením efektivního 
průtočného průřezu a zesílením vlivu mezních vrstev [6].  

Na obr. 6 je zobrazeno porovnání reálné pracovní charakteristiky čerpadla 
(závislosti H-Q) s teoretickou charakteristikou bez uvažování výše zmíněných ztrát a 
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skluzu. Zatímco predikovaná charakteristika se může reálnému stavu přibližovat jenom 
v blízkosti návrhových podmínek (v optimálním bodě), mimo tuto oblast se obě křivky 
podstatně odchylují. Skutečná užitečná dopravní výška je při všech hodnotách 
objemového průtoku nižší než predikovaná. Tento pokles je způsoben nevratnými jevy, 
mezi které patří zejména již výše zmíněné ztráty způsobené netěsnostmi, tření tekutiny o 
stěny, sekundárním prouděním a odtržením proudu. 

 

Obr. 6 – Pracovní charakteristika čerpadla; upraveno podle [6]. 

Protože je skutečné proudění uvnitř čerpadla velmi složité, jednoduchý 1D model 
všechny tyto ztráty nedokáže spolehlivě spočítat. K nalezení optimálního tvaru lopatek, 
ať už se jedná o čerpadlo nebo turbínu, jsou proto nutné pokročilé optimalizační postupy 
nebo speciální návrhové metody, jako je právě metoda inverzního návrhu, jež je 
předmětem této práce. 
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2 Inverzní metoda návrhu oběžných kol 
 

2.1 Tradiční vs Inverzní přístup k návrhu  

Návrh lopatkových strojů, jako jsou vodní turbíny nebo čerpadla, je komplexní úloha, při 
které se hledá kompromis mezi hydrodynamickou účinností, kavitační odolností a 
mechanickou pevností. V současné době existují dva od sebe odlišné přístupy k řešení 
tohoto problému: tradiční (přímý) návrh, a inverzní návrh. Zatímco tradiční přístup v první 
řadě definuje geometrii, kterou potom analyzuje, inverzní přístup postupuje opačně – na 
základě požadovaných vlastností proudění navrhne odpovídající geometrický tvar. 

2.1.1 Tradiční (přímý) návrh a jeho omezení 

Tradiční přístup (v literatuře je označován jako řešení „přímého problému“) je založen na 
iterativním cyklu „návrh-analýza“. Proces návrhu obvykle začíná definicí parametrů 
mediálního kanálu a předběžným výpočtem 1D/2D proudění. Mezi nejdůležitější 
geometrické parametry pro definování tvaru lopatky patří: vstupní a výstupní poloměry 
kanálu, jeho šířka, úhly lopatky ϐ, distribuce tloušťky a prohnutí profilu. Na základě 
výsledků 1D modelu konstruktér vytvoří plnou 3D geometrii lopatky. 

Následně se pro tuto pevnou geometrii provede analýza proudění. V minulosti 
konstruktér spoléhal na empirické korelace a experimenty, dnes je standardem využití 
numerických simulací proudění (CFD – Computational Fluid Dynamics), které řeší 
Navier-Stokesovy rovnice (nebo Eulerovy rovnice pro neviskózní tok) [10]. Cílem 
počítačové analýzy je zjistit rozložení tlaku, rychlostí a výsledné parametry stroje. 

Hlavní nevýhodou tohoto přístupu je, že závislost mezi změnou geometrických 
parametrů a výsledným prouděním je v trojrozměrném prostoru nelineární a neintuitivní. 
Konstruktér musí spoléhat na svou zkušenost a metodu pokus-omyl. Pokud analýza 
odhalí problém (např. lokální podtlak způsobující kavitaci u čerpadel a vodních turbín, 
nebo masivní odtržení proudu s rizikem degradace účinnosti u turbín plynových), není tak 
triviální určit, jak přesně geometrii upravit, aby se problém odstranil, aniž by se zhoršily 
jiné parametry. To vede k velkému počtu iteračních návrhových smyček a vysoké časové 
náročnosti. 

2.2 Metoda inverzního návrhu  

Inverzní metoda přistupuje k problému opačně: vstupem není geometrie, ale 
požadované hydrodynamické parametry, které přímo determinují výkon a chování stroje 
[18]. Cílem výpočtu je nalézt takový tvar lopatky, který toto předepsané proudění zajistí. 

V oblasti turbostrojů sahají kořeny inverzního návrhu až do období druhé světové 
války – konkrétně k týmu vědců kolem Wernera von Brauna, který byl zodpovědný za 
návrh raket V-1 a V-2. Od 50. let pak probíhal postupný vývoj od prvních 2D modelů přes 
kvazi-3D přístupy (které se pro specifické optimalizace využívají dodnes), až po plně 
trojrozměrné metody.[11] 
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První plně trojrozměrnou metodu pro turbostroje představili Hawthorne a Tan [12]. 
Na jejich práci následně navázal Zangeneh (1991), na jehož metodě je postaven fyzikální 
princip výpočtového softwaru TURBOdesign, který bude v této práci používán jako 
nástroj pro navržení geometrie oběžných kol. 

2.2.1 Fyzikální a matematické principy  

Pro pochopení matematického odvození metody inverzního návrhu je nezbytné nejprve 
označit a popsat zvolený souřadný systém pro rotující stroje. 

Turbostroje jsou z jejich principu osově souměrná zařízení, z tohoto důvodu 
klasická kartézská soustava (x, y, z) pro popis proudění není optimální, a nebude v této 
prací použita. Namísto ní zavedeme polární válcovou soustavu (r, θ, z), která přirozeně 
odpovídá geometrii rotujícího stroje. 

 

Obr. 7 – Příklad střednicové plochy lopatky v cylindrickém souřadném systému 
(r, θ, z) [13]. 

Geometrie lopatky je definována její střednicovou plochou, která je určena 
distribucí úhlu opásání (wrap angle) f (r, z), a distribucí tloušťky lopatky zadanou 
uživatelem. Celá soustava se otáčí spolu s lopatkami stálou úhlovou rychlostí 𝜔.                                                                  

Výpočetní jádro inverzní metody je postaveno na teorii potenciálního proudění 
[14]. Tento přístup předpokládá, že: 

• Tekutina je nevazká: zanedbává vliv vnitřního tření v tekutině. 
• Předpokládáme, že proudění z pohledu rotujících lopatek je ustálené. 
• Proudění je nevířivé: Částice tekutin se neotáčejí kolem vlastní osy. U 
takového pohybu tekutiny rotace vektoru rychlosti se rovná nule. 

∇ × 𝑉⃗ = 0 (2.1) 

• Pro zjednodušení výpočtu budeme také předpokládat, že tekutina je 
nestlačitelná (tento předpoklad je plně vyhovující pro čerpadla a vodní turbíny; v 
případě inverzního návrhu kompresorů a parních či plynových turbín by rovnice 
standardně zahrnovaly rovnici s vlivem stlačitelnosti). 
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Matematickým jádrem 3D inverzní metody je reprezentace lopatek nikoliv jako 
pevných těles, ale jako vrstev vázané vířivosti [15] (bound vorticity sheets) v potenciálním 
proudění. Intenzita těchto vrstev je určena předepsanou distribucí vázané cirkulace 
definovanou vztahem  𝛤 = 2𝜋𝑟 𝑉t [16]. Kde 2𝜋𝑟 reprezentuje obvod kružnice na daném 
poloměru a 𝑉t obvodový průměr tangenciální rychlosti.  

Samotná veličina 𝑟 𝑉t je v kontextu Zangenehovy inverzní metody (1991) klíčovým 
vstupním parametrem který předepisuje distribuci obvodového momentu hybnosti. 
Definice 𝑟 𝑉t je dána integrálem přes obvodovou souřadnici θ: 

𝑟𝑉𝑡̅ =
𝐵

2𝜋
∫ 𝑟𝑉𝑡𝑑𝜃

2𝜋
𝐵

0

 (2.2) 

Kde B odpovídá počtu lopatek oběžného kola. Na rozdíl od tradičního návrhu 
konstruktér v inverzní metodě nepředepisuje úhly lopatky, ale přímo distribuci této 
veličiny  𝑟 𝑉t podél meridiánové proudnice. Tímto způsobem je přímo definováno, v 
jakém množství a v které části lopatky dochází k předávání energie.  

Pokud se například předpokládá čistě axiální vstup pracovní tekutiny bez 
předrotace, znamená to, že složka absolutní rychlosti v tečném směru se na vstupu 
rovná nule 𝑉𝑡(𝐿𝐸1) = 0 . A jekoliž moment hybnosti je definován jako součin poloměru a 
obvodové složky rychlosti, lze dříve uvedenou Eulerovu rovnici pro teoretickou měrnou 
práci stroje (1.11) navázat výhradně na parametry odtokové hrany:  

𝑟𝑉t(𝑇𝐸2) =
𝑔𝐻

𝜔
 (2.3) 

Ve výpočtovém softwaru TURBOdesign1 má konstruktér možnost specifikovat 
rozložení veličiny 𝑟𝑉𝑡̅ mezi nábojem a krycím diskem, a tím pádem definovat množství 
prací kterou lopatková mříž získá nebo vykoná. Díky tomuto jednoduchému kroku bude 
lopatka vždy poskytovat požadovanou dopravní výšku (u čerpadel), nebo nárůst tlaku / 
tlakový poměr (u ventilátorů a kompresorů), nebo zpracovaný tlakový spád (u turbín), 
čímž vždy splní základní požadavky kladené na turbostroje v jejich nominálním 
návrhovém bodě [17]. Samotná veličina 𝑟𝑉𝑡  je bezrozměrná: 

𝑟𝑉𝑡
∗ =

𝑟 ⋅ 𝑉𝑡

𝑅𝑟𝑒𝑓 ⋅ 𝑈𝑟𝑒𝑓
 (2.4) 

kde 𝑅𝑟𝑒𝑓 je referenční poloměr oběžného kola, a 𝑈𝑟𝑒𝑓 je referenční obvodová rychlost. 

 

 
1 Leading Edge – Náběžná hrana. 
2 Trailing Edge – Odtoková hrana. 
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Obr. 8 – Přiklad distribuce 𝑟𝑉𝑡 podél výšky lopatky a kontury 𝑟𝑉𝑡 v meridionální rovině 
pro oběžné kolo odstředivého čerpadla vykazující nulový vířivý vstup na náběžné hraně. 

Vykresleno v programu TURBOdesign1 [17]. 

2.2.2 Zatížení lopatky 

 

Dalším vstupním parametrem je derivace cirkulace podél meridiální dráhy (m) - která 
definuje tzv. zatížení lopatky (blade loading): 

𝜕(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
 (2.5) 

Tato derivace matematicky popisuje rozložení předávané práce od náběžné hrany k 
odtokové hraně, a to jak u náboje, tak u krycího disku či v libovolném řezu mezi nimi. 
Definice dané veličiny umožňuje konstruktérovi přímo řídit, v které části lopatky dochází 
k předávání energie, a v jaké míře. Křivka zátěžové funkce přímo diktuje rozdíl rychlostí a 
tlaků mezi tlakovou a sací stranou tvořící se lopatky. Vztah mezi zatížením a rozdílem 
tlaků na lopatce má podle [18] následující tvar: 

𝑝+  −  𝑝− =
2𝜋

𝐵
𝜌𝑊𝑚

𝜕(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
 (2.6) 

Kde 𝑝+ 𝑎  𝑝− jsou statické tlaky na tlakové a sací straně lopatky, 

B je počet lopatek, 

𝜌 je hustota tekutiny, 

𝑊𝑚 je průměrná meridiální rychlost, 

𝜕(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
  je derivace cirkulace – samotné zatížení lopatky. 

Pomocí tohoto vztahu má konstruktér možnost úpravou křivky zatížení záměrně 
manipulovat s 3D tlakovým polem uvnitř lopatkového kanálu oběžného kola. Lze tak 
ovlivňovat rozložení tlaku, a tím cíleně potlačovat kavitaci (změnou 𝑝− ) nebo měnit 
tlakové gradienty napříč kanálem pro potlačení sekundárního proudění, což bude 
podrobněji rozebráno v následující kapitole. 
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Samotná zátěžová křivka (viz obr. 9) se v softwaru TURBOdesign1 zadává zvlášť 
pro nosný disk a zvlášť pro krycí disk. Pro každou z těchto dvou proudnic je distribuce 
zatížení reprezentována třemi segmenty (dvěma parabolickými a jedním lineárním) a 
definována pomocí čtyř základních parametrů [19]:   

 

Obr. 9 – Křivky zatížení lopatky odstředivého čerpadla; upraveno podle [20]. 

NC: Průsečík mezi první parabolickou distribucí a lineárním segmentem. 

ND: Průsečík mezi lineárním segmentem a druhou parabolou. 

SLOPE: Směrnice přímky. Tento parametr určuje typ rozdělení zatížení: Kladná hodnota 
vede k zatížení náběžné části (fore-loaded), záporná hodnota vede k zatížení odtokové 
části (aft-loaded). 

 

Obr. 10 – Příklad distribuce zatížení lopatky v programu TURBOdesign1. Nosný disk 
vykazuje zatížení v zadní části (aft-loaded), zatímco krycí disk je zatížen v přední části 

(fore-loaded). 

DRVT: Zatížení lopatky na náběžné hraně. Tento parametr řídí úhel náběhu proudu 
(incidence) a následně vstupní úhel lopatky. 

 Pro demonstraci vlivu tohoto geometrického parametru byly v rámci této práce 
provedeny dvě varianty CFD simulací při konstantním nominálním průtoku, které se liší 
pouze vstupním úhlem lopatky. 
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• Nulová incidence (DRVT = 0): Při daném návrhu je náběžná hrana orientována 
rovnoběžně s vektorem vstupující kapaliny. Výsledky simulace viz obr.11(a) 
prokazují, že proudění plynule kopíruje sací i tlakovou stranu bez prudkých změn 
směru. Nevznikají recirkulační zóny a hydraulické ztráty jsou minimální. 

• Kladná incidence (DRVT na krycím disku = 0,5): Náběžná hrana je natočena vůči 
proudu příliš strmě. Kapalina naráží na tlakovou stranu lopatky a je nucena ostře 
obtékat náběžnou hranu. Vlivem setrvačnosti kapalina nedokáže sledovat 
zakřivení na sací straně viz obr.11 (b), což vede ke vzniku oblastí odtržení proudu 
s lokálním vírovým prouděním. 

  

a)                                                                                                     b) 

Obr. 11– Rychlostní proudnice vykreslené v programu Ansys CFX: a) oběžné kolo s 
lopatkami s nulovou incidencí, b) oběžné kolo, jehož lopatky mají kladný úhel náběhu 

na nosném i krycím disku. 

V rámci metody inverzního návrhu je rozdělení zatížení lopatky ve směru proudění 
definováno pomocí tvarové funkce. Ve všech výše uvedených příkladech se tak při změně 

rozdělení plocha pod křivkou zatížení  𝜕
(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
  automaticky přeformuje tak, aby odpovídala 

celkové změně momentu hybnosti 𝑟𝑉𝑡 podél rozpětí specifikované v předchozím kroku. 
Každý návrh provedený těmito kroky bude automaticky splňovat požadovanou Eulerovu 
dopravní výšku, tlakový poměr nebo nárůst tlaku dané lopatkové mříže [17]. 

Je důležité zmínit že hodnota zatížení na odtokové hraně se musí vždy rovnat nule, 
což je podmínkou pro splnění Kuttovy podmínky.  

𝜕(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
(𝑇𝐸) = 0 (2.7) 

V aerodynamice profilů zajišťuje Kuttova podmínka hladké obtékání odtokové hrany [21]. 
Jak už bylo zmíněno výše v rovnici (2.6) tlakový rozdíl je přímo závislý na změně momentu 
hybnosti podél proudnice. Nastavení této derivace na nulu zajistí, že se tlak na tlakové i 
sací straně na odtokové hraně vyrovnají. Tento zásah zamezuje vzniku nekonečných 
rychlostí a zajišťuje plynulé odtékání tekutiny z lopatky. 
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2.2.3 Typologie rozložení zatížení  

Na konkrétním příkladu odstředivých čerpadel bude v této části rozebráno, jak lze v 
prostředí softwaru TURBOdesign1 definovat a modelovat různé typy zatížení lopatek. 

 Prostorové rozložení parametru zatížení podél bezrozměrné meridiální délky 
lopatky definuje typologii jejího zatížení. Rozložení zatížení se univerzálně dělí do tří 
primárních typů: profily se zatížením na náběhu (fore-loaded), se středním zatížením 
(mid-loaded) a se zatížením na odtoku (aft-loaded). Strategická volba těchto typologií je 
vysoce závislá na specifických otáčkách čerpadla [16]. 

• Zatížení na náběhu (fore-loaded): Maximum práce se koncentruje v přední části 
lopatky (hodnota parametru NC=0,1–0,3). Tekutina bezprostředně za vstupem 
rychle zrychlí a následně plynule zpomaluje. To omezuje růst mezní vrstvy a riziko 
odtržení proudu na odtoku. Prudký pokles statického tlaku na sání však radikálně 
zvyšuje riziko kavitace. Tento profil se typicky volí pro čerpadla s vysokými 
specifickými otáčkami (𝑛𝑠 ≈ 130) [22]. 

• Střední zatížení (mid-loaded): Vrchol zatížení leží symetricky uprostřed meridiální 
délky, případně je práce rozložena konstantně podél celé lopatky. Jde o 
univerzální kompromisní geometrii pro aplikace vyžadující širokou provozní 
stabilitu bez extrémních nároků na maximální sání či účinnost. 

• Zatížení na odtoku (aft-loaded): Těžiště práce je přesunuto k zadní části (hodnota 
parametru ND=0,7–0,9). Náběžná hrana je zatížena minimálně, nedochází zde k 
prudkému zrychlení ani poklesu tlaku, což je vysoce efektivní pro potlačení 
kavitace. Cenou za to je ovšem nutnost strmého zpomalení tekutiny u odtokové 
hrany, což zvyšuje riziko zvětšení tloušťky mezní vrstvy, vyšších třecích ztrát a 
odtržení proudu [22]. 

Volba konkrétní typologie je vždy kompromisem mezi účinností, kavitačními vlastnostmi 
a stabilitou proudění. Jakmile konstruktér definuje rozložení zatížení, následuje klíčový 
matematický krok inverzní metody – transformace do reálné prostorové geometrie. 

2.2.4 Výpočet 3D rychlostního pole a tvaru lopatky  

Výše zmíněné vrstvy vázané vířivosti, které v inverzně metodě nahrazuji lopatky generují 
aerodynamické silové účinky na proudící tekutinu, čímž ji stáčejí. Aby bylo možné ze 
zadaného rozložení vířivosti určit prostorové rychlostní pole uvnitř stroje, využívá inverzní 
metoda tzv. decoupling [18]– kde se rozkládá celkové rychlostní pole 𝑊(𝑟, 𝜃, 𝑧) na dvě 
provázané složky: středního proudění 𝑊(𝑟, 𝑧)  a složku periodického proudění 𝑣𝑝(𝑟, 𝜃, 𝑧) 

𝑊(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑊(𝑟, 𝑧) + 𝑣𝑝(𝑟, 𝜃, 𝑧) (2.8) 

Jakmile je známo kompletní rychlostní pole, je možné přistoupit k jádru inverzní 
metody: určení tvaru lopatky. Nezbytná je okrajová podmínka neviskózního skluzu, na 
lopatce, která říká, že lopatka musí být v daném místě rovnoběžná s vektorem rychlosti. 
Tato podmínka může být vyjádřena jako [18]: 

𝑊𝑝𝑙 ⋅ 𝛻𝛼 = 0 (2.9) 
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Kde 𝛻𝛼 je vektor kolmý k povrchu lopatky, a 𝑊𝑝𝑙  je relativni rychlost na povrchu lopatky. 
Rozepsáním této podmínky vznikne diferenciální rovnice, která přímo počítá, jak moc 
musí být lopatka v každém bodě stočená (tzv. úhel ovinutí), aby sledovala směr proudu. 

Jelikož se jedná o diferenciální rovnici prvního řádu, její integrace vyžaduje 
počáteční podmínku. Tato podmínka se v terminologii inverzní metody nazývá podmínka 
stohování (stacking condition)[22] .Konstruktér musí v softwaru definovat hodnotu uhlu 
f na jedné křivce v meridiálním řezu, u odstředivých čerpadel se obvykle volí na náběžné 
nebo odtokově hraně. Pak algoritmus iterativně integruje diferenciální rovnici a krok za 
krokem nechává narůst 3D plochu lopatky, aby se tekutina přesně stočila podle 
požadované zátěžové funkce. 

2.3 Algoritmus a shrnutí inverzní metody v softwaru TURBOdesign1  
Na závěr popisu metodiky, poté co byly vysvětleny všechny její hlavní kroky, je vhodné 
podrobněji vysvětlit výše zmíněný iterační princip, a shrnout algoritmus na kterém 
pracuje program TURBOdesign1.  

Prvním krokem je tedy zadání počátečních návrhových podmínek, mezi které patří: 

• Q, průtok (objemový průtok); 

• H, dopravní výška čerpadla (případně spád u turbíny); 

• 𝜔, úhlová rychlost otáčení oběžného kola; 

• Meridiální tvar lopatky, včetně vstupních a výstupních částí; 

• Rozložení tloušťky lopatek; 

• Uhel zakřivení f; 

• B, počet lopatek oběžného kola; 

• (𝑟𝑉𝑡), distribuci obvodového momentu hybnosti na vstupu a výstupu; 

• 
𝜕(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
  rozložení zatížení lopatky; 

Po zavedení vstupních hodnot (inicializaci) se spustí cyklus, který se skládá z 
daných kroků: 

 
1. Výpočet rychlostního pole: Nejprve se počítá eliptická parciální diferenciální rovnice 
složky střední rychlosti. Následně se pomocí Fourierových řad řeší periodický tok. 
Sečtením obou těchto složek vzniká kompletní prostorové 3D rychlostní pole. 
 
2. Aktualizace tvaru lopatky: Na základě nového rychlostního pole se provede integrace 
hyperbolické rovnice pro úhel opásání 𝑓. Tím se získává nový, aktualizovaný tvar lopatky 
pro daný iterační krok, označený jako 𝑓(𝑛+1). 
 
3. Kontrola konvergence: Vypočítá se maximální absolutní změna tvaru lopatky mezi 
aktuálním a předchozím výpočetním krokem: 
 

Δ𝑓𝑚𝑎𝑥 = max|𝑓(𝑛+1) − 𝑓(𝑛)| 
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4. Vyhodnocení: Pokud je chyba Δ𝑓𝑚𝑎𝑥  menší než předepsaná tolerance (standardně 
10−5 𝑟𝑎𝑑 )[22] výpočet končí. Tato tolerance je výrazně přísnější než běžné výrobní 
odchylky lopatek a celý iterační proces přitom na moderních počítačích trvá v řádu 
několika sekund. Pokud konvergence dosaženo nebylo, algoritmus aplikuje relaxační 
faktor pro zajištění numerické stability a vrací se zpět k bodu 1. 
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3 Sekundární proudění v turbostrojích a jeho potlačení  
 

3.1 Výchozí model oběžného kola a nastavení CFD simulace 
 

Jak už bylo dřív zmíněno, pro praktickou demonstrací potlačeni nežádoucích jevů 
vznikajících v turbostrojích byl zvolen případ odstředivého čerpadla.  Tato kapitola se 
věnuje fenoménu sekundárního proudění, který představuje jednu z hlavních příčin 
hydraulických ztrát v odstředivých čerpadlech. Hlavním cílem této kapitoly je vysvětlení 
fyzikálního mechanismu vzniku sekundárního proudění a následně na konkrétním 
příkladu ukázat, jak lze použitím inverzní metody v softwaru TURBOdesign1 nežádoucí 
jevy potlačit prostřednictvím úpravy zátěžové funkce lopatky. 

Pro demonstraci tohoto postupu pomocí softwaru TURBOdesign1 bylo vytvořeno 

oběžné kolo, s distribucí zatížení lopatky  𝜕
(𝑟𝑉𝑡)

𝜕𝑚
  které lze vidět na obr.12. Oběžné kolo je 

charakterizováno zatížením na odtokové hraně lopatky a kladným úhlem náběhu. 

 

Obr.12 – Distribuce zatížení lopatky v programu TURBOdesign1. 

Úhel sklonu na výstupní hraně lopatky se rovnal nule. Ostatní provozní a geometrické 
charakteristiky byly převzaty z již zmíněného oběžného kola čerpadla BETA 12 (viz tab.1). 

Tab. 1– Základní charakteristiky oběžného kola 

 

 

 

 

Meridiální kanál oběžného kola byl vytvořen pomocí exportu bodů určujících geometrii 
do programu TURBOdesign1 a je znázorněn na obr.13. 

Otáčky 2900 min-1 
Průtok 13,89 l/s 
Dopravní výška  50 m 
Tloušťka lopatky  4 mm 
Počet lopatek  7 
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Obr.13 – Meridiální kanál. 

Po zadání vstupních parametrů byl v programu TURBOdesign1 vytvořen profil 
lopatky a 3D model oběžného kola který byl následně exportován do CFD řešiče ANSYS 
CFX pro provedení CFD simulace. Byl zvolen dvourovnicový model turbulence k -ω SST 
a strategie řešení byla rozdělena do dvou fází s ohledem na dosažení kompromisu mezi 
výpočetní stabilitou a konečnou přesností výsledků. Pro úvodních 200 iterací bylo 
aplikováno advekční schéma prvního řádu (First Order), čímž byla zajištěna stabilita 
počátečního vývoje řešení. Následně, pro dalších 600 iterací byla využita schéma s 
vysokým rozlišením (High Resolution). Tento krok byl nezbytný pro zachycení ostrých 
gradientů proudění.  

 

Obr. 14 – 3D model oběžného kola a výpočetní síť vygenerovaná pomocí Ansys 
TurboGrid. 
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3.2 Fyzikální mechanismus sekundárních toků 
 

Fenomén sekundárního proudění je jednou z hlavních příčin snížení účinnosti turbostrojů, 
a to jak u čerpadel, tak i turbín. K tomu poklesu dochází hlavně kvůli disipaci energie ze 
vznikajících sekundárních vírů a kvůli pohybu nízkoenergetické tekutiny z mezních vrstev 
do jádra proudu. 

 V kanálu rotujícího turbostroje celkové rychlostní pole lze dekomponovat na dvě 
složky: 

• Primární proudění – idealizovaný tok, který sleduje geometrii kanálu. Nastává 
jenom za předpokladu neviskózní tekutiny. 

• Sekundární proudění– odchylka od idealizovaného primárního směru. Sekundární 
proudění vzniká ve většině případů v důsledku sil vyvolaných zakřivením kanálu a 
Coriolisovými účinky, které působí na gradienty primární rychlosti[5]. 

3.2.1 Proudění zakřivenou dráhou v oběžném kole 

 

Pro pochopení důvodu vzniku výše zmíněných setrvačných sil, je nezbytné rozebrat 
chování tekutiny na zakřivené dráze. 

Při průchodu tekutiny oběžným kolem je proud usměrňován tvarem lopatek, což 
vede ke vzniku zakřivených drah a s tím spojených dynamických účinků. Základní 
fyzikální mechanismus proudění po zakřivené dráze lze popsat pomocí rovnováhy sil 
působících na element tekutiny. Částice tekutiny pohybující se po dráze o poloměru 
zakřivení 𝑟 , a rychlostí 𝑣, vytváří odstředivu sílu úměrnu hustotě tekutiny 𝜌 a kvadrátu její 
rychlosti. Pro zachování plynulého toku po zakřivené trajektorii musí být tato objemová 
síla vyrovnána silou tlakovou. Tlak přitom klesá směrem zvenčí dovnitř, k okamžitému 
středu křivosti proudnice. Tento vztah definuje rovnice radiálního tlakového gradientu 
[5]: 

𝑑𝑝

𝑑𝑟
= 𝜌

𝑣2

𝑟
 (3.1) 

 

Význam této rovnice a tlakového gradientu vyvolaného zakřivením proudnic je v kontextu 
odstředivých čerpadel mnohem fundamentálnější. Představuje totiž primární fyzikální 
mechanismus, pomocí kterého je možné transportovat tekutinu z oblasti nízkého tlaku 
do oblasti vysokého tlaku v přímém rozporu s přirozenou tendencí tekutin proudit 
v opačném směru [5]. Zároveň zdůvodňuje, proč statický tlak uvnitř rotujícího oběžného 
kola kontinuálně roste i přesto, že se absolutní rychlost proudící tekutiny zvyšuje.  

Sekundární proudění je obecně vyvolané silami působícími kolmo na hlavní směr 
proudnici. Tlakové gradienty, které se ve výsledku toho vytvářejí jsou určeny výslednici 
Coriolisova a odstředivého zrychlení. Přičemž odstředivé zrychlení se rozdělí na: to které 

je způsobeno rotaci kanálu  𝑟𝜔2 a na zrychleni kvůli zakřivení proudnice  𝑤
2

𝑅𝑠𝑙
  (kde 𝑅𝑠𝑙  je 

okamžitý poloměr proudnice). 
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Na obr. 15 je fyzikální model kanálu oběžného kola se zpětně zahnutými 
lopatkami. Pro zjednodušení se předpokládá že proudění v normálovém (kolmo 
k obrázku) směru je nulové. 

 

Obr. 15 – Zrychlení působící na tekutiny v oběžném kole čerpadla [5]. 

 

Kde 𝑏𝑧1  je komponenta odstředivého zrychlení působící ve směru vektoru relativní 
rychlostí w, 

𝑏𝑧2 je složka odstředivého zrychleni kolmého na vektor w, 

𝑏𝑧3  je zrychleni vyvolané zakřivením proudnice, 

𝑏𝑐  je Coriolisovo zrychlení kolmé na směr w. 

Pro posouzení rovnováhy sil v průtočném kanálu je vhodné zavést Rossbyho číslo. 
Lokální Rossbyho číslo (Ro) dle Gülicha[5] je bezrozměrný parametr kterým lze popsat 
proudění tekutiny. Je to podíl inerciálních sil ke Coriolisově síle. V kontextu oběžného 
kola čerpadla je to podíl odstředivých zrychleni kolmých na proudnice ke Coriolisovu 
zrychleni. Tento poměr 𝑏𝑧2+𝑏𝑧3

𝑏𝑐
  rozhoduje, zda je proudící element směřován k sací nebo 

tlakové straně lopatky. Po dosazení hodnot zrychlení do zlomku, lze Rossbyho číslo 
přepsat ve tvaru  

𝑅𝑜 =
𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝛽

2𝑤
+

𝑤𝑅

2𝑢𝑅𝑠𝑙
 (3.2) 

Pomoci rozložení hodnot Rossbyho čísla v kanálu oběžného kola lze predikovat vznik 
sekundárních prouděni. Při hodnotách kolem 1 se neočekává žádné znatelné sekundární 
proudění, při hodnotách menších než 1 Coriolisovy síly dominují a prouděni směruje k 
tlakové straně lopatky, naopak, pokud hodnota překročí 1 tekutina směřuje k sací straně. 

Vzhledem k tomu, že lokální relativní rychlost v kanálu oběžného kola není 
konstantní, mění se i lokální zrychlení působící na jednotlivé částice tekutiny.  Relativní 
rychlost w, se v blízkosti stěny blíží k nule. Což po dosazení do rovnice (3.2) vede k tomu, 
že hodnota Rossbyho čísla stoupá do nekonečna. Tekutina transportovaná sekundárním 
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prouděním k tlakové straně může v zónách u stěny proudit zpět k sací straně (čímž je 
zachována rovnice kontinuity). Výsledkem toho je sekundární prouděni vyvolané rotaci 
kanálu, které je zobrazeno na obr.16. 

 

Obr. 16 – Sekundární prouděni vyvolané rotaci; upraveno podle [5]. 

3.2.2 Efekt meridiálního zakřivení 

Jak už bylo výše zmíněno tlakový gradient, který je kolmý na proudnici podle rovnice (3.1) 
vystupuje v roli dostředivé síly, která udržuje částice po oběžné dráze.  

 

Obr. 17 – Základ sekundárního proudění. (zkratka BL, odpovídá mezní vrstvě, 
v angličtině Boundary layer) [5]. 

Protože rychlost v blízkostí stěn (v mezní vrstvě) je menší, než uprostřed kanálu je zřejmé, 
že dojde k nerovnováze mezi normálovým gradientem tlaku a dostředivým zrychlením. 
Proudnice podle rovnice se proto bude muset vychýlit na dráhu s menším poloměrem r, 
to způsobí vznik příčného prouděni k vnitřní straně kanálu. Znázornění tohoto jevu lze 
vidět na obr.17. Pro zachování podmínky kontinuity, hlavní proud uprostřed kanálu 
poteče směrem k vnějšímu poloměru, čímž vznikne sekundární prouděni zobrazené na 
obr.18. 

Dva proti sobě rotující víry, v anglické literatuře pojmenovány jako: Dean vortex. 
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Obr. 18 – Sekundární proudění ( 𝑝𝑎 > 𝑝𝑖 podle rovnice (3.1)) [5]. 

Tvorba sekundárního proudění vyžaduje určitou délku dráhy proudění, v oblasti 
vtoku do ohybu se nejprve vytvoří rozložení rychlosti se zachováním momentu hybnosti:  
𝑣 ×  𝑟 =  𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. [5]. Odsud vyplývá že maximální rychlost na vstupu do zakřivení se 
vyskytne na vnitřním poloměru. Jak tekutina postupuje ohybem, postupně se vlivem 
odstředivých sil vytváří sekundární proudění. To způsobuje, že se maximum rychlostního 
profilu u výstupu z ohybu se posouvá směrem k vnější stěně. Maximum rychlosti se bude 
nacházet na vnějším poloměru.  Na obr. 19 je zobrazeno rychlostní a tlakové rozložení 
podél kanálu a oblasti odtržení proudu. 

 

Obr. 19 – Rozložení rychlosti a tlaku v zakřiveném kanálu [5]. 

Pokud je tekutina nucena proudit z oblasti nízkého tlaku do oblasti tlaku vysokého, ztrácí 
energii, zastavuje se a následně se odtrhává od stěny. Tím vznikají vířivé „mrtvé zóny“, 
které se označují jako odtržení proudu. Obě odtržení, na vnějším oblouku u vstupu, a na 
vnitřním u výstupu jsou způsobená tím že tekutina se posouvá proti pozitivnímu 
gradientu tlaku. 

Příklad takového odtržení na vnitřní hraně lze vidět na obr. 20. Jedná se o snímek 
rozložení relativní rychlosti v meridiánovém řezu výše zmíněného oběžného kola, který 
byl vygenerován v programu Ansys CFX. 
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Obr. 20 – Rozložení relativní rychlosti v meridiálním řezu oběžného kola (plošně 
zprůměrováno v obvodovém směru). 

 

Důležité je zdůraznit, že zakřivení v meridiální rovině má zásadní vliv na rozložení 
rychlosti podél výšky lopatky (ve směru rozpětí), zatímco rozložení v obvodovém směru 
(mezi lopatkami) je určeno silami působícími na lopatky a rotací. [5] 

3.2.3 Kombinovaný efekt 

 

Vzájemným skládaným sekundárního proudění vyvolaného rotací s prouděním 
v zakřiveném kanále vzniknou asymetrické spirálovité obrazce proudění, jejichž 
charakter je zobrazen na obr. 21. 

 
Obr. 21 – Kombinace sekundárních prouděni vyvolaných zakřivením a rotaci kanálu; 

upraveno podle [5]. 
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Obecně se dá říct, že sekundární proudění vyvolané objemovými silami směřuje 
tekutinu v jádru toku z oblastí s nízkým tlakem do zón s tlakem vyšším. V mezních 
vrstvách pak tato tekutina, v podstatě kvůli zachování rovnice kontinuity, proudí zase 
zpátky – tedy z vyššího tlaku do nižšího. [5] 

Konkrétně, na výše zmíněných příkladech lze prokázat, že vlivem větší Coriolisovy 
síly ve srovnání s odstředivou částice jsou tekutiny z vyšší relativní rychlosti w se unáší 
na tlakovou stranu lopatky. Přičemž částice s nízkou rychlostí w mají tendenci, pod 
vlivem tlakového gradientu proudit k sací straně. Podobně v meridiálním řezu mají 
částice tekutiny s nízkou kinetickou energii tendenci proudit směrem k oblasti nízkého 
tlaku, tedy k povrchu krycího disku oběžného kola. Kombinace těchto faktorů vede 
k vytvořeni dvou oddělených oblasti prouděni: úplavu (Wake) charakterizovaného 
pomalou tekutinou s vysokými ztrátami, a oblasti s vysokou rychlostí – proudu (Jet). 

 

Obr. 22 – Znázornění oblasti jádra proudu (jet) a oblasti úplavu (wake); upraveno 
podle [18]. 

 Samotný úplav má přímý negativní vliv na tlakovou regeneraci, na recirkulaci na 
výstupu z oběžného kola a na stabilní charakteristiku Q-H [5]. Ve výše 
zmíněném oběžném kole čerpadla vytvořeném pomoci softwaru TURBOdesign1 lze Jet-
Wake jev zobrazit rozložením vektorů meridiální rychlosti na výstupu z lopatky obr. 23. 
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Obr. 23 – Oblast proudu a úplavu na výstupu z oběžného kola. 

Na obr. 23 je vidět že oblast proudění s vysokou rychlosti se nachází v blízkosti 
nosného disku na tlakově straně lopatky. Úplav, jak bylo predikováno se nachází vedle 
sací strany lopatky. Níže je graf rozložení meridiální rychlosti v blízkostí nosného disku, 
kde je vidět, jak rychlost klesá v obvodovém směru. 

 

Obr. 24 – Graf rozložení meridiální rychlosti na výstupu z oběžného kola v 
závislosti na obvodovém úhlu Theta. 

Celkově, největší negativní dopad má tento jev na soustavu oběžných kol 
s difusorem, což je v průmyslu velmi časté řešení, v této práci však nebude podrobněji 
rozebíráno. Jakmile silně rozvrstvený proud opustí oběžné kolo, rychlostní rozdíly mezi 
paprskem a úplavem v bezlopatkovém prostoru, nebo v difuzoru čerpadla se musí 
vyrovnat. To vede k silnému turbulentnímu promíchání, jaké přeměňuje kinetickou 
energii na teplo. Tyto směšovací ztráty (mixing losses) jsou jedním z hlavních důvodů 
degradace účinnosti u radiálních kol.  
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3.3 Potlačení sekundárních proudění pomoci inverzní metody 
 

Závěrem k výše uvedenému lze konstatovat, že prostorové gradienty redukovaného 
statického tlaku jsou přímým odrazem působení zrychlení v důsledku zakřivení proudnic 
a Coriolisových sil. Jinými slovy lze říct, že sekundární proudění vzniká vždy, když v poli 
proudění existuje gradient redukovaného statického tlaku ∆𝐶𝑝 ve směru vířivosti [21]. Z 
toho jasně vyplývá, že úprava tohoto gradientu představuje hlavní nástroj pro zmenšení 
intenzity sekundárních toků v oběžném kole čerpadla. Rozložení tlakového koeficientu 
𝐶𝑝 na nosném a krycím disku testového čerpadla je zobrazeno na obr. 25.  Tento graf byl 
vytvořen pro vizualizace gradientu redukovaného tlaku ∆𝐶𝑝. 

 

Obr. 25 – Rozložení tlakového koeficientu; vykresleno pomocí programu 
TURBOdesign1. 

Jelikož je hodnota ∆ 𝐶𝑝  v první polovině normalizované meridiánové délky 
poměrně vysoká, vede to k přirozenému vzniku sekundárního proudění. Pro jeho 
potlačení je klíčové minimalizovat gradient ∆𝐶𝑝  v dane oblasti. Lze toho dosáhnout 
pomoci úpravy zátěžové funkce lopatky ∆𝐶𝑝𝑙𝑜𝑝𝑎𝑡𝑘𝑎 která je podle rovnice (2.6) přímo 
závislá na rozdílu tlaků mezi sací a tlakovou stanou. 

Samotná optimalizace geometrie proběhla v softwaru TURBOdesign1 pomocí 
změn v základním třísegmentovém grafu zatížení lopatky (viz obr.12), který se skládá 
z dvou parabol a přímky která definuje typ zatížení. Pro daný případ odstředivého kola, 
jehož základní parametry byly převzaty z čerpadla BETA 12 (které je charakterizováno 
nižší specifickou rychlostí), byly zvoleny lopatky se zatížením nosného disku na odtoku 
(aft-loaded). Vysoké hodnoty tlakového koeficientu ∆𝐶𝑝  v druhé polovině meridiálního 
kanálu byly redukovány posunutím zatížení na krycím disku od výstupní hrany blíže ke 
středu. Tím došlo k žádoucímu snížení zatížení profilu v zadní části oběžného kola. Aby 
však byla zajištěna stejná celková měrná práce stroje, bylo potřeba toto zatížení 
kompenzovat a úměrně ho zvýšit v přední části, tedy zvýšit hodnotu gradientu ∆𝐶𝑝  na 
náběžné hraně.  

Zde ovšem platí přímá úměra: čím vyšší je požadované lokální plošné zatížení 
lopatky v přední, vtokové části oběžného kola, tím hlubší je lokální propad statického 
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tlaku na sací straně profilu lopatky. Jakmile tento snížený statický tlak klesne pod hladinu 
tlaku nasycených par čerpaného média, iniciuje se kavitační proces. Z toho důvodu bylo 
nutné zajistit plynulejší nárůst zatížení na vstupu. Parametry NC (určující průsečíky mezi 
první parabolickou distribucí a lineárním úsekem zátěžové křivky) pro nosný a krycí disk 
byly proto posunuty dále od náběžné hrany.  

Na základě výše popsaných uprav bylo na krycím disku aplikováno střední zatížení 
(mid-loaded). Tento kompromis představuje z hlediska proudění optimální řešení – 
lopatka si současně zachovává dostatečné zatížení na náběhu a ve zbytku délky krycího 
disku udržuje schopnost pomáhat náboji se zatížením na odtoku. 

Závěrem byla upravena hodnota zatížení lopatky přímo na náběžné hraně 
(parametr DRVT) nosného disku, která zodpovídá za řízení vstupního úhlu lopatky. Tato 
hodnota byla nastavena na nulu. Tím byl softwarově vynucen bezrázový vstup s nulovým 
úhlem náběhu v oblasti nosného disku.  

Porovnání původního a upraveného zatížení lopatky lze vidět na obr. 26. Kde 
červená čára znázorňuje průběh zatížení lopatky na krycím disku a zelená na nosném.

 

Obr. 26 – Zatížení lopatky původního oběžného kola (čerchované čáry) a lopatky 
po úpravách (plné čáry) v programu TURBOdesign1. 

 

Obr. 27 porovnává rozložení tlakového koeficientu ∆𝐶𝑝 upraveného oběžného 
kola s původním návrhem, lze na něm vidět, jak úpravou zatěžovací křivky se podařilo 
minimalizovat gradient ∆𝐶𝑝 v druhé polovině meridiálního kanálu.  
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Obr. 27 – Rozložení tlakového koeficientu původního oběžného kola (čerchované čáry) a 
lopatky po úpravách (plné čáry), vykresleno pomocí programu TURBOdesign1. 

Všechny výše popsané úpravy, se projevily znatelným zmenšením oblastí odtržení 
proudu v mezilopatkovém prostoru v oblasti normalizované meridiánové délky 0,3 až 0,8 
(viz obr. 28). 

 

Obr. 28 – Porovnání rychlostních proudnic v programu Ansys CFX pro 
původní oběžné kolo (vlevo) a jeho upravenou verzi z programu TURBOdesign1 

(vpravo). 

V níže uvedené tab. 2 jsou porovnány klíčové výkonové parametry původního 
oběžného kola a kola upraveného pomocí metody inverzního návrhu. Sledována byla 
dopravní výška, hydraulická účinnost, hydraulický výkon a hodnota minimálního 
statického tlaku v průtočném kanálu. Referenční hodnota tlaku v řešiči byla nastavena 
na 0 Pa a okrajová podmínka pro celkový tlak na vstupu do kola činila 1 atm. Tyto hodnoty 
byly vyhodnoceny na základě výsledků 3D numerických simulací v CFD programu Ansys 
CFX.  
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Tab. 2 – Porovnání charakteristik. 

 Původní Upravené Rozdíl 

Dopravní výška, [m] 63,289 67,1346 + 5,72 % 
Účinnost, [%] 93,9 96,3701 + 2,56 % 

Výkon, [W] 1 309,8 1 354,92 + 3,33 % 
Pmin3, [Pa] -86 244,2 -2689,54 + 83 554,66 Pa 

 

Z dosažených dat jednoznačně vyplývá, že cílené úpravy zátěžové funkce a 
geometrie provedené v softwaru TURBOdesign1 prokazatelně potlačily vznik 
nežádoucího sekundárního proudění, což se ve výsledku projevilo zlepšením celkových 
hydrodynamických charakteristik testovaného oběžného kola. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
3 Tlak vůči referenci 0 Pa 
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4 Optimalizace 
 
V závěrečné části této bakalářské práce je demonstrována optimalizace tvaru lopatky 
oběžného kola čerpadla s využitím inverzní metody. Tento proces je realizován 
prostřednictvím již výše zmíněného softwaru TURBOdesign1, jehož matematické jádro je 
založeno na principu inverzního návrhu. 

Pro účely demonstrace byla zvolena optimalizace již existujícího oběžného kola 
čerpadla BETA 12. Jeho základní návrhové parametry, které jsou uvedeny v tab. 3, byly 
exportovány do programu TURBOdesign1 a následně použity jako vstupní data pro 
algoritmus inverzní metody, který byl detailně popsán v kapitole 2. Společně s provozními 
parametry byla do softwaru zadána také reálná geometrie meridiánového kanálu. 

Tab. 3 – Vstupní návrhové parametry oběžného kola. 

Veličina Hodnota 
Dopravní výška, H [m] 50 

Průtok, Q [ 𝑙 𝑠−1] 13,89 
Otáčky, n [ 𝑚𝑖𝑛−1] 2900 
Počet lopatek, z [-] 7 

Úhel sklonu lopatky, 𝑓[°] 0 
Tloušťka lopatky, t [mm] 4 

 

Na základě těchto dat byla automaticky vygenerována počáteční zátěžová funkce 
lopatky oběžného kola, kterou lze vidět na obr. 29. 

 

Obr. 29 – Distribuce zatížení lopatky v programu TURBOdesign. 

Je důležité zmínit, že tento výchozí průběh zatížení nemusí přesně odpovídat 
reálnému rozložení zatížení na skutečné lopatce čerpadla BETA 12. Program 
TURBOdesign1 totiž vytváří základní křivku zatížení automaticky v závislosti na 
specifických otáčkách daného čerpadla, které sám vypočítává ze zadaných základních 
provozních parametrů.  
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Po spuštění výpočtu je během několika sekund inverzní metodou vygenerován 
výsledný tvar lopatky a následně kompletní 3D model celého oběžného kola, jenž je 
znázorněn na obr. 30. Tento komplexní geometrický tvar, společně s rozložením tlaku a 
rychlosti na povrchu lopatky a odhadem hydraulických ztrát, je tak vytvořen na základě 
pouze několika vstupních parametrů a samotný výpočtový proces trval jenom několik 
sekund.  

Obr. 30 – 3D model oběžného kola čerpadla (pro lepší názornost je krycí disk skryt). 

4.1 Nastavené parametry optimalizace 
 

Pro samotnou optimalizaci bylo definováno 13 vstupních parametrů, které lze vidět na 
obr.31. Každý z těchto parametrů má stanovené hraniční hodnoty, přičemž zeleně 
vyznačené hranice představují meze určené samotným algoritmem programu 
TURBOdesign1 pro zajištění konvergence řešení. 

 

Obr.31 – Vstupní parametry; snímek TURBOdesign1. 

Mezi ně patří osm parametrů zátěžové funkce lopatky (čtyři pro nosný disk a čtyři 
pro krycí disk), každý z těchto parametrů byl popsán v Kapitole 2. K parametrům zatížení 
byly přidány také geometrické parametry, konkrétně úhel sklonu lopatky na odtokové 
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hraně pro nosný i krycí disk. Na obr. 32 je znázorněna geometrie odtokové hrany lopatky 
pro hraniční hodnoty těchto úhlů. 

 

 

 

Obr. 32 – Příklad geometrie lopatky s hodnotou úhlu sklonu lopatky 𝑓[°] na krycím disku 
+17,5 (vlevo), a -17,5 (vpravo). 

 

Poslední tři parametry jsou zodpovědné za změnu geometrie meridiánového 
kanálu. Konkrétně se jedná o šířku na vstupu, šířku na výstupu z oběžného kola a jeho 
celkovou osovou vzdálenost (viz obr. 33). Vzhledem k tomu, že analyzované čerpadlo 
BETA 12 se vyznačuje nízkou specifickou rychlostí, je pro něj z hydrodynamického 
hlediska nejvhodnější meridiánový kanál s menší osovou délkou (viz obr.4). Z tohoto 
důvodu byl do optimalizačního procesu záměrně zahrnut parametr osové vzdálenosti, 
aby software mohl tento rozměr vhodně redukovat a přizpůsobit jej dané specifické 
rychlosti. 

 

Obr. 33 – Geometrické parametry meridiálního kanálu. 
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4.2 Omezující podmínky a cílové funkce  
 

Aby optimalizační algoritmus nalezl fyzikálně a konstrukčně reálné řešení, bylo nutné 
definovat omezující podmínky (tzv. constraints) a cílové funkce (objectives) – což jsou 
parametry, jejichž hodnotu se optimalizační proces snaží maximalizovat nebo 
minimalizovat v závislosti na požadavku. 

Jako omezující podmínky byly zvoleny následující parametry: 

• Throat (průtočný průřez lopatkového kanálu, [ 𝑚𝑚2 ]): Tento parametr přímo 
souvisí s maximální průtočnou kapacitou oběžného kola a polohou bodu nejvyšší 
účinnosti (optimálním průtokem) [22]. Pro zachování požadované výkonové 
charakteristiky musí být jeho hodnota udržována v přesně vymezených mezích. 

• Diffusion Ratio: Představuje poměr maximální relativní rychlosti na povrchu 
lopatky vůči střední relativní rychlosti na výstupu z oběžného kola. Tento parametr 
řídí stabilitu proudění; příliš vysoká hodnota indikuje strmou difuzi a riziko 
odtržení proudu, zatímco příliš nízká hodnota negativně ovlivňuje celkovou 
účinnost [22]. 

• MaxLean (maximální úhel naklonění lopatky): Jde o maximální rozdíl úhlu opásání 
na jakékoliv kvazi-ortogonálně oblasti lopatky mezi nosným a krycím diskem [22]. 
Příliš velké naklonění lopatky by mohlo narušit mechanickou pevnost a výrazně 
zkomplikovat vyrobitelnost oběžného kola. 

Jako cílové funkce optimalizace byly definovány dva klíčové požadavky: 

• Minimalizace parametru ProfileLoss_t: Tento parametr představuje součet 
profilových ztrát na tlakové a sací straně lopatky a úzce koreluje se ztrátami 
způsobenými povrchovým třením [22]. Vzhledem k tomu, že se analyzované 
čerpadlo vyznačuje nízkými specifickými otáčkami, představují právě ztráty 
třením velmi významný podíl na celkových hydraulických ztrátách v oběžném kole 
[20], a proto je jejich minimalizace klíčová. 

• Maximalizace hodnoty parametru Pmin: Sledování a maximalizace minimálního 
statického tlaku slouží k zajištění dobré sací schopnosti čerpadla. Čím nižší je 
lokální tlak v průtočném kanálu, tím vyšší je pravděpodobnost iniciace 
kavitačního procesu. 

4.3 Optimalizace metodou Reactive Response Surface (RRS) 
 

Pro optimalizaci byla zvolena metoda RRS. Daná metoda byla vyvinuta 
společností ADT a následně implementována do jejich programu TURBOdesign. 
Optimalizační algoritmus metody je založen na tzv. náhradních modelech (surrogate 
models) [24]. 

Standardní optimalizace využívající náhradní modely běžně vychází z matice 
návrhu (design matrix), která se generuje pomocí metod vyplňování prostoru (space-
filling methods), jako je například Latin Hypercube. Velkým nedostatkem takového 
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tradičního přístupu pro návrh experimentů (DoE – Design of Experiments) je skutečnost, 
že do specifických oblastí, které jsou z hlediska cíle optimalizace nejzajímavější, není 
umístěn dostatečný počet návrhových bodů [24]. Na rozdíl od ostatních metod začíná 
samotný výpočetní algoritmus metody Reactive Response Surface (RRS) s malou 
počáteční maticí návrhu, jež je definována na základě uživatelem zvolených návrhových 
parametrů. Plátí vztah, že pro n vstupních parametru minimální počet návrhových bodu 
musí být alespoň 3𝑛 + 1. 

Z těchto počátečních dat algoritmy strojového učení zkonstruují 
pravděpodobnostní zástupný model, který se učí u každého nového bodu předpovídat 
nejen očekávaný výsledek, ale i exaktní míru vlastní nejistoty. Následně se nad tímto 
rychlým modelem spustí vícekriteriální genetický algoritmus, který výpočetně nenáročně 
vyhodnotí tisíce variant [25]. Systém pak inteligentně využívá Paretovy fronty získané z 
této optimalizace na bázi náhradního modelu a prostřednictvím reaktivní akviziční 
funkce vybere z tisíců možností jen úzký vzorek kandidátů. Pouze tyto body jsou odeslány 
do simulačního řešiče, čímž algoritmus iterativně přidává dodatečné reálné body do 
matice návrhu a strojový model se na nich okamžitě přeučí [24]. Tímto cíleným přístupem 
se přesnost návrhové matice zvyšuje primárně v těch částech návrhového prostoru, 
které jsou pro danou optimalizaci nejrelevantnější.  

Tento přístup radikálně sníží výpočetní náročnost optimalizační metody– k 
dosažení cíle je zapotřebí přibližně 10 % výpočetního času ve srovnání s přímou 
optimalizací pomocí algoritmu MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm). 

Pro znázornění této vlastnosti byl proveden experiment, který za stejných 
podmínek porovnával metodu MOGA a RRS. Na obr. 33 lze vidět matici návrhových bodů, 
kde populační rozměr pro MOGA byl 40 × 40 . Vedle ní je výsledná Paretova fronta 
metody RRS, která v návrhové matici měla pouze 72 bodů. 

 

  

Obr.34 – Porovnání výsledku optimalizací metodou MOGA (vlevo) a RRS (vpravo). 

 

Zjednodušený výpočetní algoritmus a pracovní postup metody Reactive 
Response Surface je schematicky znázorněn na obr. 35.  
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Obr.35 – Zjednodušený diagram pracovního postupu RRS; upraveno podle [24]. 

4.4 Výsledky optimalizace 
 

Jak již bylo zmíněno výše, optimalizace byla provedena pro oběžné kolo navržené inverzní 
metodou podle charakteristik čerpadla BETA 12. Cílem optimalizace bylo minimalizovat 
ztráty způsobené třením, a přitom zvýšit hodnotu minimálního statického tlaku. Pro tuto 
optimalizaci byla zvolena metoda RRS. 

Pro výchozí návrh činily hodnoty parametrů ProfileLoss_t a Pmin 0,1158, 
respektive 84 676,77 Pa. Dané hodnoty byly vypočteny inverzní metodou z 3D 
rychlostního pole, princip tohoto výpočtu byl detailně popsán v Kapitole 2. 

Na obr. 36 je zobrazena verifikovaná Paretova fronta, která se skládá ze 45 
kandidátních řešení. Pro následné porovnání s výslednými parametry stávajícího 
oběžného kola čerpadla BETA 12 a pro vyhodnocení úspěšnosti optimalizace na bázi 
inverzní metody byli z této množiny zvolené dva kandidáti. 

První kandidát se nacházel v levém dolním rohu Paretovy fronty a měl nejmenší 
hodnotu ztrátového koeficientu. Druhý kandidát byl zvolen na základě nejvyšší hodnoty 
parametru Pmin v poměru ke ztrátovému koeficientu. Tento výběr byl proveden z toho 
důvodu, že hydraulická účinnost (která přímo závisí na koeficientu profilových ztrát 
ProfileLoss_t) a odolnost proti kavitaci (reprezentovaná parametrem minimálního tlaku 
Pmin) představují jedny z nejdůležitějších parametrů odstředivého čerpadla. Z fyzikální 
podstaty jdou tyto dva požadavky často proti sobě a při návrhu stroje se mezi nimi musí 
vždy hledat kompromis. Zvolením dvou odlišných návrhů z různých stran Paretovy fronty 
tak bylo umožněno detailně posoudit vliv těchto protichůdných parametrů a následně 
vybrat tu nejoptimálnější variantu. 



Energetický ústav 

FSI VUT v Brně 
 Syvokon Roman 

Inverzní metody návrhu turbo-strojů 

 
 

47 
 

 

Obr. 36 – Výsledná Paretova fronta. 

Následně byly 3D modely těchto dvou optimalizovaných oběžných kol 
exportovány do CFD řešiče Ansys CFX. Za identických okrajových podmínek, stejného 
nastavení sítě a řešiče, které byly použity při výpočtech v Kapitole 3, byly provedeny 
simulace pro tři různé geometrie: výchozí oběžné kolo (BETA 12), optimalizovaný návrh s 
nejmenším ztrátovým koeficientem (BETA Loss) a optimalizovaný návrh s nejvyšší 
hodnotou minimálního tlaku v poměru ke ztrátovému koeficientu (BETA Pmin). 

V rámci vyhodnocení simulací byly sledovány hodnoty hydraulické účinnosti, 
dopravní výšky, příkonu a minimálního statického tlaku. Lze je vidět v tab. 4. 

Tab. 4 – Porovnání základních charakteristik. 

 BETA 12 BETA Loss BETA Pmin 

Dopravní výška, [m] 67,838 62,369 62,274 
Účinnost, [%] 95,981 97,667 97,493 

Výkon, [W] 1 373,63 1 242,05 1 242,2 
Pmin, [Pa] -13 525,4 -38 693,7   -17 760,3  

 

Z dané tabulky plyne, že ze dvou navržených optimalizací je nejlepší varianta BETA 
Pmin. Na obr. 37 je znázorněn průběh zatížení lopatky a její meridiánová geometrie, 
přičemž pro srovnání vedle ní byla vykreslena původní geometrie. 

Lze pozorovat, že jak bylo předpokládáno, optimální tvar má užší výstup a menší 
osovou vzdálenost. Tato konfigurace je charakteristická pro čerpadla s malými 
specifickými otáčkami, k nimž náleží jak výchozí typ BETA 12, tak i optimalizovaná 
varianta BETA Pmin, které sdílejí stejné základní charakteristiky. 
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Obr. 37 – Porovnání meridiální geometrii lopatky, kde modrým označena 
geometrie před optimalizaci; rozložení zatížení lopatky BETA Pmin. 

 

Varianta BETA Loss sice dosahuje ze všech návrhů nejvyšší účinnosti, ale ve 
srovnání s ostatními variantami vykazuje nejnižší hodnotu statického tlaku, a v důsledku 
toho i nejhorší kavitační odolnost. 

 

4.5 Vyhodnocení optimalizace 
Celkově lze optimalizaci s využitím inverzní metody, a konkrétně metodou RRS, hodnotit 
velmi pozitivně. Celý optimalizační proces proběhl v řádu jedné hodiny, což prokazuje 
vynikající efektivitu a velmi nízkou výpočetní náročnost tohoto řešení. Z pohledu 
konstruktéra se jedná o vysoce intuitivní a uživatelsky nenáročný postup, při kterém stačí 
jenom definovat základní vstupní parametry a cílové funkce, přičemž software následně 
zcela automaticky vygeneruje komplexní optimalizovanou geometrii. 

Při porovnání výsledků bylo zjištěno, že vybrané návrhy vygenerované 
optimalizační metodou vykazovaly provozní parametry relativně blízké hodnotám 
původního oběžného kola, které bylo navrženo tradiční analyticko-empirickou metodou. 
Jeden z těchto optimalizovaných návrhů sice vykazuje mírně nižší dopravní výšku a 
nepatrně nižší hodnotu minimálního statického tlaku, ale na druhou stranu dosahuje 
znatelně vyšší celkové účinnosti.  

Kavitační odolnost těchto dvou návrhů byla porovnána pomocí parametru 
požadované čisté pozitivní sací výšky [5] 𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟  která byla vypočtena podle vztahu (4.1): 

𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟 ≈
𝛥𝑃

𝜌 ⋅ 𝑔
=

𝑃𝑣𝑠𝑡𝑢𝑝,𝑡𝑜𝑡 − 𝑃𝑚𝑖𝑛

𝜌 ⋅ 𝑔
(4.1) 

kde 𝑃𝑣𝑠𝑡𝑢𝑝,𝑡𝑜𝑡 je celkový tlak na vstupu do oběžného kola a 𝑃𝑚𝑖𝑛 je minimální statický tlak 
na lopatce. 

Porovnání výsledků pro výchozí kolo BETA 12 a variantu BETA Pmin potvrdilo 
předpokládaný negativní vliv minimalizace profilových ztrát na kavitační odolnost stroje. 
Zatímco výchozí geometrie oběžného kola BETA 12 má hodnotu požadované čisté 
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pozitivní sací výšky 𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟  10,9153 m, u optimalizované vzrostla tato hodnota až na 
12,169 m. 

Tento nárůst 𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟  o více než 1,2 metru jasně kvantifikuje daň za snížení 
hydraulických ztrát. Fyzikálně je tento jev způsoben tím, že pro dosažení minimálního 
tření byl tvar lopatky upraven tak, že na její sací straně blízko náběžné hrany dochází k 
intenzivnějšímu lokálnímu zrychlení proudu, což má za následek hlubší propad 
statického tlaku.  

Na obr. 38, jenž znázorňuje rychlostní proudnice, je vidět, výše zmíněné zrychleni 
proudu na vstupu. Taky je vidět, že v tomto navrženém tvaru proud tekutiny mnohem lépe 
kopíruje povrch lopatky a dochází zde k výrazné minimalizaci vzniku sekundárních 
proudění. 

 

Obr.38 – Porovnání proudnic oběžného kola BETA 12 (vlevo) a BETA Pmin (vpravo). 

Na základě těchto zjištění lze konstatovat, že tento konkrétní návrh může najít 
reálné využití v čerpacích systémech, kde mírný pokles dopravní výšky nepředstavuje 
kritický nedostatek, a kde je naopak hlavní prioritou maximalizace energetické účinnosti 
provozu čerpadla. Při tom tento návrh by našel uplatnění jedině v uzavřených, 
natlakovaných systémech (kde je na sání uměle zajištěn vysoký vstupní tlak), pro běžné 
sání z volné hladiny je kvůli riziku vzniku kavitace zcela nepoužitelný. 
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Závěr 
 

Předložená bakalářská práce se zabývala relativně novou metodou návrhu turbostrojů. 
Na rozdíl od tradičních přístupů, kde jsou geometrie lopatky a kanálu vstupními 
parametry, ze kterých se následně počítá průběh proudění, přistupuje inverzní metoda k 
problému přesně opačně: z definovaného požadovaného rychlostního a tlakového pole 
zpětně generuje tvar lopatky, který je s těmito požadavky plně v souladu. 

Inverzní metodu lze ocenit pro její vynikající efektivitu výpočetního algoritmu, 
celkovou jednoduchost a intuitivnost, včetně obrovské rychlosti, s jakou lze vytvořit 
technologicky vyrobitelný návrh. 

V praktické části bylo na konkrétním případu prokázáno, jak lze pomocí inverzní 
metody a úpravy zátěžové funkce lopatky potlačit nežádoucí sekundární proudění. Tímto 
upraveným oběžným kolem bylo dosaženo zvýšení hydraulické účinnosti o 2,56 %, 
nárůstu dopravní výšky o 5,72 % a zvýšení minimálního statického tlaku na povrchu 
lopatky, čímž se podstatně zvýšila celková odolnost oběžného kola vůči kavitaci. 

Závěrečná část práce demonstrovala optimalizaci oběžného kola čerpadla 
metodou Reactive Response Surface, v jejímž jádru leží inverzní metoda. Z Paretovy 
fronty, obsahující 45 kandidátních řešení, byly vybrány a pomocí CFD simulací ověřeny 
dvě varianty. Návrh oběžného kola jedné z nich byl následně vyhodnocen jako optimální 
kompromis mezi minimalizací hydraulických ztrát způsobených třením a udržením 
dostatečné odolnosti vůči kavitaci. 

Následně bylo toto oběžné kolo, navržené pomocí inverzní metody, porovnáno 
s originálním oběžným kolem z čerpadla BETA 12, které bylo navrženo tradičním 
způsobem. Optimalizovaný návrh sice prokázal znatelně lepší účinnostní charakteristiku, 
avšak za cenu zhoršené kavitační odolnosti a mírného poklesu předpokládané dopravní 
výšky. Bez ohledu na to, lze inverzní metodu jednoznačně vyzdvihnout pro její výjimečnou 
výpočetní efektivitu. Během několika hodin totiž dokáže vygenerovat stovky návrhů, 
přičemž softwarový odhad jejich výkonnosti je velmi blízký skutečným hodnotám. 

Dosažené výsledky jsou plně v souladu se závěry publikovanými v odborné 
literatuře (Zangeneh, Goto a Harada, 1998; Bonaiuti a Zangeneh, 2009) a prokazují, že 
inverzní přístup je bez problému aplikovatelný i pro oběžná kola s nízkou specifickou 
rychlostí. Zvolená metodika i z ní plynoucí závěry jsou navíc plně přenositelné i do oblasti 
návrhu turbínových oběžných kol. 
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Příloha 
 

Výpočet geometrických parametrů oběžného kola  

Tento výpočet demonstruje metodu návrhu základních rozměrů oběžného kola 
odstředivého čerpadla. Při provedení návrhu byly použity zdroje uvedené níže: 

 

• SLOUPENSKÝ, Z.: Návrh odstředivého čerpadla metodami diferenciální 
geometrie. Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství, 
2011. Vedoucí dizertační práce prof. Ing. František Pochylý, CSc. 

• Moravec, P. Návrh oběžného kola odstředivého čerpadla pro dané parametry. 
Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství, 2014. Vedoucí 
diplomové práce doc. Ing. Pavel Rudolf, Ph.D. 

• Tekutinové stroje I, Zápisy z přednášek, VUT FSI. 

 

Základní návrh byl proveden pro čerpadlo BETA 12, jehož základní charakteristiky jsou 
umístěny v tab. P.1, níže: 

Tab. P.1- Základní charakteristiky BETA12. 

Veličina Hodnota 
Dopravní výška, H [m] 50 

Průtok, Q [ 𝑙 𝑠−1] 13,89 
Otáčky, n [ 𝑚𝑖𝑛−1] 2900 
Počet lopatek, z [-] 7 

Úhel sklonu lopatky, 𝑓[°] 0 
Tloušťka lopatky, t [mm] 4 

 

Mezi geometrické parametry, které byly zvoleny nebo pomocí metody vypočteny, patří: 

𝑏2 − 𝑣ý𝑠𝑡𝑢𝑝𝑛í šíř𝑘𝑎 𝑘𝑎𝑛á𝑙𝑢 

𝑑2 − 𝑣ý𝑠𝑡𝑢𝑝𝑛í 𝑝𝑟ů𝑚ě𝑟 𝑜𝑏ěž𝑛éℎ𝑜 𝑘𝑜𝑙𝑎 

𝑑0 − 𝑝𝑟ů𝑚ě𝑟 𝑘𝑟ý𝑐íℎ𝑜 𝑑𝑖𝑠𝑘𝑢 

𝑑ℎ − 𝑝𝑟ů𝑚ě𝑟 𝑛𝑜𝑠𝑛𝑒ℎ𝑜 𝑑𝑖𝑠𝑘𝑢 

𝑑1 − 𝑝𝑟ů𝑚ě𝑟 𝑘 𝑝𝑟ů𝑠𝑒čí𝑘𝑢 𝑣𝑠𝑡𝑢𝑝𝑛í ℎ𝑟𝑎𝑛𝑦 𝑙𝑜𝑝𝑎𝑡𝑘𝑦 𝑎 𝑠𝑡ř𝑒𝑑𝑛í 𝑝𝑟𝑜𝑢𝑑𝑛𝑖𝑐𝑒 

 

Dané hodnoty lze vidět na obr. P.1 dané přílohy. 
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Obr. P.1 – Meridiální řez a základní rozměry oběžného kola. 

Kromě toho byl vypočten vstupní úhel lopatky 𝛽1, výstupní úhel lopatky 𝛽2 byl zvolen a 
jeho hodnota se rovná 30° 

Pro další výpočty je důležité stanovení hodnoty specifických otáček: 

𝑛𝑠 = 3,65 ⋅
𝑛

√𝐻
⋅ √

𝑄

√𝐻
 (𝑃. 1) 

Po dosazení hodnot z tab. P.1: 

𝑛𝑠 = 3,65 ⋅
2900

√50
⋅ √

0,01389

√50
= 66,37 𝑚𝑖𝑛−1  

Dana hodnota spolu s hodnotou průtoku čerpadla pomoci Erhartova diagramu stanoví 
celkovou účinnost čerpadla. 

 

Obr. P.2 – Erhartův diagram. 

 

Podle grafu se veličina celkové účinnosti čerpadla BETA 12 rovna: 
𝜂𝑐 = 0,65 
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dosazením celkové účinnosti 𝜂𝑐  = 0,65 do vzorce pro výpočet hydraulické účinnosti: 

𝜂ℎ = √𝜂𝑐 − (0,02 ÷ 0,04) (𝑃. 2) 

𝜂ℎ = √0,65 − 0,04 = 0,76 

𝜂ℎ = 76 

(Hodnota 0,04 se volí pro malá oběžná kola čerpadel) 

 

• Průměr náboje 

Ke stanovení průměru náboje je primárně potřebné spočítat minimální průměr hnacího 
hřídele 𝑑𝑠ℎ, k čemuž je nutná znalost velikosti kroutícího momentu 𝑀𝑘 [N.m] působícího 
na hřídel. Jeho hodnota je dána vztahem: 

𝑀𝑘 = 
𝜌 ∙ 𝑄 ∙ 𝐻 ∙ 𝑔

2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑛 ∙ 𝜂𝑐
 (𝑃. 3) 

kde po dosazení hustoty vody ρ = 998,1 kg.m-3, průtoku Q = 0,01389 m3.s-1, dopravní 
výšky H = 50 m, gravitačního zrychlení g = 9,81 m.s-2, celkové účinnosti 𝜂𝑐  = 0,65 a 
otáček n = 2900 𝑚𝑖𝑛−1 je výsledkem: 

𝑀𝑘 = 
998,1 ∙ 0,01389 ∙ 50 ∙ 9,81

2 ∙ 𝜋 ∙
2900
60 ∙ 0,65

= 34,47 𝑁 ∙ 𝑚 

Minimální průměr hřídele 𝑑𝑠ℎ [m] lze potom stanovit ze vztahu: 

𝑑𝑠ℎ = √
16 ∙ 𝑀𝑘

𝜋 ∙ 𝜏𝐷

3

 (𝑃. 4) 

Kde 𝜏𝐷 je doporučené zatížení v krutu a nabývá hodnot v rozmezí (15÷30) MPa. Pro tento 
návrh byla zvolena hodnota 𝜏𝐷 = 25 ∙ 106  což po dosazení do rovnice (P.4) dává: 

𝑑𝑠ℎ = √
16 ∙ 34,47

𝜋 ∙ 25 ∙ 106

3

= 0,019 𝑚 = 19 𝑚𝑚 

Z dané hodnoty lze posléze vyčíslit průměr nosného disku na vstupu 𝑑ℎ [m] 

𝑑ℎ = 1,35 ∙ 𝑑𝑠ℎ = 25,8 𝑚𝑚 
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Vypočet geometrických parametru na vstupu 

• Meridiální rychlost na výstupu z oběžného kola 

 Meridiální rychlost 𝑣1𝑛 [𝑚 𝑠−1] lze vyjádřit ze vztahu: 

𝑣1𝑛 = 𝑘𝑚1 ∙ √2 ∙ 𝑔 ∙ 𝐻  (𝑃. 5) 

kde 𝑘𝑚1 [-] je konstanta rychloběžnosti, která se pro dříve spočítané specifické otáčky 
𝑛𝑠= 66,37 min-1, jež leží v intervalu (50, 200) 𝑚𝑖𝑛−1, spočte jako: 

 

𝑘𝑚1 ≐ 0,12 +  0,5617 ⋅ (8,23723 ⋅ 10−4 ⋅ 𝑛𝑆 −  0,041)0,8 (𝑃. 6) 

𝑘𝑚1 ≐ 0,12 +  0,5617 ⋅ (8,23723 ⋅ 10−4 ⋅ 66,37 −  0,041)0,8 = 0,1381 

 

Dosazením konstanty 𝑘𝑚1 = 0,1381, gravitačního zrychlení g = 9,81 𝑚 𝑠−2 a dopravní 
výšky H = 50 m do vztahu (P.5) je stanovena meridiánová rychlost: 

𝑣1𝑛 = 0,1381 ∙ √2 ∙ 9,81 ∙ 50 = 4,32 
𝑚

𝑠
 

Absolutní rychlost na vstupu do oběžného kola 𝑣1 [𝑚 𝑠−1] je dána vztahem: 

𝑣1 = 0,9 ∙ 𝑣1𝑛 = 3,89
𝑚

𝑠
 

 

• Průměr oběžného kola na vstupu  

Rovnici kontinuity lze pro tyto účely přepsat ve tvaru: 

𝑄 =  𝑣1 ⋅ 𝑆0 = 𝑣1 ∙
𝜋 ⋅ (𝑑0

2 − 𝑑ℎ
2)

4
 (𝑃. 7) 

Z tohoto vztahu se následně určí průměr  𝑑0[m] 

𝑑0 = √
4 ⋅ 𝑄

𝜋 ⋅ 𝑣1
+ 𝑑ℎ

2 

𝑑0 = √
4 ⋅ 0,01389

𝜋 ⋅ 3,89
+ 0,02582 = 72,2 𝑚𝑚 
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• Průměr 𝑑1  

Ke stanovení průměru 𝑑1 [m] (průměr k průsečíku vstupní hrany lopatky a střední 
proudnice) slouží vztah: 

𝑑1 = √
𝑑0

2 + 𝑑ℎ
2

2
+  𝐾 ⋅ ( 𝑑0 − √

𝑑0
2 + 𝑑ℎ

2

2
) (𝑃. 8) 

kde K [-] je konstanta, která pro dane čerpadlo nabývá hodnoty: 

𝐾 = 0,59 + 0,47 ∙ cos(
𝑛𝑠

1215 ∙ √𝑛𝑐

∙ 1255)° = 0,63 

dosazením konstanty K, vstupního průměru 𝑑0= 0,0722 m a průměru náboje ze sací 
strany 𝑑ℎ= 0,0258 m do vztahu (P.8) lze dostat požadovaný průměr 𝑑1 

𝑑1 = 65,5 𝑚𝑚 

 

• Vstupní úhel lopatky 

 

Obr. P.3 – Rychlostní trojúhelník na vstupní hraně lopatky. 

 

Za předpokladu bezrázového vstupu kapaliny na lopatku pak z rychlostního trojúhelníku 
(obr. P.3) vyplývá vztah pro vstupní úhel lopatky 𝛽1 [°] ve tvaru: 

tan𝛽1 =
𝑣1𝑛

𝑢1
=

𝑣1𝑛

𝜋 ∙ 𝑑1 ∙ 𝑛
 (𝑃. 9) 

kde po dosazení meridiální rychlosti 𝑣1𝑛 = 3,89 𝑚 𝑠−1, průměru 𝑑1 = 0,0655 m a otáček 
n = 2900 𝑚𝑖𝑛−1, je získána hodnota: 

tan𝛽1 =
3,89

𝜋 ∙ 0,0655 ∙
2900
60

→ 𝛽1 = 23,47° 
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Vypočet geometrických parametru na výstupu 

• Meridiální rychlost na výstupu z oběžného kola 

 Meridiální rychlost 𝑣2𝑛 [𝑚 𝑠−1] lze stanovit ze vztahu: 

𝑣2𝑛 = 𝑘𝑚2 ∙ √2 ∙ 𝑔 ∙ 𝐻 (𝑃. 10) 

kde 𝑘𝑚2 [-] je tzv. konstanta rychloběžnosti, jejíž hodnota pro dané specifické otáčky 
byla určena jako: 

𝑘𝑚2 = −0,001809 + 0,001213 ∙ 𝑛𝑠 − 1,8 ∙ 106 ∙ 𝑛𝑠
2 

Po dosazení specifických otáček 𝑛𝑠= 66,37  𝑚𝑖𝑛−1 do příslušné rovnice je výsledkem: 

𝑘𝑚2 = −0,001809 + 0,001213 ∙ 66,37 − 1,8 ∙ 106 ∙ 66,372 = 0,07 

Odsud vyplývá, že: 

𝑣2𝑛 = 2,21
𝑚

𝑠
 

 

• Unášivá rychlost na výstupu z oběžného kola 

Z Eulerovy rovnice pro čerpadlo, na kterou byla aplikována Stodolova korekce na 
konečný počet lopatek, lze odvodit kvadratickou rovnici: 

𝜅𝑊 ⋅ 𝑢2
2 − 

𝑣2𝑛

𝑡𝑔 𝛽2
⋅ 𝑢2 − 

𝑔 ⋅ 𝐻

𝜂ℎ
=  0 (𝑃. 11) 

Tuto rovnici je nutno řešit pro neznámou unášivou rychlost  𝑢2 [𝑚 𝑠−1], Konstanty A, B, 
C se pak vypočítají následovně: 

𝐴 = 𝜅𝑊 = 1,01 −
0,395 + 0,457 ∙ sin 𝛽2

√𝑧
= 1,01 −

0,395 + 0,457 ∙ sin 30°

√7
= 0,774 

𝐵 = −
𝑐𝑚2

𝑡𝑔 𝛽2
= −

2,21

tan 30°
= −3,827 

 

𝐶 = −
𝑔 ∙ 𝐻

𝜂ℎ
=

9,81 ∙ 50

0,76
= −645,39 

Z fyzikálního hlediska má smysl uvažovat pouze kladný kořen rovnice, pro rychlost 
𝑢2 tedy platí 

𝑢2 =
−𝐵 + √𝐵2 − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶

2 ∙ 𝐴
 

 
 

𝑢2 =
5,638 + √(−3,827)2 + 4 ∙ 0,774 ∙ 645.39

2 ∙ 0,774
= 31,45 𝑚/𝑠 
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• Průměr oběžného kola na výstupu  

Pro unášivou rychlost 𝑢2 také platí vztah: 

𝑢2 = 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 ∙ 𝑛 (𝑃. 12) 

ze kterého lze vyjádřit poloměr 𝑟2  

𝑟2 =
𝑢2

2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑛
=

31,45

2 ∙ 𝜋 ∙
2900
60

= 103,5 𝑚𝑚 

 
• Minimální šířka oběžného kola na výstupu 

Výpočet vychází ze vztahu pro zmenšení průtočné plochy o plochu, kterou zabírají 
lopatky, ze kterého si následně lze vyjádřit šířku oběžného kola 𝑏2[m] 

𝑏2 =
𝑄

𝑣2𝑛 ∙ (2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 −
𝑧 ∙ 𝑡

sin 𝛽2 ∙ cos 𝑓
)
 (𝑃. 13) 

Dosazením průtoku Q = 0,01389 𝑚3 𝑠−1; meridiální rychlosti 𝑣2𝑛= 2,21 𝑚 𝑠−1, poloměru 
𝑟2= 0,1035 m, počtu lopatek z = 7, tloušťky lopatky t= 0,004 m, výstupního úhlu lopatky 
𝛽2= 30° a úhlu sklonu lopatky 𝑓= 0° do vztahu (P.13) je získána hodnota:  

𝑏2 = 10,58 𝑚𝑚 
 

Porovnání výsledku 

Výsledné hodnoty návrhové metody byly porovnány se skutečnými geometrickými 
parametry oběžného kola čerpadla BETA 12 (viz tab. P.2). 

Tab. P.2: Porovnání skutečných a vypočtených parametrů. 

Veličina BETA 12 Návrh 
∅𝑑ℎ [mm] 26,06 25,8 
∅𝑑1 [mm] 71,5 65.5 
∅𝑑0 [mm] 80 72,2 
𝑏2 [mm] 14 10,58 
𝛽1 [°] 23,41 23,47 
𝛽2 [°] 36,11 30 

 

Z uvedené tabulky je patrné, že výsledné vypočtené hodnoty jsou velmi blízké skutečným 
rozměrům. 
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