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Abstrakt

Tato bakalarské prace se zabyva aplikaci numerické metody HAVOK (Hankel Alter-
native View of Koopman), slouzici k hledani atraktort a predikci intermitentnich jevi
(déle pouze intermitenci) v dynamickych systémech, na data z Rayleigh-Bénardovy kon-
vekce (RBC), kterd se méfi na Ustavu pristrojové techniky AV CR ve skupiné Kryogeniky
a supravodivosti. Prace pojednava o teorii, na které je HAVOK postaven a oproti ¢lanku
[2] déle tuto teorii prohlubuje. Déle popisuje a osvétluje problémy jako volbu dimenze
vnoreni r, kterou jsme vybirali na zakladé kvality regrese, kterou HAVOK vytvari, ¢i
uziti Koopmanova operatoru a Takensovy véty o vnoreni, coz nebylo explicitné v ¢lanku
[2] zminéno. V ramci pochopeni k ¢élanku priloZzenych kédi jsme objevili t¥i zpusoby vy-
poc¢tu HAVOKu, jez jsou v praci popsany, které také nebyly v ¢lanku zminény. V praci se
dale zabyvame maticemi soustav obycejnych diferencialnich rovnic, které HAVOK vytvari,
jejich chovanim pri zméné pocatecnich podminek a stabilitou pro rtzné regresni modely
a dimenze vnoreni. Dale je vykresleno feseni pri zméné pocatecnich podminek, a je tak
zobrazena atraktivita feSeni. Soucasti prace je i popis RBC a rovnic a podobnostnich ¢isel
toto turbulentni proudéni popisujicich. Mimoto je uvedeno, jaka data jsou z méreni RBC
na UPT ziskavana a jakym zplisobem jsou zpracovavana bézné ¢i novymi zptisoby pro
ucely této prace.

Abstract

This Bachelor’s thesis deals with an application of the HAVOK (Hankel Alternative
View of Koopman) numerical method, which seeks attractors and predicts intermittent
phenomena in dynamical systems, to data from Rayleigh-Bénard convection (RBC), which
are measured at Brno Institute of Scientific Instruments in the group of Cryogenics and
Superconductivity. This thesis discusses the theory on which the HAVOK is built and
further deepens it compared to the article [2]. Furthermore, it enlightens some issues as
the best selection of the embedding dimension 7, which we selected based on the quality
of regression that HAVOK creates, or the use of the Koopman operator and Taken’s
embedding theorem, that weren’t explicitly explained in the article [2]. We discovered
three different methods to compute HAVOK regressions based on and using the codes
attached to the article. In the thesis, we inspect the matrices of ordinary differential
equations, their behaviour when the initial values are changed and their stability for the
different regression models and embedding dimensions. The solution with different initial
conditions is plotted so that the attractivity can be seen. Part of the thesis contains
description of RBC, its equations of motion and characteristic dimensionless numbers
that describe the convection. Moreover, the thesis describes how the data are obtained
and processed normally and how are processed in new ways based on the HAVOK method.
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Uvod

Prirozena konvekce je jeden ze zakladnich mechanizmii prenosu tepla, ktery na rozdil od
radiace a kondukce probihd jenom v proudicich latkach, tj. v tekutinach. Je mozné ji
pozorovat v prirodé, ale také v riznych technickych aplikacich od ventilace mistnosti po
baterie na bazi tekutych kovi. Rayleigh-Bénardova konvekce (RBC) je pravdépodobné
tento prenos tepla popisuje, obsahuje Navier-Stokesovy rovnice, ovSem tyto nelinearni
parcidlni diferencialni rovnice maji ¢asto prilis slozité feseni.

My jsme se pokusili posunout vyzkum na tomto poli pomoci metody HAVOK (Han-
kel Alternative View of Koopman), kterou vyvinuli S.L. Brunton a spol. z University of
Washington a Institute of Disease Modeling ze Seattlu a prezentovali ji ve svém clanku
Chaos as an Intermittently Forced Linear System, publikovaném v Nature Communi-
cations [2]. Ptilohou tohoto ¢lanku jsou kédy, které zpracovavaji ukazkové casové rady
osmi ruznych dynamickych systémi od téch popsanych diferencidlnimi rovnicemi (napf.
Lorenz, Rossler, dvoukyvadlo) az po ¢isté empirickd data medicinskych zaznamu (EKG,
EEG, sifeni epidemie spalnicek).

Tato metoda vytvari linearni soustavu obycejnych diferencialnich rovnic (ODR) a tzv.
forcing ¢len, ktery udava chod intermitenci, z jejichz feseni dostavame trajektorie caso-
vého vyvoje systému, které nékdy lezi na atraktoru. Jednou z motivaci bylo zjistit, jestli
metoda HAVOK umoznuje efektivni detekci téchto intermitenci v surovych datech z jed-
noho snimace. Ukolem prace je nejprve pochopit a popsat teorii, kterd je s HAVOKem
spojend, coz neni jednoduchy tkol, protoze se jedna o interdisciplinarni problém, ktery
zahrnuje dynamické systémy, linearni algebru, numerickou matematiku a dotyka se i to-
pologie. Dalsim cilem prace je projit kédy a pochopit i tyto, popsat a osvétlit problémy,
na které muzeme narazit pri aplikaci HAVOKu na konkrétni data, pokusit se spustit kody
v rezimu predikce a se zménénymi poc¢atecnimi podminkami a zkoumat stabilitu systému
ODR, ktery HAVOK naléza.

Nacrtneme-li obsah, tak v prvni kapitole této prace shrneme potiebny matematicky
aparat, ktery vyuzijeme pfi zpracovani dat z RBC, a dale k pochopeni nejen HAVOKu,
ale i dynamickych systémi obecné. Ve druhé kapitole spojime nékteré ¢asti matematic-
kého aparatu v jednu metodu (HAVOK), kterou spoleéné sestavime. Pro pochopeni toho,
jak HAVOK pracuje, a pro ukdzku jeho vysledku jsme, dle ¢lanku [2], zvolili Lorenziv
dynamicky systém. Tento systém je dobfe popsany a proto je jeho uziti vhodné. Ve treti
kapitole si objasnime, co je RBC, jak vznika a jeji zdkladni popisny aparat. Soucasti této
kapitoly je popis jak data z RBC na UPT za kryogennich teplot vznikaji a jak jsou zpraco-
vavana. Popiseme si vznik odvozenych datovych fad jako jsou data statistickych momentii
a tzv. 7, datova fada. V posledni kapitole se zaméfime na zpracovani dat z RBC pomoci
HAVOKu, pokusime se nalézt vhodnou dimenzi vnoreni, popiseme jak vypadaji jednotlivé
matice soustavy ODR, které HAVOK z dat extrahuje, a popiseme stabilitu jejich feseni.
Déle do tesice vlozime pocatecni podminku, ktera je vzdalenéjsi od puvodni pocatecéni
podminky z experimentu a ovérime tak vysledky stability numerickym fesenim. Zavérem
této kapitoly se podivame na obrazkové shrnuti vSech datovych tad, pricemz toto shr-
nuti zhodnotime. Na obrazkovych shrnutich bude vzdy zobrazena prislusna datova rada,
matice soustavy a dva atraktory (vnofeny a rekonstruovany).



1 Matematicky aparat

Kapitola Matematicky aparat vysvétluje pojmy nutné pro sestaveni HAVOK modelu.
Tato kapitola a jeji podkapitoly se nasledné propoji v kapitole 2, kde se vytvoreni modelu
budeme vénovat.

1.1 Dynamické a autonomni systémy

Na zacatek bychom méli objasnil pouziti nezavisle proménné ¢ misto x, jak byva v ma-
tematickych textech zvykem. S ohledem na tematiku je pouziti ¢ vhodnéjsi, protoze se
obvykle bavime o vyvoji daného systému v case, ktery se bézné znaci ¢, z anglického time.

Zavedme tedy pojmy tykajici se dynamickych systému. Stavem systému je myslen
vektor x(t) = (x1(t), x2(t), ..., z,(t)) v n-dimenzionalnim Eukleidovském prostoru R™ za-
visly na nezavisle proménné (Case) t € R v pripadé spojitych systémiu. Dynamika je déna
vektorovym polem f(x) = (f1(x), fa(X), ..., fu(X)).

V celé praci tedy uvazujeme dynamicky systém tvaru:

d

x(t) = £(x(1). (1.1)

Pozndmka. Tato rovnice (resp. soustava rovnic) se nazyva autonomni soustava, protoze
funkce f neni (primo) zavisld na ¢.

Presnd definice hladkého spojitého dynamického systému je nasledujici: [3]

Definice 1.1 (Dynamicky systém). Hladky dynamicky systém na R™ je hladce diferen-
covatelnd funkce ¢ : R x R” — R”, kde ¢(t,x) = ¢(x) spliuje:

1. ¢o : R™ — R" je identita: ¢y(x0) = Xo,

2. slozeni ¢y o ¢ps = @415 pro kazdé t,s € R.

Definujme dilezité pojmy z teorie (nejen) autonomnich systému.

Definice 1.2 (Graf). Grafem feseni x : I — R™ je kiivka {t,z1(t),...,z,(t)|t € R}
v prostoru R™*1.

Definice 1.3 (Trajektorie). Trajektorie je prumét feseni x(t) do prostoru hodnot feSeni.
Je to tedy kiivka {x1(t),...,z,(t)|t € I}.

Definice 1.4 (Fazovy prostor). Prostor hodnot feSeni z predchozi definice se nazyva
fazovy prostor. Trajektorie jsou ve fazovém prostoru orientovany sipkami, které znazornuji
rostouci hodnotu proménné t.

Definice 1.5 (Singuldrni bod). Plati-li x(t) = %oVt € R, tedy Ze je dané FeSeni kon-
stantni, pak se toto Teseni nazyva singularni bod (nékdy také singuldrni trajektorie, sin-

gularni feSeni, staciondrni bod, bod rovnovéhy).

Definice (1.2-1.5) jsou prevzaty z [22].



1.1.1 Atraktivita, stabilita a vyznac¢né body

Cela nasledujici podkapitola je prevzata z [12].

Uvazujme obecnou soustavu x = f(t,x),t € I = (ty,00). Dale uvazujme pocétecni
podminku x(#y) = a a predpokladejme, Ze jsou splnény podminky zarucujici existenci
reseni tohoto pocatecniho problému.

Definice 1.6 (Stabilita fesenf). Reseni x¢(t) tohoto po¢ate¢niho problému nazveme sta-
bilni na I vzhledem k pocatecni podmince v bodé ty, jestlize Ve > 0 existuje § > 0
takové, ze Teseni x(t) vyhovujici podmince ||x(¢y) — || < 6 existuje V¢ > t, a spliuje zde
nerovnost ||x(t) — xo(t)|| <e ¥Vt > to.

Definice 1.7 (Atraktivita). Stabilni feseni se nazyva atraktivni (asymptoticky stabilni),
jestlize je stabiln{ a navic plati lim l|x(t) — xo(t)|| = 0.

Odbocme ke specifi¢téjsimu pripadu a sice k soustavé linearnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty
x = Ax + b. (1.2)

Obecné Teseni je tvaru
X = ciuy(t) + coua(t) + ... + cou,(t) + x, (1),

a proto jsou vsechna feseni bud stabilni, nebo vSechna nestabilni. Tedy jsou-li vSechna
uy, ..., u, omezena, pak jsou vsechna Teseni stabilni. Je-li jedno u; neomezené, pak jsou
vsechna Teseni nestabilni. Konverguji-li vSechna feseni uy, ..., u, k nule pro ¢ — oo, pak
jsou vSechna feseni soustavy atraktivni, pokud alespon jedno nekonverguje, tak jsou reseni
neatraktivni.

Poznamka. Tyto tvahy plati obecné pro soustavy linearnich rovnic, kde koeficienty matice
a;;(t) nejsou pouze konstantnimi funkcemi.

Stabilitu a atraktivitu feseni linedrni soustavy rovnic s konstantnimi koeficienty pro
t — 00 lze urcit z vlastnich ¢isel A matice soustavy A.

Jednotliva feseni u; nasi linearni soustavy s konstantnimi koeficienty jsou urcena vlast-
nimi &sly a jsou tvaru u;(t) = vei. Jasné vidime, ze kviili exponencidle je pro \; > 0
dané Teseni neomezené, pro \; < 0 je omezené a pro \; < 0 feseni konverguje k nule.

V pripadé komplexniho vlastniho ¢isla, a tedy i jeho komplexné sdruzeného cisla,
A2 = a % bi se exponencidlni ¢len vyjadii dle exponencidlniho tvaru komplexniho ¢isla
jako e(@0)t = et (cos(bt) & sin(bt)). Z toho lze vyvodit, ze zalezi na znaménku redlné
casti komplexniho ¢isla. V pripadé nasobnych korenti se zdpornou realnou c¢asti prislusna
reseni konverguji k nule.

V pripadé vicenasobného korene s nulovou realnou ¢asti mohou néktera reseni navic
obsahovat t. Napifklad pro A;» = 0 mame u; = ve”, uy = vte® + we, a mohou tedy
byt neomezena.

Uvedené tuvahy jsou dikazem nésledujici véty:

Véta 1.8. Méjme soustavu linedrnich rovnic (1.2) s konstantnimi koeficienty a necht
A1, Ay Jsou vlastni cisla matice soustavy A. Potom pro t — oo plati:
o Pokud maji vsechna vlastni cisla \; zapornou redlnou cdst, pak jsou vsechna reseni
soustavy stabilni a atraktivnd.



o Pokud ma alespon jedno vlastni cislo kladnou redlnou cdast, pak jsou vsechna reseni
nestabilni a neatraktioni.

o Pokud maji vsechna vlastni c¢isla nezapornou redlnou cdst a vsechna vlastni cisla
s nulovou redlnou casti jsou jednoduchd, pak jsou vsechna reseni stabilni a neatrak-
tivng.

o V pripadé nasobnich vlastnich cisel \; s nulovou redlnou cdsti zdleZi na tom, zda
jsou vsechna tesenti w;(t) omezend, nebo alespon jedno w;(t) je neomezené.

Zustanme jesté u autonomnich soustav x = f(x). U téch se rozlisuji nasledujici typy
izolovanych singuldrnich bodia v roviné.

Definice 1.9 (Typy izolovanych singuldrnich bodi). Uvazujme trajektorie feseni auto-
nomni soustavy rovnic. Necht xq je izolovany singularni bod dané soustavy, tj. izolované
feseni soustavy rovnic f(x) = 0. Bod x¢ se nazyva:

strfed — pokud existuje ryzi okoli U bodu xq, ve kterém kazdym bodem x € U prochazi
uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnittku bod xq,

atraktivni uzel — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie smérujici
do tohoto bodu, pricemz smérovy vektor teény trajektorie ma limitu

< (t
lim x(f) = %o, a existuje limita lim x(t) :
t—00 t—oo [|x(1)]|

neatraktivni uzel — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie vy-
chazejici z tohoto bodu, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie ma limitu

x(t
lim x(t) = xp, a existuje limita lim X(t) ,
t——00 t——oo ||x(t)]|

atraktivni ohnisko — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie bli-
zici se k tomuto bodu, pricemz smérovy vektor teény trajektorie nemé limitu

x(t
lim x(t) = X¢, a neexistuje limita lim X(t) :
t—00 t—=oo ||x(1)]|

neatraktivni ohnisko — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychézejici z tohoto bodu, pricemz smérovy vektor teény trajektorie nema limitu

< (t
lim x(f) = x¢,a neexistuje limita lim X() )
t——o00 t——oo ||x(1)]]

sedlo — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém existuje jen konecné mnoho trajekto-
rii, které se k nému blizi, a koneéné mnoho trajektorii, které se od néj vzdaluji,
tj. existuje konetné mnoho feseni x;(t), ..., x,(t) takovych, Ze

Jim x4(8) = X0, - Jim %, (1) =
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1.1.2 Diskrétni dynamické systémy

Déle je nutné zavést diskrétni dynamicky systém, protoze se budeme zabyvat numerickymi
vypocty a tvorbou modeli pro dynamické systémy ziskané z namérenych (¢i spoétenych)
dat. Zavedme jej tedy nasledovné [2]:

Xk+1 = F(Xk), (13)

kde x5 muze byt ziskdn vzorkovanim At trajektorie rovnice (1.1), takze x, = x(kAt). Je
nutné si uvédomit, ze At je v tomto pripadé konstanta. Funkce F(x;) je potom definovana

(k+1)At
F(xy) = xx + A f(x(7))dr. (1.4)

Funkce F zde funguje jakozto ,posouvac¢*“ v case o jeden vzorek.

1.1.3 Atraktor

Ke studiu dynamickych systémt neodmyslitelné patii atraktory. Jedna se o mnoziny tvo-
rené trajektoriemi feseni, které dané teseni pritahuji. Co to ovSem znamena formalné
matematicky? K tomu potrebujeme zavést nékolik pojmii.

Definice 1.10 (Kompaktni mnozina [14]). Metricky prostor (M, p) se nazyva kompaktni,
jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodt lze vybrat konvergentni podposloupnost. Mnozina
N C M se nazyva kompaktni (v M), je-li (N,py) kompaktni. Pficemz pro metriku
pn plati py(z,y) = p(z,y) V(z,y) € N.

Definice 1.11 (Invariantni mnozina [15]). Mnozina stavi S C R"™ autonomniho dyna-
mického systému @ = f(z), (0) = zy se nazyva invariantni mnozina tohoto systému,
jestlize Vzo € S a Vt > 0 plati z(t) € S.

S potiebnymi nastroji muzeme uvést definici atraktoru.

Definice 1.12 (Atraktor [3]). Necht x = f(x) je systém diferencidlnich rovnic v R"
spolecné s funkci ¢ z definice (1.1). Mnozina A (s Eukleidovskou metrikou) se nazyva
atraktor, je-li splnéno
1. A je kompaktni a invariantni,
2. existuje oteviend mnozina U takova, ze pro kazdé x € U, ¢;(x) € U Vt > 0 plati
A = Ni>p0(U), pricemz musi platit, ze U obsahuje A,
3. (tranzitivita) pro libovolné dva body y,,y, € A a libovolné (oteviené) okoli U; C U
bodu y; existuje kiivka feSeni, kterd zacind v U; a prochazi Us.

Treti podminka nam zajistuje, ze to, co pozorujeme, je pouze jeden atraktor, nikoliv
nékolik atraktort najednou. [3]

Piiklad 1.13. [3] Urcete fazovy prostor daného rovinného systému, déle jestli existuje
atraktor a najdéte jej.



Fazovy portrét tohoto systému je zobrazen na obrazku 1. Z toho vidime, Ze jakékoliv
feseni konc¢i bud v jednom ze dvou atraktivnich uzli (body (+£1,0)), nebo v sedlovém
bodé (0,0). Mnozinami U je napiiklad prava, resp. leva polorovina (bez osy y) a pro
pocatek je to oteviend podmnozina osy y obsahujici v sobé pocatek. Vidime, ze vSechny
trajektorie z danych mnozin U maji priniky v prislusnych singuldrnich bodech. Prvni
i druha podminka jsou tedy splnény. Treti podminka je splnéna trivialné, protoze atraktor
je tvoren pravé jednim bodem a dané body tedy jsou dle definice atraktory.

5 y
18 sy /] Tty ! o
NN\ PRV | VAN /=
1 N / / \ \ 7
— / / / \ N \ "
0.5> = 4 / \ N o —
0 X
05+t — N R N——
T \ \ \ I3 / /7 T
1 / \ \ ! b4 AN
7/ oA\ A r/r NS
sk N A\ ‘\\\
-2
-2 1 0 1 2

Obrazek 1: Fazovy prostor v okoli pocatku.

Pozndmka. Obréazek 1 byl vytvoren pomoci Matlab funkce wvectfield, ktera je k dostani na
https://github.com/wakilsarfaraz/matlab/blob/master/vectfield.m.

1.1.4 Poznamka o Lorenzové systému a podivném atraktoru

Edward Norton Lorenz (*23. 5. 1917 — 16. 4. 2008) byl americky matematik a meteoro-
log, jenz polozil teoretické zaklady nejen k predpovidani klimatu a pocasi, ale také pro
pocitaci podporovanou fyziku atmosféry a pocita¢i podporovanou meteorologii. Dale je
znam jako zakladatel moderni teorie chaosu, odvétvi matematiky zabyvajici se chovanim
dynamickych systémi citlivych na pocatecni podminky.

V roce 1961 pouzival Lorenz jednoduchy digitalni pocitac¢ na simulaci struktur v pocasi
pomoci dvandacti proménnych. Jelikoz se chtél znovu podivat na cast dat, spustil simulaci
znovu uprostied datové rady tak, ze do simulace vlozil data z ptivodni simulace. K jeho
prekvapeni bylo pocasi, které pocita¢ predpovidal, iplné jiné, nez pri ptivodni simulaci.
Jak k tomu doslo? Jednoduse: pocita¢ pocital s presnosti na Sest desetinnych mist, ale
vytisténa data byla zaokrouhlena na tii desetinna mista. Tento rozdil je maly a v kontextu
dané doby by toto zaokrouhleni nemélo mit prakticky zadny efekt. Nicméné, jak Lorenz
zjistil, i mald zména muze mit v dlouhodobé predpovedi velky vyznam. [11]

Model samotny byl odvozen z rovnic popisujicich Rayleigh-Bénardovu konvekci (RBC),
coz je proudéni v gravitacnim poli vyvolané rozdilnou teplotou na dné a viku experimen-
talni cely. Zahtivanim tekutiny zespodu dojde vlivem rozdilné hustoty ke stoupani teplych
proudu a naslednym ochlazenim u horni desky ke klesani struktur tekutiny. Vice o RBC
v kapitole 4.1. Pomoci tzv. Galerkinovy aproximace, coz je prakticky Fourierova transfor-
mace, ze které je pouzito pouze nékolik (nejvyznamnéjsich) slozek, Lorenz transformoval
rovnice popisujici RBC a ziskal systém diferencidlnich rovnic [16][1]:
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=0y -2
y=z(p—2)—y (1.5)
Z=uxy— Pz

Pozndmka. Konstanty p a [ byvaji casto psany jako r a b.

Tyto rovnice byly a stéle jsou studovany a nékteré jejich vlastnosti jsou dobfe znamy.
Obvykle je tento systém zkoumdan v zévislosti na p se sadou parametri o = 10 a § = 8/3.
Shrneme-li tato zkoumani, vime, ze pro p < 1 existuje pouze jeden singularni bod v
pocatku typu atraktivni uzel, pro p = 1 se objevi tzv. vidlicova bifurkace, pro 1 < p <
24,74 se objevi dalsi dva singuldrni body a pro p > 24, 74 jsou vSechny tfi body rovnovahy
nestabilni. Pro detailngjsi informace doporucme [22],[3],[1].

Lorenz pfi pocitani s timto modelem zvolil parametry 5 = 8/3, 0 = 10 a p = 28 a my
budeme také pracovat s Lorenzovym atraktorem s témito parametry. Na nasledujicim ob-
razku je vykreslen tento atraktor a jeho singularni body oznacené ¢ervenymi hvézdickami.

X y

Obréazek 2: Atraktor Lorenzova systému.

1.2 Zakladni statisticky aparat

V nasledujici podkapitole si definujeme zakladni aparat statistiky pouzivany pri zpraco-
vani dat RBC. Tyto definice byly pievzaty z podkladi doc. Zaka pro kurz Pravdépodob-
nost a statistika 1 a z dokumentace programu Matlab.
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Definice 1.14 (Nahodnd proménnd). Necht  je zdkladni prostor a ¥ prislusné jevové
pole a (R,B) je méfitelny prostor (tj. B je borelovska o-algebra — minimalni algebra ob-
sahujici vSechny oteviené mnoziny). Zobrazeni X :  — R se nazyva ndhodnd proménna
vzhledem k X, pokud

VBEB: X 'B)={weQ: X(w) € (~0)} €.

Definice 1.15 (Nahodny vybér rozsahu n). Necht (€2, ¥, P) je pravdépodobnostni prostor
a X1, ..., X, jsou nezavislé nahodné proménné. Pak Xy, ..., X, se nazyva nahodny vybeér
rozsahu n.

Definice 1.16 (Statistika). Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér. Funkce ndhodného vybéru
T(Xy,..., X,) se nazyva statistika.

Definice 1.17 (Realizace ndhodného vybéru). Necht z; je vysledek i. pokusu popsaného
nahodnou proménnou X; (vysledek i. méteni). x; se nazyva realizaci ndhodné proménné
X;.

Definice 1.18 (Realizace vybérového pruméru). Necht X, ..., X, je ndhodny vybér
ax = (1,...,x,) je jeho realizace. Pak realizace statistiky vybérového primeéru je redlné
¢islo x (dale oznacovano M ):

1

Definice 1.19 (Realizace vybérového rozptylu). Necht X7,..., X, je ndhodny vybér
ax = (z1,...,o,) je jeho realizace. Pak realizace statistiky vybérového rozptylu je re-
4lné ¢islo s? (dale oznacovdno My):

1

Mo =
2 n—1

Pozndmka. Cislo s = V/s2 = /M, se nazjva vibérova smérodatna odchylka.

Definice 1.20 (Realizace vybérové sikmosti [17]). Necht X, ..., X, je ndhodny vybér
ax = (x1,...,7,) je jeho realizace. Pak realizace statistiky vybérové sikmosti je redlné
¢islo s1 (dale oznacovano Ms):

% i (v — @)’

Ay (- 7))

Definice 1.21 (Realizace vybérové Spicatosti [18]). Necht Xq,..., X, je ndhodny vybér
ax = (r1,...,x,) je jeho realizace. Pak realizace statistiky vybérové spicatosti je redlné
¢islo k; (déle oznacovano M,):

3 -
2

1 —
M, — _rim (= 5)
( 2t (23 — 7)2)?
Dale je nutné definovat korelaci. To bychom mohli udélat opét pomoci nahodného
vybéru, ovsem my budeme pouzivat korelaci z pohledu zpracovani signali. Takova inter-
pretace odpovida skaldrnimu soucinu téchto vektorti s posunem o m vzorki.
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Pro diskrétni signdly = a y, oba délky N, je definovana korelace nasledovné [19]:

N—m—1

Ray(m) = > a(n+m)y (n),

n=0

kde x zna¢{ komplexn{ sdruzeni. Pro m < 0 plati R, ,(m) = R;,(—m). Timto vypoctem
tedy dostaneme funkci korelaci, ktera je zavisla na parametru vzajemného posunu signali.
Vsimnéme si, ze pri takto definované korelaci mtize byt vysledek i vétsi, nez jedna. Tento
sproblém“ jde vyftesit stejné jako v bézné definici korelace podélenim souc¢inem smeéro-
datnych odchylek korelovanych signéli, nebo pri pouziti MATLABu pouzitim parametru
normalized ve volani funkce zcorr. Pocitame-li korelaci dvou signdla R,,, dostaneme ko-
relaci, ¢i tzv. vzdjemnou korelaci, nebo kroskorelaci (angl. cross-correlation), pocitame-li
korelaci jednoho signalu R, dostaneme autokorelaci (angl. auto-correlation).

Definice 1.22 (Normalizovana korelace pomoci programu Matlab [19]). Uvazujme dva
diskrétni signaly x a y, jez maji délku N. Normalizovana korelace je potom dana:
Ryy(m)

Ranerm () = e O o O)

1.3 Dynamické systémy z datovych rad

1.3.1 Takensova véta o vnoreni

Dynamické systémy se daji zkoumat vicero zpisoby. Zname-li pohybové rovnice, mizeme
je analyzovat. Pokud ale nezname rovnice, tak se nabizi experimentalni ptistup, pii kte-
rém je dynamicky systém méren a zkouman z namérenych datovych rad. Takensova véta
o vnoreni nam umoznuje nahlédnou do systému pomoci topologicky stejného atraktoru,
ktery mizeme vytvorit pouze z jedné datové rady.

Takensova véta o vnofeni (angl. Takens embeding theorem), publikovand roku 1981
v ¢lanku Detecting strange attractors in turbulence, se stala zakladem pro vyzkum da-
tovych fad v mnoha odvétvich od fyziky, pres medicinu az k ekonomii. Sauer, Yorke a
Casdagli [26] toto odvétvi, zabyvajici se teorii dynamickych systému vystizné nazyvaji
,embedologie .

Hlavnim bodem embedologie je vysledek diskutovany skupinou zabyvajici se dynamic-
kymi systémy pod Kalifornskou univerzitou [24], dokdzany Takensem, ktery ukazuje jak
muze byt ¢asova fada méreni jedné pozorovatelné (pozorovatelna viz kapitola 1.4) pouzita
k rekonstrukci kvalitativnich vlastnosti fazového prostoru méreného systému. Technika
popsand pravé Takensem, nékdy nazyvand metoda zpozdéni (angl. method of delays), je
pouzitelnd na v podstaté jakoukoliv datovou fadu, ¢imz otevira dvere k prizkumu cha-
osu z pohledu dat, nikoliv ¢isté matematickou analyzou. [13] Metoda samotnd, resp. jeji
realizace, je jednoducha, ale dikaz je slozity a vyzaduje znalosti differencialni topologie
a je nad ramec této bakalaiské prace. K nahlédnuti je napr. v [13].

Jesté nez si uvedeme vysledky, definujme pojem difeomorfismus.

Definice 1.23 (Difeomorfismus [10]). Zobrazeni f : M — N, kde M a N jsou variety, se
nazyvé difeomorfismus <= f a f~! existuji a jsou diferencovatelné.

Vysledky, které jsou pro néas dilezité, jsou nésledujici: Dimenze prostoru vnoreni je
2m~+1 [1][13], kde m je dimenze prostoru, odkud bereme zpozdované soutadnice. Zobrazeni
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Obrazek 3: Rekonstruované Lorenzovy atraktory ve zpozdénych souradnicich.

je vnoreni (angl. embedding) a za urc¢itych podminek difeomorfismus, tedy i atraktory jsou
difeomorfni [2]. Tato vlastnost je pro nds velmi dulezita, protoze ndm odkryva pohled na
systémy jako pravée RBC.

Ukazme si tedy, jak mtzou vypadat fazové prostory ve zpozdénych souradnicich. Vez-
méme kuptikladu jednu souradnici z Lorenzova systém x(t) (viz obrazek 5). Dalsi sourad-
nice mizeme vytvorit neprekvapivé zpozdénim 7 nésledovné x(t — 7) a vnikne ndm tak
série datovych fad (z(t),z(t — 1), z(t — 27), ..., x(t — 67)), tedy zpozdéné soufadnice. Jak
takové souradnice vypadaji, se muzeme podivat na obrazcich 3.

Pozndamka. Pavodni atraktor je zobrazovan ve tfech dimenzich, a tak je dimenze vnoreni
2-341 = 7, ale zobrazeny jsou pouze prvni tii souradnice (mame tedy projekci do prostoru
dimenze t1i).

Pozndmka. ,Zpozdéni* souradnic lze vytvorit i jinak, napriklad predbihdnim, misto zpoz-
dovanim souradnic (tedy nahradime znaménko minus znaménkem plus). [13]

1.3.2 Hankelova matice a singularni rozklad matice
Hankelova matice
Definice 1.24 (Hankelova matice). Mé&jme m x n matici H takovou, ze
hij=hu  Vi,ke{1,2,...,m}aVy,le{l,2, ..., n},
kde indexy splnuji podminku
1+j5=k+1
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Takova matice se nazyva Hankelova a muze byt treba tvaru

a b ¢ d e
b c d e f
H_cdefg
d e f g h

SVD rozklad

SVD rozklad, z anglického Singular Value Decomposition, volné prelozeno jako rozklad na
singularni hodnoty, je rozklad matice na maticovy soucin.

Véta 1.25 (Singularni rozklad [25]). Necht A € R™*™ a ¢ = min{m,n}. Potom ezistuje
diagondlni matice ¥ = (0;;) € R™™ spliujici 011 > 02 > ... > 04 > 0 a ortogondini
matice U € R™*™ 'V € R™" takové, Ze plati

A=Uxv"
Diukaz viz [25] str. 109.

SVD rozklad je zobecnény rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Matice U a V' jsou
ortogonalni (resp. ortonormaln{) matice a norma kazdého vektoru je uloZena v matici X.

Poznamka. Matlab ma moznost vypoctu redukovaného SVD s parametrem econ, tedy
ekonomicky mod. To znamend, ze pro matici H,,xn, kde m < n je Upxm, 2Zmxm & Vism,
odreze nékteré vektory s mensimi ¢i nulovymi singularnimi hodnotami > a V. Parametr
econ je vhodné pouzit, jsou-li matice velké a chceme-li Setfit pamét pocitace. Ofez matic
viz priklad nize.

Priklad 1.26. Vezméme SVD rozklad matice

1 2 3 4
A=15 6 7 8|=Uuxv?
9 10 11 12
—0,2067 —0,8892 0,4082 25,4368 0 0 0
U=|-0,5183 —0,2544 —0,8165|,% = 0 1,7226 0o o],
—0,8298 10,3804  0,4082 0 00,0000 0

—0,4036  0,7329  0,5241  0,1592
—0,4647 10,2808 —0,8174 0,1784
~0,5259 —0,1532 0,0626 —0,8343
—0,5870 —0,5962 0,2307  0,4968

V=

Nyni se podivejme, jak by vypadaly matice v rezimu econ:

Priklad 1.27. Vezméme si matici

1 2 3 4
A=1|5 6 7 8|=Uuxv"
9 10 11 12



—0,2067 —0,8892 0, 4082 25,4368 0 0
U=|-0518 —0,2544 —0,8165]|,% = 0o  1,7226 0 |,
—0,8298 10,3804  0,4082 0 00,0000

—0,4036 0,7320  0,5241
—0,4647 0,2808 —0,8174
—0,5259 —0,1532 0,0626
—0,5870 —0,5962 0,2307

Vidime, Ze se jedna pouze o otfez nulovych vektori v 3 a méné vyznacénych vektort v V,
které mizou byt nepotiebné pro dané uziti SVD a je mozno je vynechat.

V:

Pseudoinverze pomoci SVD
Pseudoinverze, jinak Moore-Penroseova inverze je definovana pomoci nasledujici véty:

Véta 1.28. Pro kaZdou matici A € R™ " existuje prdvé jedna matice AT € R™™
s nasledujicimi vlastnostmi:

1. AATA=A

2. ATAAT = AT

3. (AAT)T = AT A

4. (ATA)T = AT A
Dikaz viz [25] str. 42, 43.

Definice 1.29. Matice AT se potom nazyvd Moore-Penroseova inverze matice A.

Tuto inverzi je mozno provést pomoci SVD rozkladu nasledovné:

(S 0\ r
A_U<O O)v

libovolny SVD rozklad matice 0 # A € R™*™, potom.:
S—1 0
+ T
a) AT = V< 0 O) U+,
b) je-li A étvercovd requldrni, je A=t = V.S~UT = A+,

Véta 1.30. Je-li

Diikaz.  a) DokéZeme, ze matice AT mé vlastnosti 1)—4) z véty (1.28), pficemz budeme
vyuzivat vlastnosti UTU =1, Y'Y =1 a

D660 Y

Tedy

1) AA*A=U g 8 VY S; 8 UTy *g 8>VT_
o5 o) (o o) a)vr-v(a o) vr-a
2) AYAAT =V SO 8) UTU (‘g 8) VTV (Sol 8) UT =
_v<501 8)(] e
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Nyni ukazme, ze AAT a AT A jsou symetrické.

—1
AA+:U<S O>VTV<S O>UT:U<I O)UT

0 0 0 0 00

S0 S 0 I 0
+A— T T _ T
AA-V(O O)UU<O O>V _V<O 0>V

Z jejich symetrii vyplyva dukaz tvrzeni 3) a 4):

3) (AAH)T = (U (I 0) Uty = U (I 0) UT — AA*+

0 0 0 0
4) (ATAT = (V (é 8) VT — (é 8) VT — A+ A

b) Je-li A Ctvercova regularni, pak
(VSTUNA=VvS 0TSVt =1 = Vst = A7}
]

Timto jsme zavedli a dokazali pseudoinverzi pomoci SVD rozkladu. Tvrzeni b) véty (1.30)
dokazalo dilezitou vlastnost, a to Zze pseudoinverze je zobecnénd inverze Ctvercové regu-
ldrni matice. [25]

1.3.3 DMD

Metoda HAVOK vyuziva ke svému vypoctu dva numerické algrotimy a DMD, neboli
Dynamic Mode Decomposition, je jednim z nich. Tento algoritmus byl vytvoreny Peterem
Schmidem v roce 2008 ke zpracovavani datovych fad z oboru dynamiky tekutin, ktery ale
nasel uplatnéni i v dalsich oborech a odvétvich, jako napiiklad v neurovédé, financéni
analyze nebo modelovani chovani infekénich nemoci. Tato metoda je popularni hlavné
proto, ze dava informaci o nelinearni dynamice proudéni tekutiny, a to i pres to, ze je
dand metoda linedrné algebraicka.

Spocitané mody jsou vlastni vektory popisujici stav kapaliny, presnéji prostorové kore-
lace mezi jednotlivymi mérenimi. Tento stav je urcen odpovidajicimi vlastnimi hodnotami,
které davaji informaci o mite nartstu, nebo poklesu a o oscila¢ni frekvenci pro kazdy maod.
Tyto informace jsou zobrazeny jako oblasti koherentnich struktur daného prostiedi (viz
obrazek 4).[27]

Poznamka. Obrazek je vytvoren z balicku MATLAB programt a dat, ktery vytvorili
a poskytli Brunton a spol. Tento balicek je volné ke stazeni z http://dmdbook. com.

Algoritmus samotny hleda nejvhodnéjsi linearni model [2], ktery by urcil zévislost dvou
datovych matic

zi(ty) xi(tz) - 21(tmr) z1(t2) (ts) - 2a(tn)
< $2(fl) fz(ﬁ) - 952(757‘71—1) . X — a(t2) x2(f3) : l“2(.tm)
To(t1) mp(te) - xp(tm-1) p(ta) wp(ts) -+ xp(tn)

Matice X obsahuje Casové snimky z n stavi (snimact) v m ¢asech méreného systému
a Y je matice se stejnymi snimky, pouze posunuta v ¢ase o jeden tsek meéreni. Zavislost
téchto dvou matic by mohla byt urcena operatorem A, kde

X' =AX = A~ X'X". (1.6)
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Obrézek 4: Ukazka jednoho z m6édi DMD pii obtékani valcového objektu kapalinou.

Definice 1.31 (DMD). Uvazujme mnozinu sloupcovych vektoru {z1, ..., z,, }, kde z, € R™.
Déle predpokladejme, ze jsou data generovana linedrni dynamikou popsanou nezndmou
matici A:

fk+1 = Az

Pti pouziti DMD na data generovana nelinearni dynamikou je nutny predpoklad existence
matice A, kterd danou dynamiku (pouze) aproximuje.

Médy a vlastni (singuldrni) hodnoty DMD jsou vytvafeny jakozto aproximace vlast-
nich (singuldrnich) vektort, reps. hodnot matice A.

Algoritmus 1.32.
1. Viozme data {z1, ..., zm} do matic

X = <z1 zm_1> X = <22 zm).

2. Spocitejme SVD matice X
X =UxVT,

kde U je matice typu n X r, X je diagonalni matice typu r X r, V je matice typu
m X n ar je hodnost X.
3. Definujme matici

A=UTX'Vs
4. Spocitejme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A
Aw = dw.
5. Potom DMD mdd odpovidajici vliastnimu cislu X je ddn ndsledovné
p=Uw.

Predchézejici definice a algoritmus jsou prevzaty z [27], text je timto zdrojem inspiro-
Van.
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Pozndmka. Na Obrazku 4 vidime jeden vektor ¢ usporadany do matice, kterd ma rozméry
podle velikosti matice ptivodnich dat x(¢;). Vektor x je v tomto pripadé sada vypoctenych
hodnot v urcitych bodech komory, kde bylo simulovano obtékani valce. Tento vektor se
da usporadat do matice podle pozice v komore, podle jejiz velikosti je preskladan vektor
v, 7z ¢ehoz dostavame dany obrazek 4.

1.3.4 SINDy

SINDy je druhou numerickou metodou vyuzivanou HAVOKem, vyvinutou Bruntonem,
Proctorem a Kutzem, kterd vyhledava rovnice dynamickych systému (viz rovnice (1.1))
a vychazi z premisy, ze mnoho fyzikdlnich systémi, resp. jejich dynamika, je popsano
pouze nékolika vyznaénymi c¢leny. Da se tvrdit, ze rovnice popisujici tyto systémy jsou
ridké v prostoru nelinearnich funkci. Metoda tedy vyuziva ridké regrese k nalezeni danych
aktivnich (nenulovych) clent. [2][7]

Abychom z dat urcili funkci f, potifebujeme mit nejen data, ale i jejich derivace. Ty
zmérime, nebo je urc¢ime numerickym vypoctem. Data a jejich derivace, které jsou vzor-
kovany v nékolika ¢asech tq, s, ..., t,,, usporadame do matic

ri(t)  m2(th) Tn(t1) le(tl) o (t1) T (t1)
X IL‘l(tg) l’g(tg) l‘n(tg) N X Il(tg) xQ(.tQ) l’n(tg)
T1(tm) wa(tm) -+ xp(tm) T1(tm) T1(tm) - Ep(tm)

Déle vytvorime knihovnu ©(X) tvofenou z funkei, které o¢ekavame, ze budou dany
systém tvorit. Vytvorme takovou knihovnu napriklad z konstanty, polynomi a trigono-
metrickych ¢lent:

I | |
X=[1 X X2 X ... sin(X) cos(X)

Polynomy jsou zde zapsany pomoci P, exponentii. Napiiklad X* je matice kvadratickych
nelinearit ve stavu x:

2 (tm) 21(tm)wo(tm) -+ 25(tm) - i (tm)

Kazdé funkce z knihovny ©(X) je kandiddtem na to byt soucésti pravé strany (f(x(t)))
rovnice (1.1). A protoZe, jak jsme jiz zmitiovali, je vysoce pravdépodobné, Ze pouze nékolik
clent je aktivnich v kazdém tadku f, je vhodné pouzit tidkou regresi na urceni matice
koeficienti = = (&1 & -+ &,). Koeficienty jsou dany rovnici

X = O(X)=.
Jakmile ur¢ime =, miizeme sestavit model rovnic pro kazdy radek nasledovneé:

Xk = fk(X) = @(XT)fk
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Pozndmka. Casto je nutné normalizovat sloupce ©(X), aby byla zajisténa vlastnost ome-
zené izometrie. [2]

Pozndmka. Vysledky metody SINDy a dal$i informace lze najit v [7] nebo ve videu
https://youtu.be/gSCa78TI1ldg v ¢ase od 5:45. V tomto videu jsou vysledky ukazany
na Lorenzové modelu.

1.4 Koopmantiv operator

Na data namérena z dynamického systému se da nahlizet jako na funkce ¢ stavi x da-
ného systému. Témto funkcim se fika observables, neboli pozorovatelné funkce. Vezméme
za priklad pohyb nestlacitelné kapaliny v nadobé. Jedna moznost, jak lze vytvorit sta-
vovy prostor tohoto dynamického systému, je nahlizet na néj jako na mnozinu hladkych
rychlostnich poli v oblasti proudéni, které splnuje podminku nestlacitelnosti. Stav se meéni
v case podle Navier-Stokesovych rovnic. Pozorovatelnymi jsou v tomto pripadé naptiklad
tlak nebo vifivost v daném bodé kapaliny, rychlost v nékolika bodech nebo celkova ki-
netickd energie proudéni. Ve vSech zminénych piikladech jsou hodnoty pozorovatelnych
funkei jednoznaéné urceny rychlostnim polem, tedy stavy daného systému. [5]

Koopmanitiv operator K je vyznamné soucast Koopmanovy spektralni analyzy, jez byla
poprvé predstavena roku 1931 v ¢lanku Hamiltonian systems and transformation in Hilbert
space a zobecnéna roku 1932 Koopmanem a von Neumannem. Jedna se o linearni operator
nekonecné dimenze pracujici na nekonecném (Hilbertové) prostoru vsech pozorovatelnych
funkei g (nékdy téz funkce méfeni, angl. measurement functions), které posouva v Case.
Divodem pouziti Koopmanova operatoru je, ze sménuje nelinearni dynamiku konecné
dimenze za dynamiku linedrni nekonecné dimenze.[?| Nezamétuje se na prubéh stavi (x),
ale na funkce (g) téchto stavi a je definovan nasledovné:

Kg=goF — Kg(xx) = g(Xps1)-

Detailnéjsi popis, presnou definici jak pro diskrétni, tak pro spojité systémy a dalsi infor-
mace najdeme v ¢lanku [20] nebo v citacich v sekei 2.1 Koopman operator theory v ¢lanku
2]

Pouzitim Koopmanova operatoru sice odstranime nelinearitu daného systému, ale do-
staneme operator nekonecné dimenze. Ten se da v nékterych ptripadech ziskat analyticky,
ale v dnesni dobé vypocetni techniky se spise pristupuje k aproximaci konec¢né dimenze
(matici zde znacenou K) regresnimi modely jako naptiklad DMD (viz podkapitola 1.3.3).
Tato aproximace je ovsem podminéna tim, ze podprostor pozorovatelnych zistava invari-
antni viici Koopmanovu operatoru, tedy ze jeho pouzitim na prvek z daného podprostoru
dostaneme prvek ve stejném podprostoru. Uvazujme podprostor pozorovatelnych, ktery
je linedrnim obalem funkei {g1, g2, ..., g, }, tedy pro kazdou pozorovatelnou funkei g plati

g =0a1g1 + Qg2 + ... + Gy
a po zobrazeni operatorem vypada pozorovatelna nasledovné

,Cg = 6191 + 5292 + ...+ ﬁpgp'

V tomto pripadé je tedy mozno operator omezit na p dimenzionalni podprostor a ziskat tak
maticovou reprezentaci K dimenze p x p operatoru K. Je-li mozno takovou reprezentaci
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vytvorit, pak je zdhodno definovat linedrni systém, jenz posouva pozorovatelné funkce
v daném podprostoru

Y1 = Ky,

kde y, = (g1(xx), 92(X1); -, gp(xx))T je vektor pozorovatelnych v invariantnim podpro-
storu vsech pozorovatelnych funkeci ve stavu xy.

V praxi je extrémné narocné, az nemozné, uspokojit pozadavky na invariantni podpro-
stor, ktery by obsahoval pozorovatelné pro vsechny stavy zkoumaného systému. Nicméné
perspektiva linearnich aproximaci dynamickych systémi pohanénd daty je stale cenna.
Linedrni modely mohou byt ziskdny v oblastech atraktoru, singuldrnich bodech, nebo
cyklech pomoci Koopmanovy teorie a spravnou volbou pozorovatelnych. Regresni mo-
dely pro ziskani konecné aproximace se v literature objevuji bézné, nicméné vsechny tyto
metody spoléhaji na dobrou volbu pozorovatelnych. My si pomtzeme Takensovou vétou
o vnofeni a zpozdénymi soutadnicemi (angl. delay coordinates), které poskytuji priblizné
invariantni podprostor pozorovatelnych pro dynamiku na atraktoru.[2]

Je nutno podotknout, ze pouziti Koopmanova operatoru v ¢lanku ani koédu neni tplné
ziejmé. Bézné se jeho aproximace ziskava pomoci DMD, kde je ddn matici A (viz podka-
pitola 1.3.3). Zde je ovSsem pouzit pri tvorbé Hankelovy matice (viz kapitola 2) a funguje
jakozto teoreticky ramec, na kterém HAVOK pracuje. DMD je zde vyuzito tak, jak bylo
ptvodné zamysleno, resp. vytvoreno, a to sice jako regresni model pro hledani linearniho
systému diferencialnich rovnic.
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2 HAVOK

Hankel Alternative Wiev of Koopman, neboli HAVOK, je metoda, kterou vyvinuli Brun-
ton a spol. na zpracovani dat nelinearnich dynamickych systému. Tato metoda byla pre-
zentovana v ¢lanku Chaos as an Intermittently Forced Linear System [2].

Spojme ¢asti uvedené v teoretickém tvodu a vytvorme tak HAVOK. Protoze se jedna
o metodu na zpracovani dat dynamickych systémii, je potieba zacit s daty. Méjme tedy
méreni x(t) pozorovatelné naseho dynamického systému v jednom bodé. Tato data na-
skladejme do struktury Hankelovy matice a provedme SVD rozklad.

w(t)  ax(ty) - w(ty)
_ x(tz) :U(tg) l’(t;;Jrl) _ syt (2.1)
2(ty) x(tgrr) -+ a(tm)

Pozndmka. V HAVOK c¢lanku [2] je znaceni pomérné chaotické. V jednom momenté je po-
zorovatelnd (neboli funkce méfeni) systému oznacovana jako y (viz kapitola 1.4), v jiném
jako x. Méreni, tedy pozorovatelné, kterd byla predtim oznacovana jako g(x(t;)) = y(t;),
budeme dale oznacovat jako x, resp. x(t;).

Je dobré si uvédomit, ze sloupce levych a pravych vlastnich vektort U a V' jsou uspo-
radany dle schopnosti popsat matici H od nejvétsich, protoze vlastni ¢isla jsou sefazena
od nejvétsiho. Proto muzeme obvykle H aproximovat prvnimi r (r jako hodnost z angl.
rank) sloupci U a V. Takova aproximace je priblizné invariantni vici Koopmanovu opera-
toru pro stavy na atraktoru. Upozornéme na pouziti Koopmanova operatoru, a tedy i jeho
teoreticky ramec, predevsim linearizaci prostoru. Prepisme matici H s vyuzitim tohoto
operatoru. [2]

I(tl) ]C;C(tl) ce ’Cp;lx(t1>
Kila(t) Kiz(t) --- K™ la(h)

Upozornéme déle, ze pracujeme s obdélnikovymi maticemi, které maji mnoho radkiu
a jesté vice sloupct, jez lze interpretovat jako méreni jednotlivych snimact. Zobrazenim
prvnich t¥1 sloupct matice V' ziskdme vnoteny atraktor, ktery je difeomorfni ptivodnimu
atraktoru, jak jsme se dozvédéli v teorii o Takensové vété. Z teorie Koopmanova opera-
toru zase vime, ze uzitim tohoto operatoru se dostaneme do prostoru nekonec¢né dimenze,
kde se z nelinearni dynamiky stdva dynamika linearni. Jelikoz nejsme sto pracovat s ne-
konecné velkymi maticemi, musime urcit aproximovany linedrni model tohoto systému.
Ovsem takovy cisté linedrni model nedokéze zachytit vice pevnych bodt nebo nepredvida-
telné chovani charakteristické pro chaos. V metodé HAVOK se proto misto konstruovani
modelu pro r proménnych zkonstruujeme model pro » — 1 proménnych a r. ¢len budeme
uvazovat jako vnéjsi silovy ¢len (angl. forcing), ktery dale budeme oznacovat jako forcing,
¢i forcing ¢len. Tento silovy ¢len udava chod intermitenci. Na toto se miizeme divat i tak,
ze metoda intermitence detekuje, nebo pripadné také predikuje a funguje jako ,early
warning“. Hledame tedy model tvaru

d
%V(t) = Av(t) + Bu.(t),
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kde v = (vy,v9, -+ ,v,_1)T je vektor prvnich » — 1 vlastnich ¢asové vnofenych soufadnic.
Matice A a vektor B lze ziskat pomoci DMD, nebo SINDy.[?]

Matici A a vektor B budeme nazyvat y — model, protoze reSeni této soustavy bu-
deme oznacovat y. Tento se urcuje vzdy z matice V. Jak pfesné se tento regresni model
ziské, neni v ¢lanku [2] popsano, proto se musime pustit do prohleddvani kodi, které jsou
k clanku dostupné. Tyto kddy obsahuji HAVOK aplikovany na rtizna data dynamickych
systému, jako napiiklad zminovany Lorenzuv atraktor nebo atraktory Rossleriv a Duf-
fingiv, ddle na medicinské signaly jako EKG, EEG a ndkazy spalni¢ek v New Yorku (viz
popis dat v ¢lanku [2]).

P1i prohledavani kodi zjistime, Ze existuji t¥i zptusoby, jak regresni model ziskat.

2.1 SINDy model

Prvni vyuziva ¢isté metodu SINDy (viz podkapitola 1.3.4). Algoritmus principidlné fun-
guje tak, ze se numericky spocitaji derivace (po sloupcich mezi prvky matice V) a déle
se vytvori knihovna moznych funkci. Protoze jsme v prostoru, ktery je linearizovany Ko-
opmanovym operatorem, stac¢i ndm linedrni knihovna. Z matice koeficientu = (viz pod-
kapitola 1.3.4) ziskdme pohybové rovnice tak, ze z této vezmeme levou horni submatici
A typu (r — 1) x (r — 1) a sloupcovy vektor B typu (r — 1) x 1. Posledni fadek = se
nepouzivéd, pricemz argumentace v ¢lanku [2] je takova, ze se jednd o ,bad fit“. Ziejmé
je tim mysleno, ze pfi zahrnuti tohoto rfadku dojde k vyraznym chybam v regresi, ale
dikladnéjsi argumentace chybi.

2.2 DMD model

Druhd moznost je uziti modifikovaného DMD (viz podkapitola 1.3.3). Podivejme se, jak
v HAVOKu vypadaji matice X’ a X odvozené z matice V.

V1,1 ce U1,r V21 Va,r
X = : : a X'=

Vend—1,1 *°°  Vend—1,r Vend,1 '  Vend,r

Vidime, Ze matice jsou zde oproti sobé posunuty v tadcich, zatimco v DMD byly posu-
nuty sloupcové. Da se tict, Ze sloupce matice V' vnimame jako snimace, které se v case
posouvaji po tadcich, nikoliv po sloupcich, jako tomu bylo v plivodni definici. Zména je
tedy v transpozici datovych matic. Dalsi zménou je jiny vypocet regresniho modelu.

Pozndmka. Zde v clanku [2] dochazi k dalsi zméné ve znaceni. HAVOK totiz oznacuje
matici A jako soucast regresniho modelu, ale DMD oznacuje jako A cely regresni model.
Déle tedy oznac¢me = kazdy cely regresni model a A jako jeho ¢ast. Z kontextu pak bude
jasné, o jakém typu vypoctu regresniho modelu se bavime.

Dalsi modifikace DMD je ve vypoc¢tu samotném. Program pocita nasledovneé:
== (X)X,
pticemz po tpravé dostdvame X'= = X. Pavodni rovnice (1.6) mé& ovsem tvar X' = ZX.

Vidime, Ze regresni model programovy a model DMD jsou viici sobé inverzni, pricemz
datové matice jsou brany sloupcové, nikoliv fadkoveé. V ¢lanku neni zminka o tom, pro¢
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model pocita praveé timto zptisobem, ovsem vysledky jsou velmi dobré a ve vétsiné pripadt
tato metoda predci i metodu vypoctu pomoci SINDy.

Pozndmka. Tuto metodu pouziva vétsina ukazkovych kédh. Presnéji feceno vsechny kromé
dat z Lorenzova systému, ktery pouzivd SINDy model a dat z Duffingova oscilatoru, ktery
pouziva Hybrid model (viz déle).

2.3 Hybrid model

Tteti metoda vypoctu je jakysi hybrid mezi vypocty SINDy modelem a DMD modelem.
Tato metoda, stejné jako SINDy, poc¢ita numericky derivace a tyto derivace ukladd do
matice X', ale nevytvari knihovnu. Do datové matice X ulozi prvnich r sloupct matice
V, plati tedy X = V|.1,,). Misto vypoctu knihovny spocita = pomoci pseudoinverze, ale
opét jinak nez v DMD nebo v DMD regresnim modelu. Tentokrat je vypocet proveden
= = X+ X'. Upravou dostaneme X’ = XZ, z &hoz vidime, Ze jde opét o inverzi, kterd se
lisi od inverzi v predeslych metodach, protoze, jak vime, nasobeni matic neni komutativni
operace.

Pozndmka. Budeme-li ddle mluvit o DMD, Hybrid, ¢i SINDy, budeme tim myslet vyse
popsané regresni modely, nikoliv ptivodni metody (resp. algoritmy), které byly popsany
v podkapitolach 1.3.3 a 1.3.4. Abychom tedy méli jasno ktery regresni model vychazi ze
kterého algoritmu, zvolili jsme pro tyto modely stejné nazvy.

Pri aplikaci HAVOKu obecné narazime na nékolik prekazek. Hlavni je nastaveni pa-
rametrtt 7, tedy dimenze vnoteni, a stackmazx, tedy pocet sloupci Hankelovy matice.
Zména stackmax prakticky znamena, ze je do Hankelovy matice vlozen delsi vektor dat,
coz mé za nasledek vice vyznacnych ¢lenti v matici =. Jak volit parametr r je priblizeno
v clanku [0], ale stdle je popis pouze vagni. Ve vysledku si musime vzdy parametry na-
stavit podle vysledki, které z HAVOKu dostavame, a to prevazné z obrazku atraktori,
které ziskavame, a dle presnosti regresnich model.

V dalsi podkapitole se podivame na vytvoreni HAVOK modelu na datech z Lorenzova
systému a na to, jak HAVOK pracuje a jaké mé vysledky.

Pozndmka. Pro shrnuti této a nasledujici kapitoly doporuc¢ujeme YouTube kandl S. Brun-
tona https://www.youtube.com/c/Eigensteve, kde je popsan nejen HAVOK; ale i SINDy
a DMD.
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3 Rozbor HAVOKu na Lorenzové systému

S Lorenzovym systémem jsme se uz seznamili v podkapitole 1.1.4, a protoze se jedna
o jeden z nejlépe popsanych systémii, je to vhodny systém pro pochopeni, jak HAVOK
pracuje. Zopakujme, ze HAVOK pracuje s jednou datovou fadou. Vezmeme proto pouze
soutadnici x z FeSeni (z,y, z) Lorenzova systému, kterou muzeme vidét na obrazku 5.
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Obréazek 5: Jedna souradnice Lorenzova podivného atraktoru.

Tuto datovou fadu, ziskanou numerickym vypoctem, naskladame do Hankelovy ma-
tice a vytvorime SVD rozklad jiz zminénym postupem (viz rovnice (2.1)). Timto ziskame
matici V' vlastnich vektor, které, jak uz jsme zminovali, dokézi popsat danou dynamiku.
7, Takensovy véty jsme se dozveédéli, ze ¢asoveé zpozdéné souradnice nam poskytuji pro-
stor vnoreni vyssi dimenze. Déle z této teorie vime, Ze atraktor, ktery takto ziskame, je
difeomorfni ptivodnimu atraktoru. Jak takovy atraktor vypada, se mizeme podivat na
obrazku 6. Tento atraktor budeme nazyvat vnoreny atraktor. [2]

Jednim ze ti1 regresnich modelu ziskdme y-model, ktery se d& prehledné zobrazit (resp.
jeho ¢ast — matice A) pomoci barevnych matic tak, Ze ctverec o souradnicich [z, j] od-
povidad prvku matice Ap ;) (viz obrézek 7). Barevna skala napravo popisuje pfibliznou
hodnotu ¢isel v matici. Ziskdame tedy linearni model pro prvnich, v pripadé Lorenze, ¢tr-
nact souradnic (vy, vy, -+ ,v14) a forcing pro souradnici vy; danou patnactym sloupcem
matice V. Vidime, Ze matice ma jasnou mimodiagonalni dvoupasovou strukturu, ktera je
charakteristickd pro SINDy regresi, na coz se podivame v kapitole 5. [2]

Dalsi casti, kterou HAVOK obsahuje, je zvyraznéni aktivnich ¢asti forcingu, kterou se
zabyvat nebudeme, ale je k nahlédnuti v ¢lanku [2]. Chceme-li ji v8ak pouzit na detailni
studium intermitenci u vlastnich dat, je nutno prah vyznacnosti forcingu nastavit. Toto
se da udélat pomérné jednoduse natrénovanim na nékolika datovych radach porovna-
nim intermitenci, zobrazenych forcingem s y-modelem nebo s prvnim sloupcem v; matice
V' ¢ pfimo s daty. Jsou-li data experimenti rdmcové podobna (vypadaji-li datové rady
podobné), pak tyto parametry funguji u vSech dat z experimenti. Schopnost takto zpra-
covavat data je jedna ze dvou moznosti predikce, tedy predpovédi, bliziciho se intermitent-
niho jevu. Toto by se dalo vyuzit naptiklad v seismologii v rdmci ochrany obyvatel pred
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Obrazek 6: Atraktor difeomorfni k pivodnimu atraktoru (vnoreny atraktor).

zemétiesenimi a tsunami. Dalsi moznost je predikce dlouhodobé, ktera je uskutecnitelna,
ale pouze za predpokladu, ze zname forcing c¢len, bez néjz je predikce pomoci HAVOKu
nerealizovatelna.
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Obrazek 7: Barevné zobrazena matice A soustavy. Velikost prvku matice vyjadiuje ba-
revna skala vpravo.

Mame tedy vytvoreny y-model, neboli pohybové rovnice, ze kterého vyresenim dosta-
neme trajektorie vykreslujici rekonstruovany atraktor (viz obrazek 8).
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Obrazek 8: Rekonstruovany atraktor.

Prozkoumejme nyni matice A ziskané regresnimi modely z dat Lorenzova systému.
Parametry r = 15, stackmax = 100 a o = (—8,8,27)7 pievezmeme z ¢ldnku [2]. Matici
ziskanou vypoctem s témito parametry vypoctenou SINDy modelem miizeme vidét na
obrazku 7. Rozepisme si hodnoty znédzornéné barvami:

Poznamka. Hodnoty mensi nez jedna v absolutni hodnoté byly kvili prehlednosti nahra-
zeny nulami.

Vidime, Ze plati A ~ —A”. Tato vlastnost je charakteristickd pro vSechny matice
A SINDy modelu.

Budeme-li pozorovat chovani této matice v okoli vektoru pocatecnich hodnot, tzv.
pocéateéni podminky (PP), zjistime, Ze dochazi k traspozicim ¢tvercovych submatic. Tyto
submatice jsou obvykle fadu dva ¢i t1i.

Na obrazku 9 mizeme vidét matice spocitané SINDy modelem s riiznymi poc¢atecnimi
podminkami do vzdalenosti maximalné 10 bodi od pivodni pocateéni podminky x,. Na
maticich lze vidét, ze dvoupasova struktura je zachovana, pouze pri vétsi vzdalenosti od
PP (viz obrézek 9d) se objevuji vyznamnéjsi ¢leny v poslednich dvou fadcich matice.

Chovani matic na Lorenzové systému v zavislosti na pocateénich podminkéach jsme
dale vice nezkoumali, ale je to moznost dalsiho vyzkumu. Jelikoz je Lorenziv systém
znamy a jeho chovani je dobfe popséno, je jeho pouziti v rdmci podobnych systému
vhodnéjsi. Nasim smérem zajmu budou dale matice popisujici RBC, na které se podivame
v kapitole 5.
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Obréazek 9: Matice SINDy modelu Lorenzova systému ve vnoreném prostoru s ruznymi
PP.

4 Prenos tepla turbulentni konvekci

V rdmeci Ustavu pifstrojové techniky (UPT) se zabyvame vyzkumem pfenosu tepla turbu-
lentni Rayleigh-Bénardovou konvekei (RBC z angl. Rayleigh-Bénard Convection) v heli-
ovém plynu za kryogennich teplot. Jedna se o jednoduchy model konvektivniho proudéni
(viz nasledujici podkapitola 4.1) vystihujici podstatné rysy proudéni v atmosfére. Turbu-
lentni proudéni obecné, a tedy i turbulentni RBC, se vyznacuje nelinearnimi interakcemi
v obrovském rozsahu prostorovych skal, coz déla z turbulence i v dnesni dobé otevieny
problém. Diky skédlové invarianci hydrodynamickych rovnic 1ze zavést podobnostni ¢isla
(viz nasledujici podkapitola), kterych je méné nez materidlovych konstant, a tak redukuji
pocet kontrolnich parametrii. Dalsi vyhodou skalové invariance je, Ze s vyuzitim vlast-
nosti hélia 4 za nizkych teplot miizeme modelovat turbulentni konvekci bézné probihajici
v prirodé na obrovskych prostorovych skalach. Toto méreni na UPT probihd v pomérné
malé aparatufe tzv. kryostatu (celd méfici aparatura dosahuje vysky priblizné 1,2 metru,
pricemz métici cela samotnd je vysokd 30 cm). V této cele lze dosdhnout, ¢i se priblizit,
stejnych podobnostnich ¢isel, jako ve velkych systémech, napriklad jako je pravé proudéni
v atmosfére. V prvni podkapitole si popiseme, co to RBC je a jak funguje v principu.
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Ve zkratce si popiSeme rovnice popisujici RBC a vysvétlime, co jednotlivé ¢leny zname-
naji. V druhé podkapitole se podivame, jak data ziskand z métreni v aparature na UPT
vypadaji, jak se zpracovavaji a ktera pouzijeme na HAVOK analyzu.
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(a) ’Schéma fezu S\f{pe’rimen— (b) 3D schéma méfici cely
Ez;ﬁn celou pro méreni RBC. pro méfeni RBC. [24]

Obrazek 10: Schémata konvekéni cely.

4.1 Rayleigh-Bénardova konvekce

Konvekce je siteni tepla proudénim v gravitaénim poli. Rayleigh-Bénardova konvekce je
model konvektivniho proudéni mezi dvéma deskami. Cést objemu tekutiny je zahifvana
spodni deskou a vlivem zvyseni vnitini energie, a s tim souvisejicim snizenim hustoty,
je vztlakovou silou vytlacovana vzhiuru tekutinou s nizsi energii. Tato ¢ast kontrolniho
objemu stoupé, nez dosahne horni desky, ktera tuto ¢ast objemu zchladi, a tak ji odebere
¢ast vnitini energie. Vlivem snizeni energie, a s tim souvisejicim zvysenim hustoty, mé
nase ¢ast kontrolnitho objemu v gravitacnim poli tendenci klesat, a tim vytlacovat c¢ast
kontrolniho objemu zahtratou od spodni desky, ktera ma tendenci stoupat. Schematicky
nakres RBC je na obrazku 11.

RBC je model konvektivniho obecné turbuletniho, ¢i lamindrniho proudéni. Turbu-
lentni proudéni je takové, které presahuje kritickou hodnotu Reynoldsova ¢isla, jez si
popiseme dale v odstavci o podobnostnich cislech. Popisme si turbulenci na prikladu.
Predstavme si, ze si pustime vodovodni kohoutek pouze malym proudem tak, ze proud je
prithledny, molekuly se pohybuji po vrstvach, tzv. lamelach, Reynoldosvo ¢islo je mensi
nez kritické Reynoldosovo ¢islo. Budeme-li otevirat kohoutek vice, bude vytékajici voda
vice vitiva, Reynoldsovo ¢islo vzroste nad kritickou hodnotu a molekuly vody se nebu-
dou pohybovat po vrstvach, ale napri¢ proudem vody. Pravé viry jsou charakteristickou
strukturou provazejici turbulenci. Vratme se od prikladu s kohoutkem ke konvekéni cele.
V této se viry tvori na nékolika velikostnich skalach od téch fadové o velikosti cely tvo-
renych proudicimi koherentnimi strukturami (plumy z angl. plumes), od kterych jsou
kaskadovité tvoreny mensi viry, az na takové skaly, které dovoluje viskozita.
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Obrazek 11: Schéma Rayleigh-Bénardovy konvekce. [28]

4.1.1 Rovnice pro popis RBC

Napisme si rovnice popisujici RBC v bezrozmérném tvaru.

d /

(&‘FU'V)’U;: Z;VQU,—V]H—HE (4.1)
AR S 2 (4.2)
or ~ VRaPr '

V-u=0 (4.3)

Udélejme si prehled pouzitych veliéin:
u je rychlostni pole popisujici rychlost kontinua,
p je tlakové pole popisujici tlak v kontinuu,
0 je teplotni pole popisujici teplotu kontinua.

Upozornéme, ze tyto rovnice jsou sestaveny za predpokladu Oberbeck-Boussinesqovy
aproximace, ktera ve zkratce ika, ze uvazujeme vsechny vlastnosti tekutiny za konstantni,
kromé hustoty ve vztlakovém c¢lenu, ktera se méni v zavislosti na zméné teploty linearné.

Popisme si tedy jednotlivé rovnice. Prvni rovnice (4.1) je Navier-Stokesova rovnice. Je
to vlastné Newtonova pohybova rovnice pro kontinuum, pricemz ¢len na levé strané vyja-
diuje zrychleni objemového elementu tekutiny. Cleny na pravé strané jsou zleva viskézni,
tlakovy a vztlakovy. Jednd se o rovnici popisujici tok hybnosti.

Druhd rovnice (4.2) je rovnice vedeni tepla v proudicim prostiedi, je to rovnice pro
tok tepelné energie.

Treti rovnice (4.3) se nazyva rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, ktera je
rovnici pro tok hmoty.

4.1.2 Podobnostni ¢isla (Kontrolni parametry RBC)

V rovnicich vystupuji bezrozmérnd podobnostni ¢isla Pr a Ra, kde Pr je Prandtlovo ¢islo
a je definovano jako pomeér mezi kinematickou viskozitou v a tepelnou difuzivitou &, coz

jsou ¢isté materidlové konstanty, které jsou v Boussinesqové aproximaci konstantni. [23]
v
Pr=—
K

Poznamka. Kondukce je prenos tepla vzajemnymi srazkami, kdy molekuly kmitaji kolem
rovnovazné polohy.
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Ra je Rayleighovo ¢islo, které vyjadruje pomér mezi vztlakovou a viskézni silou a po-
pisuje stav konvekce. Tedy aby konvekce viibec mohla vzniknout, musi presdhnout urc¢itou
hodnotu Ra, které se fika kritické Rayleighovo c¢islo Ra..
gaATL?

KV

Ra =

.....

g je gravitacni zrychleni,

a je koeficient tepelné roztaznosti,

AT je rozdil teplot horni a dolni desky,
L je vyska konvekéni cely,

K je tepelnd difuzivita (prolinavost),

v je kinematicka viskozita.

Povsimnéme si, Ze na rozdil od Pr, obsahuje Ra nejenom materidlové konstanty. Pro
celu s nekonecné dlouhymi deskami bylo odvozeno kritické Rayleighovo ¢islo Ra. = 1708.
Pro konvekéni cely s deskami o pruméru D je Ra vysSsi a zavisi na cisle I', coz je tzv.
aspect ration definovany jako I' = D/L. V tivodu této kapitoly jsme hovorili o konvekci
v atmosfére, ocednu a na Slunci. Kazdy tento systém je charakterizovan svym Ra, které
je v atmosféie Ra ~ 10'7, v ocednu Ra ~ 10%° a na Slunci Ra = 10%'. Vidime, Ze tato
¢isla jsou velmi vysoka pravé proto, ze rozmeéry téchto systémi jsou tak velké. V kryostatu
na UPT dosahujeme Ra =~ 10'5, coZ je ziskdno vlastnostmi experimentalni litky *He za
urcité teploty a tlaku. Vice detailt viz [28].

4.1.3 Podobnostni ¢isla (Parametry odezvy RBC)

Béhem vyzkumu se ¢asto hledd zavislost tzv. Nusseltova ¢isla Nu, které vyjadiuje in-
tenzitu konvektivniho pfenosu tepla, na Rayleighové ¢isle Ra. Nusseltovo ¢islo vyjadiuje
kolikrat je tepelny tok prenaseny konvekci vétsi nez teplo, které by bylo preneseno ve
stejném systému difuzi. [23]

LQ
ASAT
je tepelny tok, L je vyska cely a A je tepelna vodivost tekutiny. V tepelném toku

Nu =

Zde AT
je @ tepelny vykon, S je obsah plochy desky a AT je, jak jiz bylo zminéno, rozdil teplot
desek.

A v neposledni tadé se jako parametr odezvy v RBC pouzivaji rtizna Reynoldsova
¢isla Re, kterd vyjadruji hranice mezi riaznymi prechody v dynamice. Jednim z nich je Re
vyjadiujici hranici pro prechod z laminarniho na turbulentni proudéni. Reynoldsovo ¢islo
vyjadiuje prenost hybnosti proudénim. Toto ¢islo se v RBC pouziva pro popis velkych
tepelnych koherentnich struktur, anglicky plumes (nékdy se pocesténé pouziva plumy),
které tvarem pripominaji atomovy hrib. Tyto plumy se odlepuji od desek a jsou hlavnimi

nosici tepla.
Ud
Re = —

v
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Tedy Reynoldsovo ¢islo je dano pomérem, kde v ¢itateli je soucin rychlosti proudeéni
U a charakteristického rozméru d, a ve jmenovateli je kinematickd viskozita. Charakte-
risticky rozmér d je pri proudéni potrubim primeér tohoto potrubi, v RBC je to primeér
cely.

4.1.4 Mezni vrstvy a jadro konvekce

Mezni vrstvy (z angl. boundary layers) jsou jevem charakteristickym pro turbulentni prou-
déni, u kterych se v disledku okrajovych podminek vyrazné lisi proudéni v blizkosti hra-
nice od proudéni v ,hlavnim toku® tzv. jadro konvekce (angl. turbulent bulk). ,Hlavni
tok“ je podstatné ovlivnén misenim zptusobenym turbulenci, v jehoz dusledku jsou zde
charakteristické veli¢iny jako rychlost nebo teplota tekutiny (v ¢asovém priaméru) v pod-
staté prostorové homogenni a izotropni. Mezni vrstvy se naopak vyznacuji vyraznymi
prostorovymi gradienty relevantnich veli¢in (opét ve smyslu casovych prumeéri).

Poznamka. U laminarnich, tedy ne turbulentnich, proudéni o meznich vrstvach typicky
nemluvime, protoze zmény gradientti danych veli¢in nejsou ,prudké“. Pro predstavu,
rychlostni profil laminarniho proudéni v potrubi ma tvar paraboloidu, zatimco profil tur-
bulentniho proudéni méa tvar plochy, ktera v mezni vrstvé ndhle pada k nule.

Poznamka. Vyznam pojmu mezni vrstva je, jak je zde naznaceno, v jistém smyslu intui-
tivni. Presné definice se ruzni podle toho o jaké mezni vrstvé se hovori.

Zminme si dvé zakladni mezni vrstvy. Prvni je odvozend od rychlostniho profilu a na-
zyva se viskdézni mezni vrstva. Predstavme si opét turbulentni proudéni v potrubi kruho-
vého priifezu. U stény je teoreticky rychlost proudéni nulova, protoze kapalina proudici
u stény je viskoznim tfenim brzdéna. Ovsem s rostouci vzdéalenosti od stény rychlost prou-
déni vzrista. Tloustka viskdzni mezni vrstvy, jak se tato vrstva nazyva, je dana vzdalenosti
od stény, kde proud dosahuje 99 % rychlosti proudu uprostied daného potrubi. [23]

Druhou mezni vrstvou je tzv. teplotni mezni vrstva, ktera vznika pouze, jsou-li teploty
proudici kapaliny a stény rozdilné. Tloustka této vrstvy je dana vztahem ﬁ, tedy pri-
marné rozdilem teplot. Zajimavé je, ze tato tloustka nezavisi na vzdalenosti desek. Tyto
teplotni mezni vrstvy jsou v RBC u horni i spodni desky a pravé zde vznikaji uz diive
vzpominané plumy [23]. Viskézni mezni vrstvy se nachézi u kazdého povrchu, protoze
pravé u néj je rychlost teoreticky nulova. Tloustka meznich vrstev je ovlivnéna napiiklad
drsnosti povrchu stén, resp. jejich strukturou, nebo rozdilem teplot.

4.2 Data a jejich zpracovani

Cela samotna obsahuje nékolik tepelnych snimaci, které jsou umistény v deskach a uvnits
objemu cely. Jedna se o malé odporové germaniové snimace, které méti odpor, resp. napéti,
v zavislosti na teploté. Zpracovavana data pak miizeme zobrazovat jako ¢asovou fadu zmén
teploty, pripadné napéti. Protoze jsou tato data mérena v turbulentnim jadru, anglicky
bulk, budeme tato data zjednodusené oznacovat jako Bulk data.

Pozndmka. Upozornéme na fakt, ze ve skupiné Kryogeniky a supravodivosti na UPT se
provadi vice experimentt a vnika tak vice typu datovych tad. V soucasnosti se napri-
klad pripravuje aparatura na méteni rotujici konvekce, kdy se bude celd métici aparatura
otacet. Méreni, které pouzivame je jedno z nejdelSich a zaroven je zde velké mnozstvi
intermitenci, coz je také divod pro¢ pouzivame pravé toto.
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Obrazek 12: Casové fady méfeni RBC na UPT.

4.2.1 Statistické momenty

V podkapitole 1.2 jsme si definovali, co to je sttedni hodnota, rozptyl, sikmost a Spicatost,
kterym se nékdy rika statistické momenty, resp. 1.,2.,3. a 4. statisticky moment. Déle si
uvédomme, ze na jednotlivé datové Tfady ziskané z méreni RBC muzeme pohlizet jako
na diskrétni nahodné proménné, pro které tyto momenty mizeme spocitat. Pro vypocet
téchto momenti v MATLABu existuji preddefinované funkce. Velky vyznam ma pte-
devsim sikmost, kterd nese informaci o prevladajicim sméru turbulentniho vétru uvnitt
experimentalni cely. Toto je bézny ndastroj pouzivany pti popisu RBC, jehoz ziskani si
priblizime v nasledujicim odstavci.

Uvazujme podélny fez valcovou celou (viz obrazek 10), ve které konvekce proudi pouze
jednim smérem, kuptikladu proti sméru hodinovych rucicek. Teplé plumy stoupaji a na
pravych snimacich je zaznamenana vyssi teplota nez na snimacich levych, na které do-
padaji chladné plumy z horni desky. Zaznam fluktuaci napéti 6V (7') métreny pravym
snimacem muzeme vidét na obrazku 12 v case 3500 s — 3900 s, kdy teplota fluktuuje spise
v kladnych hodnotach. Spoc¢itame-li sikmost PDF signalu z uvazovaného pravého snimace,
zjistime, Ze je kladna. Abychom dostali kiivku popisujici takto celé méreni, pii kterém
dochazi k otaceni sméru ,vétru“, spocitame Sikmost klouzavym oknem o délce priblizné
deseti cirkulaci (desetindsobek cirkulaéni periody Ty, viz dal$i podkapitola). Zvolime-li
krok jedna, dostaneme nejjemnéjsi vzorkovani. V kazdém okné tedy spocitame sikmost,
a tu ulozime do vektoru, z ¢ehoz dostaneme dany signél. Vysledny zaznam sikmosti Mj3(t)
vykresleny na signalu fluktuaci napéti 0V (¢) mizeme vidét na obrazku 13.

Poznamka. Data jsou detrendovana a posazena priumérem do nuly. Kdyz mluvime o fluk-
tuaci teploty kolem nuly, je tim myslena zména teploty, jelikoz zapornych teplot Kelvinovy
stupnice samoziejmé nelze dosahnout.

Pozndmka. Mluvime-li o fluktuaci teploty na snimacich, myslime tim fluktuaci napéti na
snimacich, jimiz jsou vysoce citlivé termistory o velikosti asi ptil milimetru. Snimace nejsou
kalibrované na konkrétni teplotu, proto zkoumame fluktuace napéti. Tato kalibrace by
byla sice nazornéjsi, ale jedna se pouze o zménu ve velikosti (jednd se pouze o prondsobeni
konstantou) a kvalitativné a statisticky se nic nezméni, takze je pro nas zdznam fluktuace
napéti dostatecny.
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Pozndmka (znaceni). Data momentt zpracovanych klouzavym oknem budeme oznacovat
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Obrazek 13: Sikmost dat (Ms3) zpracovana klouzavym oknem.

4.2.2 Korela¢ni funkce

Dals$im nastrojem bézné pouzivanym pii studiu RBC jsou korelace (téz kroskorelace nebo
vzajemné korelace, nékdy znacené CC z angl. cross-correlation) a autokorelace (nékdy
znacené AC z angl. auto-correlation).

U autokorelace nas, jako v pripadé kroskorelace, nezajima poloha vrcholu, protoze je
u normalizované autokorelace vzdy v bodé m = 0 a R(0) = 1, ale zajim4 nés, co se déje
déle od vrcholu. Presnéji fe¢eno nas zajima druhy vrchol, jelikoz dava informaci o druhé
nejvétsi sobépodobnosti (oznacen na obrazku 14). Cas v tomto vrcholu se znaéi Tj a na-
zyva se cirkulacni perioda. To, Ze je na autokorela¢ni funkci vice periodickych vrcholi,
znamena, ze bylo proudéni v pribéhu méreni znacné ustalené.

Uvazujme opét ez celou, ve které probiha konvekce v ustdleném sméru. Uvazujme
tentokrat dva snimace pod sebou, umisténé u pravé strany cely, vzdalené od sebe na
vysku o d. Dale predpokladejme, Ze je na snimaci snimand konstantni teplota do chvile,
nez do néj narazi tepelny plum, coz se projevi nahlym nartstem teploty a naslednym
poklesem zpét na puvodni konstantni teplotu. Budeme-li korelovat snimace v poradi nizsi
(snimac¢ 1), vyssi (snimaé¢ 2), dostaneme informaci o sméru vétru. Bude-li totiz vrchol
korela¢ni funkce posunut do zapornych hodnot 7, znamena to, ze plum nesouci teplo jako
prvni narazil na snimac 1, a pak az na snimac¢ 2. Ve schematickém prikladu (viz obrazek
15) vidime, ze snimace snimaji kazdou sekundu jeden bod a ze trvalo 12 sekund, nez
dosel plum od snimace 1 ke snimaci 2. Tento posun se znaci 7, a projevi se na vrcholu
korelacni funkce, ktery tak bude posunut pravé o -12 sekund. Zname-li vzdédlenost téchto
snimaci, muzeme dopocitat pribliznou rychlost proudéni v cele. Z této rychlosti pak
muzeme dopocitat pribliznou dobu cirkulace vétru. Pravé timto vypoctem se ziskava doba
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Obrazek 14: Autokorelac¢ni funkce s vyznacenym prvnim vedlejsim maximem.

cirkulac¢ni periody, jejiz ndsobkem je urcena délka klouzavého okna. Tato rychlost se déale
vyuziva k vypoctum dalsich, jinak definovanych, Re pro popis RBC (vice viz [21]).
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Obrazek 15: Modelovy priklad.

V minulém odstavci jsme si popsali, jak se da ziskat 7,, a tim padem vlastné i 7. Cas
To je tedy cas, ve kterém je hodnota autokorelac¢ni funkce rovna hodnoté korelacni funkce
v nule (viz obrazek 16). Oba zminéné ¢asy T se pouzivaji pii vypoctech dalsich Re.

Podobné jako byla vypoéitana kiivka Sikmosti pro cely signal (viz obrazek 13) se dé
vypocitat i kiivka pro 7,. Opét se pouzije klouzavé okno, pficemz je vhodné pouzit pfi-
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Obrazek 16: Kroskorelacéni a autokorelacni funkce. V okoli vrcholu a oddalena.

blizné desetindsobek cirkula¢ni periody a pro nejjemnéjsi vzorkovani pouzit krok jedna.
Jak potom vypada takovy signdl, mizeme vidét na obrazku 17. Tuto datovou radu bu-
deme oznacovat jako 7, signal, ¢i 7, data.

data/std(data)
Tp/Std('rp)

p"wuw [T 'W"

L i

1

—2

-4
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
t[s]

Obrézek 17: Signél 7, zpracovany klouzavym oknem.

Pozndmka. Na obrazku 17 je kviili prehlednosti jako ,,data“ zobrazen pouze jeden signal,
ze dvou korelovanych signali, ze kterych bylo 7, pocitano.
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5 HAVOK zpracovani RBC signala

5.1 Urceni vhodné dimenze vnoreni

Zacnéme s ur¢enim vhodné dimenze prostoru vnoteni, tedy r. Jak jsme jiz zminili jedné se
o ulohu, ktera neni v ¢lanku [2] prili§ objasnéna. Pokus o vétsi objasnéni je v suplementu
[6] k pivodnimu ¢lanku, v némz se doCteme, Ze se jednd v podstaté o ladéni parametru tak,
aby byly vysledky co nejuspokojivéjsi. My jsme pro nastavovani r volili metodu ¢tvercta
(MC), pfi¢emz jsme porovnavali rezidua riiznych y —modelt (vysledky riiznych regresnich
modelit) s puvodni datovou Tadou, reps. ¢tverce téchto rezidui. Divali jsme se nejen na
celé datové Tady, ale i na desetinu délky zacatku a konce datové rady.

Chceme-li spocitat metodu ¢tvercii, tedy soucet ¢tvercii odchylek normovany na délku
dat, tak, jak jsme to provedli my, je nutné od dat nejdiive odecist primér, a pak je
normovat svou smérodatnou odchylkou. Uvazujme dvé datové fady A a B, obé délce n,
metoda ¢tvercl se pro né spocita nasledovneé:

a’ = —
54
a=a" —a*
B

b* = —
SB
B="b"—b*

17’L

err = —> (a; — b;)”

i=1

Pozndmka (znaceni). a* znaci pramér a s4 znaci smérodatnou odchylku. Oba tyto pojmy
byly definovany v podkapitole 1.2.

Poznamka. Dtivodem, proc jsme data normovaly na délku dat je moznost porovnani ¢asti
dat (zacéatku, resp. konce) s celou datovou radou.

Pozndmka. V rdamci vyzkumu jsme pozorovali r nejen lichd, jak pozaduje Takensova véta
o vnoteni, ale i suda. Urcitou citlivost na sudost, resp. lichost, pozorovali i Brunton a spol.

Upozornéme na fakt, Ze i pres to, ze ndm vychézeji sudd r (viz obrazky 18 a 19 a
obrazky 34,35,36 v appendixu) jako lepsi, tak v souladu s Takensovou vétou vybirdme r
licha. Kdybychom vybrali sudd, nemohli bychom si byt jisti, ze je ptuvodni atraktor difeo-
morfni vnofenému atraktoru. Z analyzy metodou nejmensich ¢tvercti nam tedy vyplyvaji
nasledujici vysledky.
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datova tada | dimenze r | regresni model
Bulk 7 DMD
Tp 3 DMD
M, 3 DMD
M, 3 DMD
Ms 3 DMD
M, 3 DMD

Tabulka 1: Vybér dimenzi a regresnich modeli.
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(b) Logaritmicka skéla.

Obrazek 18: MC na (bulk) data z teplotnich snimadci.
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Obrazek 19: MC na 7, zpracovani dat.
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5.2 Matice soustavy A

V podkapitole ?? jsme vidéli, ze rovnice ziskané nékterou ze tii regresi se daji zobrazit
pomoci barevnych matic. Podivejme se blize na tyto matice a jak se chovaji.

Pro kazdy z regresnich modelti je charakteristicka jeho prvni poddiagonala, naddiago-
nala a diagonala. SINDy model je charakteristicky svou nulovou diagonalou a nenulovou,
obecné v absolutni hodnoté rostouci, poddiagonalou a naddigonalou.

DMD model ma kladnou diagondlu, jejiz prvky jsou omezeny shora jednickou a cela
matice je jakoby normovand na skalu od minus jedné do jedné. Prvni prvky matice na
diagonéle jsou nejblize jedné a postupné hodnoty klesaji.

A konecné Hybrid model je charakteristicky tim, ze prvky na hlavni diagonale klesaji
a jsou, oproti mimodiagonalnim prvkim, dominantni.

7, dalsich pozorovani vime, Ze se hodnoty matic v zavislosti na r neméni, pouze se
matice zvétsuje a pridavaji se prvky. Tedy spocitame-li pro r = n+1, pak submatice n xn
je stejna, jako matice spoc¢itana rovnou pro r = n. Dale jsme zjistili, Ze znaménka mimo
diagonalu u matic stejného systému pocitana rtiznymi regresnimi modely jsou stejna.

Na vybéru matic mizeme dand pozorovani ovérit (viz obrazek 20). Stejné chovani
muzeme pozorovat na vSech maticich rtiznych datovych rad.

SINDy ; r=5 SINDy ; r=15 SINDy ; r=31

20
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25
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20 30
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Obrazek 20: Matice soustav pro bulk data.
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5.3 Stabilita matic soustavy A

Z matematického aparatu (viz podkapitola 1.1.1) vime, Ze stabilita soustavy linearnich
ODR se da urcovat z vlastnich ¢isel matice soustavy. Ovsem vektor b pravé strany nasi
soustavy neni konstantni, ale casoveé zavisly, coz zapricini, ze v pripadé, Ze je soustava
stabilni, resp. atraktivni, budou feseni konvergovat k partikularnimu feseni vektoru b.
Zamérime se nyni na toto zpracovani a specialné se podivame na soustavy, u kterych bylo
feseni nestabilni. Vykreslime si datové fady reseni modeli, jejich matice a jejich vlastni
cisla.

Budeme-li sledovat vlastni ¢isla matic A riznych datovych fad, miazeme si vSimnout, ze
jednotlivé matice regresnich modela vykazuji riizné typy stability. SINDy a Hybrid model
se T1d{ klasickou stabilitou, jak je definovano prave v kapitole 1.1.1, a tedy je mozno jejich
stabilitu posoudit podle realnych slozek vlastnich hodnot matice A. DMD model ovsem
vykazuje stabilitu numerickou.

Budeme-li se zabyvat teorii numerickych feseni diferencidalnich rovnic, zjistime, ze se
definuje nékolik stabilit v zavislosti na metodé feseni (viz skripta [9]). Definovat v této
praci tu spravnou je ovsem problematické, protoze ¢ast kédu pocitajici feseni y soustavy
(Matlab Tesi¢ 1sim, resp. sssim, ktery je uvnitf lsim) nelze ¢ist a pracuje tedy jako ,black
box*“. Z dokumentace uvnitr Isim, ke které se dostaneme pouze krokovanim, se dozvime,
ze metoda vyhodnocuje sama, jaka data dostala a jakou metodou je bude zpracovavat.
Toto miuze byt divodem rozdilu ve stabilité jednotlivych metod, kdy matice A a vektor
b metod Hybrid a SINDy regrese jsou odvozeny za pomoci numerickych derivaci, coz se
néjakym zplsobem na této matici a tomto vektoru projevi.

Z pozorovani vystupt jsme se dozvédéli, ze absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matice
A DMD metody jsou mensi nebo rovna jedné a jedna se tedy zfejmé o metodu, jejiz
stabilita je dana jednotkovym kruhem komplexni roviny umisténym do pocatku. Toto
muze implikovat pouziti modifikované explicitni (Eulerovy) metody s posunutou oblasti
stability. Puvodni Eulerova metoda ma totiz stfed kruhu stability s polomérem jedna
v bodé —1 + 0¢ komplexni roviny.

Pozndamka. Ziejmé nepujde o Eulerovu metodu, jako takovou, protoze se jedna o velmi
zakladni metodu, ale o néjaky slozitéjsi resi¢ soustav diferencidlnich rovnic.

Pozndmka (Zobrazovani). Na obrazcich v této ¢asti je zobrazena vzdy pouze ¢ast datové
rady a jak data, tak modely jsou, kviili prehlednéjsi vizualizaci, skalovany svou smérodat-
nou odchylkou.

Obrazek 21 nam ukazuje feseni y a ptivodni datovou fadu, matici soustavy a jeji vlastni
¢isla pro r a model urceny na zacatku této kapitoly (viz tabulka 1).

Stabilita jednotlivych datovych rad

Déle udélame souhrn pozorovani y — modelti na jednotlivych zpracovavanych datovych
rfadach a zdtraznime problémy, kterych si lze povsimnout. Na jednotlivych obrazcich
22 az 26 je vzdy vlevo znézornén popisovany fenomén doprovazejici nestabilitu danych
y — modeli, uprostred je jejich matice a napravo vlastni ¢isla.

Bulk: Na SINDy y — modelu pro bulk data vidime, Ze feSeni neni stabilni pro sudé

ani pro liché r a ani se nepohybuje kolem partikularniho feseni, jak je tomu u M; dat (viz
dale). Protoze se kladnd vlastni ¢isla objevuji i u ostatnich modelt, da se tvrdit, Ze tento
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model méa obecné problém se stabilitou. Dalsi modely (Hybrid a DMD) se na bulk datech
chovaji stabilné.

M, : Modely DMD a Hybrid se na datové radé M; opét chovaji stabilné a dle oce-
kévani. Pomérné presné popisuji datovou fadu. Model SINDy je opét nestabilni (vidime
wsinusovou“ strukturu), i kdyz je vidét, ze se celé feseni stéle pohybuje okolo partikular-
niho feseni (daného forcingem), alespon na zacatku datové fady, kterou vidime. Jisté si
lze povSimnout, ze nestabilita zde neni tak vyrazna, jako u jinych datovych rad a modela.

M, : U datové tady M, maji vSechny metody nekvalitni regresi. U DMD modelu se
u matic pro suda r objevuje vlastni ¢islo rovno jedné a od r = 12 se vyskytuje i pro lich&

vvvvv

vV

postupné nabyvat na amplitudé. Déle ma model rostouci trend. SINDy je opét nestabilni
s vyraznou ,sinusovou‘ strukturou u lichych r.

Pozndmka. Sledovany fenomén na fadé M, neni u DMD r = 3 vidét, znehodnoceni je tak
minimalni, jak ukazala i metoda nejmensich ¢tverct.

M3 : Pozorujeme-li feseni y vSsech modelii na datové radé Mjz, vidime, Ze je TeSeni
pro suda r posunuto od puvodni datové rady, kterou bychom méli rekonstruovat. U DMD
se opét objevuji vlastni ¢isla, kterd jsou rovna jedné. Jedna se vzdy o jedno vlastni ¢islo
a pouze pro r sudé. Hybrid model vykazuje pro licha r > 7 postupny nartst amplitudy.
Na obrazku vidime, ze ma teseni y malou amplitudu kvili velké smérodatné odchylce,
kterou byla data skdlovana, jak jiz bylo zminéno vyse. Toto je vidét i u Hybrid modelu
dat MQ.

M, : Rada M, vykazuje stejné problémové chovani, jaké bylo pozorovino na pied-
chozich radach M, a Mj. Jsou to rostouci amplituda, posun dat, vlastni ¢islo rovno jedné
u DMD modelu, a rostouci trend u Hybrid modelu, ktery se nyni objevuje i u DMD mo-
delu.

T, ¢ Vlastni ¢isla matic modelt DMD a Hybrid pro datovou fadu 7, ndm opét déavaji
informaci, Ze jsou dana Teseni stabilni. Vlastni ¢isla u SINDy modelu jsou tentokrat i za-
pornd, ale feSeni ma silnou ,sinusovou® strukturou, jak je tomu u vsech datovych rad.
U sudych » DMD modelu se opét vyskytuji vlastni ¢isla, ktera jsou rovna jedné. Déle
muzeme pozorovat posun reseni u vsech modeli pro suda r. Opét vidime rostouci, resp.
klesajici, trend modelt DMD a Hybrid ovSem pouze pro suda r, na rozdil od M datovych
fad, kde se tento trend objevoval i u lichych 7.
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Obrézek 21: Reseni soustav, jejich matice a vlastni ¢isla této
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Obrézek 22: Nestability SINDy modelu na bulk datech.
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Obrazek 23: Nestabilita SINDy modelu na M; datech.
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Obrazek 24: Nekvalitni regrese DMD a Hybrid modela M, dat.
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Obrézek 26: Silnd ,sinusova® struktura SINDy modelu pro 7, data.
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5.4 Zména pocatecénich podminek

V matematickém aparatu jsme definovali atraktor (viz definice 1.12). Vime tedy, ze se
jednd o mmnozinu pritahujici feSeni. V predchozi ¢asti jsme stabilitu ovérili analyticky,
zkusme toto nyni ovérit numericky. Cely obrazek je rozdélen na ¢tyti podobrazky. Na prv-
nim podobrazku je vykreslena modfe prvni souradnice y — modelu s posunutou pocatecni
podminkou a oranzové souradnice s puvodnimi poc¢atecnimi podminkami. Na druhém po-
dobrazku je vidét priblizeni téchto dvou Teseni v okoli pocatku. Na tretim podobrazku
vidime rekonstruovany atraktor a na ¢tvrtém rekonstruovany atraktor s posunutou poca-
tecni podminkou.

Poznamka. Vysledky v nasledujicich dvou podkapitolach jsou pocitany optimalnimi mo-
dely, které byly vybrany vyse.
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0 500 1000 1500 2000 2500 -20 0 20 40 60 80 100 120

Obrézek 27: Zménéné pocatecni podminky pro bulk data.

Na obrazku vidime, ze feseni se zménénou pocatecni podminkou konverguje k ptuvod-
nimu feseni velmi rychle a plynule na néj navazuje.

Na dalsich obrazcich pro ostatni data mizeme vidét stejné chovani. Tyto obrazky jsou
k nahlédnuti v appendixu.

5.5 Souhrn vystupt

V nasledujici podkapitole si shrneme vystupy. Na obrazcich jsou vzdy zobrazeny datova
rada, vnoreny atraktor, matice dané soustavy a rekonstruovany atraktor.

Vidime, ze u datovych fad, resp. systémi, které nemaji jasnou strukturu, jako jsou
pravé bulk data, M; a My, HAVOK neni schopen extrahovat atraktor vnoreny, a tudiz
tomu ani rekonstruovany. Respektive dany atraktor je spiSe zmét car kolem néjakého
rovnovazného bodu, ktery nema jasnou strukturu. Naopak u systémii s jasnéjsi strukturou,
jako jsou M3 a My, je schopen najit alespon obrysy struktury atraktoru. U datové rady
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kde je struktura velmi vyrazna, jako je 7,, je i atraktor znacné strukturalizovany a lze
jasné vidét dvé rovnovazné usecky, kolem kterych reseni probiha.

Pozndmka. Uvédomme si, ze vnorujeme-li do dimenze r, pak ma vnoreny atraktor pravé
tuto dimenzi (pomineme-li fraktalni dimenzi). OvSem atraktor rekonstruovany mé dimenzi
r—1, pravé proto, ze matice soustavy A méa hodnost r—1 a r. ¢len je bran jako forcingovy.
Proto jsou atraktory na nasledujicich obrazcich zobrazeny v jiné dimenzi.

vstupni data vnoreny atraktor

i 1 0.02

bulk
o
T

4 -0.02
0.02

0 500 1000 1500 2000
tls]

rekonstruovany atraktor

Obréazek 28: Souhrnny obrazek pro bulk data.
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Obrazek 30: Souhrnny obréazek pro M, data.
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Obrézek 32: Souhrnny obrazek pro M, data.
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ZAavér

V této bakalarské praci jsme se seznamili s nékolika pristupy identifikace rovnic dynamic-
kych systémt na zédkladé empirickych datovych tad.

Detailné jsme pochopili ¢lanek [2] a dalsi souvisejici literaturu, pochopili jsme jed-
notlivé komponenty metody HAVOK, pricemz mnohé z nich nejsou v ¢lanku dostatecné
vysvétleny. Naucili jsme se pouzivat k ¢lanku prilozené kédy v programu Matlab. Tyto
jsme rozsitili a byli jsme tak schopni vytvorit obrazky, které ndm pomohly s analyzou
vystupt HAVOKu. Pritom jsme se seznamili se zakladnimi pojmy teorie dynamickych
systému.

Navrhli jsme zptisob volby vhodnych dimenzi vnoreni pro aplikaci regresnich modeli.
Tento problém jsme pojali z pohledu kvality regrese pomoci metody rozdilu ¢tverct.
U slozitéjsi pasaze v ramci matematického aparatu, kterou byla Takensova véta o vno-
feni, opirajici se o znalosti topologie, které ale jsou nad ramec bakalaiské prace, se ndm
alespon podarilo shrnout dulezité vlastnosti a pochopit jeji princip, coz jsme ilustrovali
na obrazku 3. Déle jsme teoreticky tvod rozsifili nejen o pojmy z teorie dynamickych
systému, ale také o statisticky aparat potrebny pro zpracovani dat z konvekce a vytvoreni
datovych rad.

V kapitolach 2 a 3 jsme spojili nékteré ¢asti matematického aparatu, abychom sestavili
metodu HAVOK, jejiz fungovani jsme si ukazali na Lorenzové systému. Upozornili jsme, ve
kterych ¢astech se jakd struktura teoretického aparatu pouziva (predevsim Takensova véta,
a Koopmanuv operator), coZ nebylo v ¢lanku [2] dostateéné zduraznéno. V ramci kapitoly
2 jsme objevili, ze krom vypoctu ukazaného na Lorenzové systému (SINDy model) existuji
i dalsi dva modely, kterymi, dle naseho zavedeného znaceni, jsou DMD model a Hybrid
model. Tyto modely bylo nutné identifikovat v kédech, protoze v ¢lanku [2] tyto nebyly
nikterak zminény a tedy nebylo objasnéno, jak funguji. Zékladni popis vypoctu téchto
modeli je také soucasti kapitoly 2.

V kapitole 4 jsme vysvétlili, co je RBC, jak vznika, kde se vyskytuje a jak se na UPT
meéri. Popsali jsme dulezité struktury v RBC, pohybové rovnice a podobnostni ¢isla, ktera
ji popisuji. Dale jsme se dikladnéji podivali na typy dat ziskdvanych z méreni RBC na
UPT.

V posledni kapitole jsme vybrali metodou ¢tvercii dimenzi vnoreni pro modelovani
dynamiky ruznych typu ¢asovych fad RBC. Zkoumali jsme matice A soustav rovnic tvore-
nych regresnimi modely, zjistili jsme vyhodnou vlastnost, Ze se struktura matice se zménou
r neméni, a dale jsme se zamérili na jejich stabilitu pomoci vlastnich ¢isel. Popsali jsme
dva typy pozorované stability a nepresnosti, které modely ziskané feSenim jejich soustavy
se silovym (forcing) ¢lenem maji. Pomoci zmény pocatecnich podminek jsme numeric-
kou simulaci potvrdili stabilitu feseni. Na zavér jsme vykreslili vnorené i rekonstruované
atraktory jednotlivych datovych fad, na ¢emz se ukazalo, ze HAVOK neni schopen dobte
rozpoznat atraktory ve slozitych datovych fadach, které nemaji jasnou strukturu. Na-
opak datové fady jako 7,, nebo soufadnice Lorenzova systému jsou pro HAVOK dobte
zpracovatelné.

Dalsimi sméry mozného vyzkumu v oblasti metody HAVOK je chovani forcing ¢lenu
a jeho dlouhodoba predikce nebo hlubsi prizkum vektort matice U z SVD rozkladu
Hankelovy matice, které jsou v clanku [2] diskutoviny. Mimo HAVOK jsme ziskali cenné
informace o SINDy, ktera nabizi spoustu cest vyzkumu nejen v ramci RBC. Domnivam
se, ze zvoleni samotné knihovny pro SINDy by bylo hodno samostatné zavérecné préce.
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Appendix: obrazky ze zpracovani dat
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Obrazek 39: Matice soustav pro data stfedni hodnoty (Ms).
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Obrazek 40: Matice soustav pro data Sikmosti (Mj3).
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Obréazek 41: Matice soustav pro data sikmosti (My).
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Zména pocatecnich podminek
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Obrazek 42: Zménéné pocatecni podminky pro 7, data.
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Obrézek 43: Zménéné pocatecni podminky pro M1 data.
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Obréazek 45: Zménéné pocatecni podminky pro M3 data.
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Obréazek 44: Zménéné pocatecni podminky pro M2 data.
-3
8 *x10
ol
o
2r Py [\ M na A e . e
. \ 1\1\ / v ‘}f\,‘ Vi J“M\ T /
N \J Y "V M UN“VA \L\J \l y | £
2+ v
Al
6
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 100 200 300 400 800
0.02 0.02
0.015 0.015 -
0.01 0011
0.005 0.005 -
0 or
-0.005 -0.005 -
-0.01 -0.01 +
0.015 -0.015
2 -8



102107

A A A e P A N TN e e

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

0.01

%107 %107

Obrazek 46: Zménéné pocatecni podminky pro M4 data.
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