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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva analyzou diferencidlnich rovnic popisujicich systémy s tz-
kymi misty. Studovany model soustavy je odvozen na zakladé hydrodynamické analogie.
Déle jsou odvozeny podminky a algoritmy popisujici udrzitelnost systému, tedy stav, kdy
fronta v zadném tzkém misté nepiesahne dovolenou troven. Vse je doplnéno ilustrativnimi
priklady.

Summary

The thesis deals with an analysis of differential equations for systems involving bott-
lenecks. The employed mathematical model originates from a hydrodynamical analogy.
Further, the notion of sustainability, i.e. a situation when queues in bottlenecks do not
exceed allowed limits, is discussed. In particular, conditions and algorithms enabling to de-
scribe sustainability properties of a given system are provided. The results are illustrated
on several examples.
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1. Uvod

Obycejné diferencialni rovnice hraji vyznacnou roli pfi feseni problémi mnoha technic-
kych odvétvi. Tato prace je zamérena na aplikaci diferencialnich rovnic pro feseni systému
s izkymi misty. Uzké misto je v ur¢itém ohledu limitujicim a rizikov§m prvkem systému,
coz je uzce spjato s problematikou vzniku front a zpozdéni. Toto je vzdy zptisobeno ne-
dostatecnou kapacitou nékteré z ¢asti systému. Pomoci diferencidlnich rovnic lze vytvorit
model, ktery lze vyuzit jak v technické oblasti, naptriklad pro vyrobni proces, tak také
v meéstské dopravé ¢i pfi popisu toku kapaliny zasobnikem. Ve vyrobnim ¢i procesnim
pojeti izkd mista zplisobuji, Ze vyrobni ¢i jiny proces je pouze tak rychly, jak rychly je
jeho nejpomalejsi tisek, nachézejici se pravé v tomto tzkém misteé.

Za tucelem vhodné popsat situaci ve vyrobnim procesu ¢i v doprave jiz vzniklo mnoho
modelt. Je vhodné zminit, Ze modely lze klasifikovat podle rtznych kritérii. Podle [5]
je nejbéznéjsi rozdéleni na makroskopické, mesoskopické a mikroskopické. Makroskopické
modelovani pfipodobnuje chovani systémt k pohybu kapaliny ¢i plynu. Mikroskopické mo-
delovani sleduje pohyb kazdé jednotlivé soucasti systému. Makroskopické modelovani tedy
pristupuje k chodu systému spojité, kdezto mikroskopické modelovani diskrétné. Mesosko-
pické modelovani kombinuje oba dva tyto ptistupy. Tato prace se vénuje makroskopickym
modeliim, které nékteri autofi oznacuji také jako modely hydrodynamické. Pravé z hyd-
rodynamického hlediska k problematice modelovani vyrobniho procesu pfistupuje i tato
prace.

Préce se zabyva popisem soustavy nékolika pracovist. V prvni kapitole jsou uvedeny
zékladni matematické a hydromechanické pojmy a vlastnosti, které budou v praci vyuzity.
Poté je pomoci hydrodynamické analogie sestaven model soustavy pracovist. V dalsi ¢asti
se postupné zabyvame udrzitelnosti systému s konstantnim a periodickym zdrojem. Pro
systém s konstantnim zdrojem budeme hledat mnozstvi prace, kterou mizeme do sys-
tému vlozit ke zpracovani bez toho, aby se zacala hromadit a zapricinila nasledny vznik
front. Pro systém s periodickym zdrojem pfipustime vznik front a budeme hledat, ktera
z pracovist mnozstvi dodavané prace jako prvni nezvlddnou a dojde na nich k prehlceni.
V souvislosti s tim uré¢ime maximalni ¢as, po ktery mizeme systém zahlcovat praci, nez
fronta preroste nad urcitou hranici.



2. Pouzity aparat

Tato kapitola zahrnuje nezbytny teoreticky aparat pouzity v této praci. V prvni casti
uvedeme matematicky aparat, ktery zahrnuje zakladni definice tykajici se diferencidlnich

vvvvvv

2.1. Diferencialni rovnice

Nyni si uvedeme zakladni definice a vlastnosti diferencialnich rovnic pouzité v této praci.
Vice informaci o této problematice 1ze najit napf. v [1] a [2]. Nasledujici Definice 1 az
Definice 3 jsou pfevzaty z [2].

Definice 1. Bud G podmnozina euklidovského prostoru R? a f realné funkce definovana

na (. Rovnice
dy

=2 =ty (21)

se nazyva diferencialni rovnice 1. rddu.

Definice 2. Resenim rovnice (2.1) se rozumi funkce y, ktera je diferencovatelné v ngjakém
intervalu J a spliuje podminky

[t,y(t)] € G a y=f(ty) Vted

Definice 3. Bud [ty, 1] libovolny bod v G. Uloha uréit feseni rovnice (2.1), které splituje
pocdtecni podminku
y(to) = vo,

se nazyva pocdtecni uloha (pocdtecni problém).

V inZenyrské praxi se ovSem setkavame predevsim se soustavami diferencidlnich rovnic.
Dalsi definice budou vénovany jim. Nésledujici definice jsou prevzaty z [1].

Definice 4. Soustavu n diferencialnich rovnic

yl = fl(t7y17"'7yn>7
92 = f?(tayla--'7yn)7

yn = fn(t7y17"'7yn)a (22)

kde funkce fp (k = 1,...,n) jsou definovany na (n + 1)-rozmérné oblasti G C R™"*1
nazyvame normdalni soustavou diferencidlnich rovnic prvntho rddu.

Definice 5. Resenim normalni soustavy (2.2) nazyvame kazdou skupinu n funkei

Y,Y2, -+, Yn,

které jsou spojité diferencovatelné v néjakém intervalu J a pro vSechny body ¢t € J
vyhovuji dané soustavé (2.2).



Definice 6. Ulohu urcit feseni soustavy (2.2), které vyhovuje n pocdtecnim podminkdm

y1(to) = b1, y2(to) = ba, ..., yn(to) = by,
kde (to, b1, ...,b,) € G jelibovolny, ale pevné dany bod, nazyvame pocdtecnim problémem.

Definice 7. Soustava linearnich obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu je tvaru

1= an()yr +at)ye + -+ an)y. + fi(D),
Yo = an(t)yr +an(t)ye + -+ a2 ()y. + f2(1),

Un = am()y1 + an2(O)y2 + -+ + ann(t)yn + fa(D),

kde vSechny koeficienty a;;(t) a funkce fi(t) jsou spojité na intervalu J.

2.2. Hydromechanicky zaklad

V této kapitole si odvodime nezbytné vztahy pouzivané pro vyjadreni pritoku nadobou.
P1i proudéni kapalin musi platit zakon zachovani energie a zdkon zachovani hmotnosti.
Tyto dva zakony jsou vyjadieny pomoci Bernoulliho rovnice a rovnice kontinuity. Podrob-
néjsi informace lze najit napiiklad v [3] a [4].

Uvedeme Bernoulliho rovnici pro ideélni kapalinu. Tato definice je pfevzata z [3]. Pro
jednorozmeérné ustalené proudéni v potrubi a pro nestlacitelnou idealni kapalinu plati tato

rovnice:

1
51)2 + g +gh =c, (2.3)

kde c je realna konstanta, v je rychlost, p je tlak, p je hustota kapaliny, g je tithové zrychleni
a h je vyska hladiny. Zaroven pro tyto cleny plati, ze %zﬂ je mérna kineticka energie,
p/p mérné tlakova energie a tieti ¢len gh je mérnd polohové (potencidlni) energie. Soudet
jednotlivych energii predstavuje celkovou mechanickou energii kapaliny. Tato rovnice tedy
vyjadiuje zakon zachovani energie.

Pro aplikaci na konkrétni priklady se pouziva nasledujici tvar Bernoulliho rovnice:

2 2
V této rovnici jsou zvoleny 2 libovolné body, ve kterych je popsan priitok nadobou.

Dale pii proudéni kapalin musi platit zakon zachovani hmoty, ktery je vyjadien rovnici
kontinuity. Definice je pfevzata z [4]. Tato rovnice udavd, Ze prutok vSemi prifezy na-
doby musi byt stejny. Zjednodusena rovnice kontinuity je definovana pro jednorozmérné
ustalené proudéni idealni, tedy nestlacitelné a neviskézni, kapaliny. Déle predpokladéame,
ze p = konst. Pro tyto kapaliny tedy plati:

Q= Sv=c, (2.4)

kde c je redlna konstanta, () objem kapaliny, ktery protece nddobou za jednotku casu, S
je prurez nadoby a v rychlost kapaliny.

1 1
—vf+%+gh1:—v§+%+gh2.



3. Sestaveni modelu

V této kapitole vytvorime model, ktery popisuje ¢innost vyrobniho procesu. Pro tuto praci
jsme vybrali hydromechanicky model proudéni kapaliny nddobami, ve kterém budeme
hledat podobnost s vyrobnim procesem. Hydromechanické veli¢iny vhodné nahradime
technickymi, které popisuji vlastnosti pracovist ve vyrobnim procesu.

3.1. Hydrodynamicka analogie

V predchozi kapitole jsou mimo jiné uvedeny vztahy nezbytné pro popis prutoku kapaliny
nadobou. Obecné miizeme prutok jednou nadobou popsat pomoci zmény objemu v na-
dobé, kterd zavisi pouze na pritoku kapaliny do nadoby a jejim vytoku. Toto lze popsat
nasledujici rovnici:

V=0Q-qQ, (3.1)

kde QP je pritok a Q" je vytok. V modelu pritoku kapaliny nddobou je mozné najit ana-
logii s vyrobnim procesem. V tomto modelu nadoba zastupuje jedno pracovisté. Vyjdeme
z rovnice (3.1) a vysvétlime si, jakym zptsobem muzeme hydromechanické veli¢iny pfi-
podobnit k vlastnostem pracovisté ve vyrobnim procesu. Tok nadobou si lze predstavit
jako vykon pracovisté. V rovnici (3.1) jsou toky oznaceny QP a Q'. Tok QP je v hyd-
romechanice pritok kapaliny do nadoby, tedy v souvislosti s vyrobnim procesem bude
predstavovat vstupni vykon. Tento vykon se v elektrotechnice oznacuje jako piikon a toto
oznaceni si v této praci vypujcime také. Veli¢ina ) popisuje vytok kapaliny z nadoby, coz
bude u pracovisté predstavovat jeho okamzity vykon. Okamzity objem kapaliny V' bude
reprezentovat praci, ktera ¢eka na zpracovani. Tuto praci mizeme povazovat za frontu
¢ekajici na stanovisti.

Déle se budeme zabyvat tim, jakych hodnot nabyva vykon na pracovisti. V souvislosti
s tim zavedeme novou veli¢inu (), ktera predstavuje maximalni mozny vykon pracovisté
a je vlastnosti tohoto pracovisté. Pokud je tedy na pracovisti néjaké mnozstvi prace ke
zpracovani, pracuje pracovisté na svilj maximalni mozny vykon. V opac¢ném piipadé, tedy
pokud na pracovisti zadna prace neceka na zpracovani, zalezi vykon na mnozstvi prace
prichéazejici ke zpracovani. Pokud je pfikon mensi nez maximalni vykon pracovisté, pracuje
pracovisté pouze na tento pfikon. Nemuze zpracovavat vice prace nez mu dodavame.
Pokud je piikon vétsi nebo roven maximalnimu vykonu, pracuje pracovisté pouze na sviij
maximalni vykon, vice mu jeho vlastnosti nedovoluji. To lze popsat nasledujicim vztahem

(3.2).

Q(t) = {Q*, jestlize V' > 0, (3.2)

QP (t), jestlize V=0,

kde QP je prikon, Q¥ je vykon, V je okamzité mnozstvi prace ¢ekajici na zpracovani a Q*
je maximalni vykon.



V dutsledku (3.2) musi vzdy platit, Ze pracovisté nepodava vétsi vykon nez je jeho
maximalni vykon. Odvedena prace neni vétsi nez jsou moznosti tohoto pracovisté, tedy:

Q"(t) <Q".

Pti plném vytiZzeni budeme ptredpokladat konstantni vykon pracovisté, ktery neza-
lezi na délce fronty. Pokud by vykon konstantni nebyl, zavisel by na mnozstvi dodavané
prace. Pti prutoku kapaliny valcovou nadobou je znamo, zZe s rostoucim mnozstvim ka-
paliny v nadobé také roste vytokova rychlost. Pokusime se tedy najit, jaky tvar by méla
nadoba splnujici podminku konstantni vytokové rychlosti. Budeme hledat vztah pro ob-
sah prifezu nadoby v zavislosti na vysce. Pro odvozeni vyjdeme z Bernoulliho rovnice
a rovnice kontinuity. Zékladni tvar Bernoulliho rovnice popisuje vztah (2.3).

Budeme ptredpokladat, ze kolem nadoby je ve vSech mistech stejny tlak a také hustota
kapaliny je ve vSech mistech stejna. Nadobu umistime do pocatku souradné soustavy. Za
téchto podminek méa Bernoulliho rovnice néasledujici tvar:

1, 1

z h = —v2

21} +g 21)1,

kde v je rychlost poklesu hladiny, h vyska hladiny v nadobé a v, vytokova rychlost.
Déle vyuzijeme rovnici kontinuity, kterou lze obecné zapsat jako rovnici (2.4).
Ptitokova rychlost v odpovida zméné vysky v nadobé h. Z Bernoulliho rovnice odvo-

dime nésledujici vztah pro zménu vysky kapaliny v nddobé:

h=v=1/v?—2gh.

Pro zménu vysky z rovnice kontinuity zaroven vyplyva tento vztah:

S

h=
(% S,

tyto vztahy dame do rovnosti, tedy

\Jvi—2gh = Sigvl.

Dalsimi apravami ziskdme ptfedpis pro obsah nadoby v prurezu v zavislosti na vysce.
S1u1
Vvi—2gh

Pro jednoduchost predpokladejme nadobu kruhového tvaru, tedy obsah budeme pocitat
timto zptisobem:

S(h) = (3.3)

S(h) = mr?. (3.4)

Pfedchozi dvé rovnice (3.3) a (3.4) ddme do rovnosti, ¢imZ lze odvodit vysledny tvar
nadoby:
S1v1 2

—mzﬂ’f’.
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Obrazek 3.1: Tvar nadoby pro volbu parametri v; = 2 a .S; = 10.

Vysledny tvar nddoby bude popsan pomoci rovnice:

224 2,2
vimrt — Stv
h = 1—2411‘ (3.5)
2gm4r
Pomoci predchozi rovnice (3.5) muzeme vykreslit kfivku nadoby, pro kterou bude
platit, ze vytokova rychlost v; = konst. Tato kfivka je znédzornéna na obr. 3.1.
Timto je dokazano, Ze existuje nadoba, ze které bude kapalina vytékat konstantni

rychlosti. Déale uz budeme pouzivat pouze pojmy prace a vykon.

3.2. Model soustavy pracovist

V této Casti uvedeme model systému, se kterym budeme dale pracovat. Budeme uvazovat
N pracovist, z nichz kazdé ma své pevné dané vlastnosti QF a V;*. Charakteristika @
predstavuje maximalni vykon i-tého pracovisté a V* popisuje maximalni délku fronty
i-tého pracovisté. Dale mame nastavena pravidla pro pfesun prace mezi jednotlivymi
pracovisti, kterd jsou urc¢ena konstantami a;; a f;. oy; € (0, 1) je ¢ast z celkového mnozstvi
prace pfivedend z i-tého pracovisté na j-té pracovisté a 5; € (0, 1) je ¢ast vykonu ze zdroje,
kterou budeme pozadovat po j-tém pracovisti. Dale mame dan vnéjsi zdroj ()y. Obecné
vime, ze mnozstvi prace na pracovisti zavisi na mnozstvi prace piivedené a mnozstvi
odvedené prace. To je ziejmé i z nasledujiciho vztahu:

Vi=@Q"—@Q}, i=1,...,N, (3.6)

7

kde @7 je piikon i-tého pracovisté a QY je vykon i-tého pracovisté. N je pocet pracovist.
Dale se budeme zabyvat tim, jakych hodnot nabyva vykon na pracovisti. Vyjdeme ze
vztahu (3.2), ktery modifikujeme pro soustavu pracovist. Vykon bude popsan vztahem:

" x jestlize V; > 0,
Q=9 I (37)
QY (t), jestlize V; =0,

kde Q? je ptikon i-tého pracovisté, QY je vykon i-tého pracovisté, V; je okamzité mnozstvi
prace Cekajici na zpracovani i-tym pracovistém a )} je maximalni vykon i-tého pracovisteé.



Diusledkem vztahu (3.7) je, Ze pracovisté nepodéva vétsi vykon nez je jeho maximalni
vykon. Odvedené préace neni vétsi nez jsou moznosti jednotlivych pracovist, tedy:
Q; (1) < Q5.
Timto zpusobem si nyni popiSeme soustavu N pracovist. Vyjdeme ze vztahu (3.6).
Pracovisté jsou cislovany podle poradi vzestupné. Predpokladéame, Ze prace se mize pie-
souvat z jednoho pracovisté do kteréhokoliv jiného pracovisté véetné sebe sama.

N
Vi=B,Qo+ > i@ — QY i=1...N, (38)

j=1
kde ; € (0,1), aj; € (0,1) a zaroven ze zakona zachovani hmoty vyplyva, ze vykon, ktery
prerozdélujeme, se nemize ztratit. Proto plati, ze

N

Zﬁz = 17

szzl

Zaﬁ = 1, Z:L ,N
j=1

Maticové miizeme soustavu (3.8) zapsat jako:
V = Q05+ Agv - gv7 tedy V = Q05+ (A - E)gv’

kde v V jsou obsazeny okamzité hodnoty préce, kters ¢eké na zpracovéni na i-tych pra-
covistich, vektor b je vektor, ktery obsahuje hodnoty (; pro jednotliva pracovisté, matice
A obsahuje hodnoty «; pro jednotlivd pracovisté, matice E je jednotkova matice a vektor
Cj” obsahuje vykony jednotlivych pracovist. Tuto soustavu lze rozepsat timto zptisobem:

‘:/1 A (a1 —1) Q21 e N1 Q1
Vz 1o, Q@ Qg — 1 Q Q5

.2 _ :2 Qo+ ‘12 (g2 — 1) | N2 :2
VN BN 1N QaN e (OéNN - 1) Qy

Pro jednoduchost se omezime na pripad, kdy se prace miize presouvat pouze na pra-
covisté s vyssim indexem. Tedy takové, které je az dalsi v potradi, prace se tedy nesmi ani
vracet na stejné pracovisté, coz lze zapsat jako o;; = 0 a j > 4. Pro i-té stanovisté tedy
plati:

1—1
VQZ@QO-FZO&]@'Q;— Y i=1...N.
=1

Tento vztah lze rozepsat timto zpiisobem:

Vl = [1Qo— Q7
Vo = [aQo + ap@Qf — Q5,

N-1

Vy = BnQo + Z OéjNQ}) - QY- (3.9)

Jj=1



Pro vétsi prehlednost pouzijeme maticovy zapis soustavy.
V =Qob+ (A—E)Qv.

V tomto zjednoduseném modelu se matice A — E zredukovala na dolni trojihelnikovou
matici, tedy

—1 0 0

A_]E: 19 —1 0
0

oy gy - —1

Je vhodné zminit, Ze takto odvozena soustava nema konstantni pravou stranu, ale jeji
prava strana se méni v zavislosti na vstupnich podminkach.
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4. Udrzitelnost systéemi
s konstantnim zdrojem

Udrzitelnost systému znamend, ze mnozstvi pfivadéné prace nebude rist nade vsechny
meze. V této kapitole budeme predpokladat konstantni piisun prace ze zdroje. Hlavnim
cilem bude najit hodnotu vstupniho mnozstvi prace ze zdroje, pii které nedojde ke vzniku
front. Nejdfive tento vztah odvodime teoreticky a v dalsi ¢asti uvedeme priklady, na které
tento model aplikujeme.

4.1. Odvozeni

Pro systém (3.9) si vypiSeme podminky, pomoci kterych najdeme nejvyssi systémem zpra-
covatelnou hodnotu vstupni prace, pti které jesté nedojde ke vzniku front. Budeme vy-
chazet z myslenky, ze piikon nesmi byt vétsi nez vykon pracovisté. Mnozstvi prace, které
¢eka na zpracovani, by nemélo rtst. Tedy

V; < 0, i=1...N,

coz muzeme rozepsat jako:

i—1
BiQo+> @ < @, i=1...N.
j=1

Postupné
51@0 S 11)7
BaQo + a12Q] < Q3
[3Qo + a13Q] + @y < Qs
N-1
BnCQo + Z an@; < Qy. (4.1)
j=1

Za predpokladu, Ze jsou vSechny tyto nerovnice splnény, mizeme pouzit QY = QY =
fi(Qo). Tuto soustavu nerovnic (4.1) pfepiSeme na tvar pouze pro vstupni praci @,
abychom ziskali vztahy pro vykony nésledujicich pracovist. Budeme postupné proché-
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zet jednotlivé nerovnice a dosazovat nejvétsi mozny vykon @Y vychazejici z predchozi
nerovnice, tedy

Bi1Qo < QF,
BaQo + 1281Q0 < @3,
B3Qo + a1381Q0 + 38200 + aaz1251Q0 < (s,
Jk—1—1
Z Qo [’Z Z By N Ha]p+1]p +0vQo < QY. (4.2)
Je=1

Z predpisu (3.7) vyplyva, ze QY na pravé strané nerovnosti mize byt rovnou pouze
QF nebo QY. Pro QY = @ jsou nerovnosti splnény automaticky, takze se budeme zabyvat
opacnym pripadem, tedy

Qo < @7,
BaQo + a1251Q0 < Q5
B3Q0 + 131 Qo + o3 2Qo + oza1231Q0 < Q3
Jrk—1—1
Z QO [Z Z BJkOéJIN Ha]p+1]p + BNQO < Q?\r (4.3)
Jr=1

7 této soustavy muzeme odvodit vztah pro nejvyssi hodnotu @)y, pro kterou je zaru-
¢eno, ze se nebudou tvorit fronty. Tuto hodnotu oznacime ()§* a plati pro ni nasledujici
rovnost:

Qpr = min (@ Qs & ) .
0 B’ Ba+ 0412617 Ek 1[2 E;: =y ' Bjeoun Hp_l A1) + BN
(4.4)

4.2. P¥iklady

V této casti kapitoly vyse odvozeny model aplikujeme na piiklady. V prvnim prikladu
popiSeme systém 4 pracovist a ve druhém stejnym zptisobem soustavu 6 pracovist. Cilem
bude stanovit hodnotu pfikonu (), pro kterou se jesté nebudou tvorit fronty.

4.2.1. Systém 4 pracovist

Zacneme popisovat systém 4 pracovist. Vykon z prvniho pracovisté se rozdéli, z 80 %
jde do druhého pracovisté a 20 % do tfetitho. Vykony druhého a tfetiho pracovisté se
sbihaji do ¢tvrtého. Toto je znazornéno na obrazku 4.1. Z obrazku zaroven vidime, ze

Q7 = 20,05 = 100, Q5 = 80, Q; = 10.
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Q, =100

0, =80

Q,=10

Obréazek 4.1: Systém 4 pracovist

Tento systém lze popsat nasledujici soustavou rovnic:

Vi
Vs
Vs
Vi

s pocatecnimi podminkami V;(0) =

= QO - 11}7
4 v v

= ng _Q27
1 v v

= 5Q1 _Q37

= @+ @3- Qy,

0,V5(0) = 0,V5(0) = 0,V4(0) = 0. Maticovy zapis

(4.5)

této soustavy nddob ma nasledujici tvar:

Vi Qo
Vool | O
0 B A
V, 0

O Ul |

—_

0 0 0 QY
~1 0 0 QY
0 -1 0 QY
11 -1 QY

Nyni se zacneme zabyvat udrzitelnosti této soustavy. Pro systém si vypisSeme podminky,
pomoci kterych najdeme nejvyssi systémem zpracovatelnou hodnotu vstupniho vykonu,
pri kterém nedochéazi ke vzniku front. Budeme pouzivat postup, odvozeny ve ¢tvrté kapi-
tole. Vyjdeme tedy ze vztaht (4.1), (4.2) a (4.3). Podle vztahu (4.3) plati:

Qo

4

o)

Lo

)
Qo

<

<

IN

IN
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Z této soustavy muzeme odvodit vztah pro hodnotu )", ktera popisuje nejvyssi prikon,
pro ktery je zaruceno, ze nebudou vznikat fronty:

kk : * 5 * k *
0o - mln(le ZQ% 5@37 Q4) (47)
Nyni do rovnice (4.7) dosadime konkrétni hodnoty:

Q5 = min(20, 125, 80, 10) = 10. (4.8)

4.2.2. Systém 6 pracovist

V dalsim rozebereme tlohu pro 6 pracovist. Tato pracovisté jsou zndzornéna na obrazku
4.2.

0,=20
1
40 % 60 %
N
Q,’=100 Q;=50
2 3
20% 80 %
N .
Q=5 Q; =40
4 5
\ /
Q; =60

Obrézek 4.2: Systém 6 pracovist

Tento systém lze popsat nasledujici soustavou rovnic.
"/1 = QO - 11)7
y 2 v v
Vo = 5Q1 W2
y 3 v v
Vi3 = ng - Q37
. 1
Vo= @+ zQ5- QL
y 4 v v
Vs = gQg - Q57
Vo = Qf+Q8— Qg (4.9)

s po¢ateénimi podminkami V;(0) = 0, V5(0) = 0, V3(0) = 0,V4(0) = 0,V5(0) = 0, V5(0) =
0. Nyni se zacneme zabyvat udrzitelnosti této soustavy. Pro systém si vypiSeme podminky,
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pomoci kterych najdeme nejvyssi systémem zpracovatelnou hodnotu vstupniho vykonu,
pii kterém nedochézi ke vzniku front. Budeme pouzivat postup, odvozeny ve ¢tvrté ka-
pitole. Vyjdeme tedy ze vztahu (4.1), (4.2) a (4.3). Pro vztah (4.3) v tomto piikladé
plati:

Qo < @7,
200 < @
ng < @5,
%Qo < QL
%Qo < Qs

19
— < ..
25@0 = Qﬁ

Z této soustavy odvodime vztah pro Q)5*, ktery udava, jaky je nejvyssi prikon ze zdroje,
pii kterém jesté nebudou vznikat fronty. Plati, ze

25 .25 ., 25
QO - mln(le Q27 Q37 Q47 EQE)v 1_9Q6> (410)
Nyni do rovnice (4.10) dosadime konkrétni hodnoty:
5_25_25 25 25
oF = min(20, 250, =50, —5, —40, —60) = —5. (4.11)

"3 7712 7719 7
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5. Udrzitelnost systémn
s periodickym zdrojem

V této kapitole se budeme zabyvat tim, Ze vstupni prace )y miize kratkodobé presahovat
prikon Q§* definovany v predchozi kapitole. Konkrétné budeme predpokladat, ze @)y je
periodicka, po ¢astech spojita konstantni funkce, ktera se pohybuje kolem hodnoty Qg*.
Systém povazujeme za udrzitelny, pokud jsou splnény tyto 2 podminky:

I. Na konci intervalu ), coz je vétsi z vykoni pouzité periodické funkce, zadna fronta
nevzroste nad mez maximalni povolené délky fronty daného pracovisté.

II. Na konci periody se vse vrati do ptivodniho stavu.

5.1. Odvozeni

Oproti predchozi kapitole budeme mit zadanou vlastnost i-tého pracovisté V,*, ktera re-
prezentuje nejvyssi povolenou délku fronty tohoto pracovisté. Budeme uvazovat soustavu
N pracovist podle (3.9), z nichz kazdé mé své pevné dané vlastnosti Q7 a V;*.
Nyni si popiseme, jakym zptsobem se bude ménit )y v case. Predpokladame, ze
Qu = konst, Q,, = konst a Qur > QFF > Q.-
Qu, teU KT, (k+pT), 0<p<l, T>0,

kde T je perioda a p je ¢ast periody, po kterou pozadujeme vétsi vykon @),,.

I. podminka udrzitelnosti

Nyni se budeme zabyvat prvni z podminek udrzitelnosti. Pfipustime vznik front a bu-
deme hledat, ktera z pracovist nestihnou pracovat na pozadovany vykon. Z pfedpisu (5.1)
mame dan piikon );. Sestavime algoritmus, ktery pomize tato pracovisté urcit. Z pra-
covist, kterd tvori frontu sestavime mnozinu N. Na pocatku algoritmu je tato mnozina
prazdna. Postup pii vypoctu algoritmu je néasledujici:

1. krok: Vychéazime ze soustavy (4.3). Pfedpokldadame, Ze minimum, pfedepsané rovnici (4.4),
je urceno r-tym stanovistém. Tuto hodnotu si oznacime jako Q)f podle r-té pod-
minky, tedy @ = Q. Pokud bude pritok o ¢ vétsi nez (), kde J je mala hodnota,
pro kterou bude porusena jen r-t4 podminka a zadna jina, tak r-té stanovisté za-
¢ne tvorit frontu. Déale nam ztistanou platné vSechny podminky az do r-té. V r-té
podmince bude opac¢né nerovnost a vykon r-tého pracovisté bude maximalni, tedy
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Q; =

Q7. V dtsledku toho se pozmeéni i nésledujici nerovnice. Platné podminky

tedy budou tyto:

£ < Q7
BaQo + a1251Q0 < Qs,
B3Qo + a1381Q0 + a3 fBalo + asi231Qy < O3,
Jr—1—1
Z QO Z Z ﬁ]kajl (r—1) H ajp+1jp + Br 1Q0 = Q:fla
Je=1

r—1 Jek—1—1

ZQO Z Z 5%@]1 T)HCVjp.H]p +67“Q0 > Qia

ji1=1 Jr=1
r—1 [ r—2 Jk—1—1 E
Z Qo Z 6Jka31 (r-1) H Qjpingp | T Bri1Qo + ar(r+1)Q: < Q:—H’
k=1 Lj1=1 Jr=1
r—1 Tre2 o1l - N1
Z Qo Z Z B Uy (r—1) H Qg | T BnQo + Z OC]'NQ; < Qy-(5.2)
k=1 Lj1=1 Jr=1 j=r

Pracovisté s indexem r vlozime do mnoZiny N.

2. krok: V dalsim kroku algoritmu uré¢ime, které z pracovist se zacne piehlcovat po

3. krok:

r-tém. Toto pracovisté oznac¢ime indexem m. Pokud bude pritok o ¢ vétsi nez
ory m-té pracovisté zacne tvorit fronty. V m-té podmince obratime nerov-
nost a nasledujici podminky budou touto zménou opét ovlivnény. Pracovisté

s indexem m opét zafadime do mnoZiny N

Timto zptsobem pokrac¢ujeme v prochazeni pracovist, které se piehlti a zarazu-
jeme je do mnoziny N. Algoritmus ukon¢ime, kdyZ se dostaneme do tvaru sou-
stavy podminek, pro ktery budou vsechny nerovnice platné. Podminky, které
budou mit opa¢nou nerovnost, urcuji pracovisté, ktera mohou tvorit frontu
a nalezi do mnoziny N

Tento algoritmus popisuje pripad, ve kterém se pri vétSim prikonu pozméni vzdy jen
jedna z nerovnic. Obecné se pfi stejné hodnoté prikonu miize zacit tvorit fronta na vice
pracovistich. Algoritmus by se dal pro tento pfipad analogicky pozménit, poruseno by bylo
vice nerovnosti a v zavislosti na tom i nasledujici nerovnice. Vysledkem tohoto algoritmu

je mnozina obsahujici vSechna pracovisté, na kterych se bude tvorit fronta.

Na zdkladé odvozené mnoziny pracovist, kterd zac¢nou tvorit frontu, uréime nejvyssi
Cas, ve kterém je nutné zastavit privod ), do systému. V tomto Case fronta dosahne své
maximalni povolené délky V* a ¢as oznacime t,,,,. V piipad€, Ze se fronta tvoii na vice
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stanovistich soucasné, piivod je nutné zastavit tak, aby na zadném z nich fronta nepiesahla
maximalni povolenou délku. Tedy maximalni ¢as bude nejmensi z jednotlivych cast, ve
kterych jednotliva stanovisté vytvoii svou maximalni délku fronty. Musi tedy platit:

tmar = 52}&1(@) (5.3)
Cas, za ktery se jedno pracovisté prehlti, se da vyjadiit z rovnice (3.6). Reseni této rovnice
jer

kde konstanta ¢; je poc¢atecni mnozstvi prace na i-tém stanovisti, které je z pocatecni
podminky V;(0) = 0 nulové. Z této rovnice si vyjadiime ¢as t;, tedy:
V
ti=(=——), i=1,...,N. (5.5)
Q7 — Qf
Po dobu pT', kdy je Qn > QF; se fronta na i-tém pracovisti zvétsuje a po dobu (1—p)T'
pii Q. < QFF se fronta zmensuje. Délka fronty popsana rovnici (5.4) nesmi byt po dobu
pT" vétsi nez maximalni délka, tuto podminku zapiSeme jako:

Vi(pT) < V>, ieN. (5.6)

Z tohoto vztahu mizeme pomoci vztaht (5.4) a (5.6) vyjadiit maximélni délku fronty pro
i-té pracovi$té z mnoziny pracovist tvoricich frontu:

Vi=(Q —Q)ti, 1€N. (5.7)

Dale vime, ze )7 = ()}, protoze pfi vzniku fronty pracovisté pracuje na sviij maximalni
vykon. Z rovnice (5.7) ziskdme maximalni ¢as, po ktery mizeme po i-tém stanovisti
pozadovat vétsi vykon )y, nez zacne fronta rist nad stanovenou hranici:

ti=——+—, 1€N. (5.8)
Q@

Nyni mizeme urcit, po jakou dobu mtzeme po celém systému pozadovat vykon Q).
Timto ¢asem je nejmensi z jednotlivych cCasii, ve kterych se jednotliva stanovisté prehlti,
tj. dosdhnou své maximalni délky fronty, popsany rovnici (5.3). Z rovnice (5.8) zndme
predpis, pro tyto jednotlivé ¢asy. Dosazeni téchto jednotlivych ¢ast do rovnice (5.3) mame
kone¢ny tvar vztahu:

V*
t = min(t;) = min(———). 5.9
Cas tpmqs je nejdelsi doba, po kterou miizeme do systému poustét piikon Qs bez toho,
aby na nékterém ze stanovist délka fronty pfesahla danou mez.

II. podminka udrzitelnosti
Nyni se budeme zabyvat druhou podminkou udrzitelnosti systému. Tato podminka
urcuje, ze na konci periody se vse vrati do pocatecniho stavu. Vykon )y, pozadujeme
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po pracovisti vzdy po dobu pT" a mensi vykon @, po zbytek periody (1 — p)7T. Vyjdeme
z rovnice .
V= QO - Qm

kde @), je vykon na konci systému. Tuto rovnici zintegrujeme podle ¢asu

/OTth:/OTQO—Qv dt.

Integral fOT V dt = V(T) — V(0). Z pocateéni podminky vime, ze V(0) = 0. Déle pred-
pokladame, Ze systém pracuje na svilj maximalni vykon. Nejvyssi hodnota konecného
vykonu @, systému, aniz by se na nékterém ze stanovist tvofila fronta, je Qf*. Dosazenim
do predchozi rovnice (5.1) dostaneme:

/QO— =t = /Qodt TQ:

T
/0 Qo dt =TQy.
Pro po ¢astech spojity piikon (g vede integral na tuto rovnici:
pTQm + (1 —p)TQm < Qy'T.
Z tohoto vztahu jiz mizeme odvodit druhou podminku udrzitelnosti, t;j.

pQum + (1 —p)Qm < Q5 (5.10)

Systém se tedy neprehlti a dokéze zpracovat vlozenou praci, pokud je vazeny primeér obou
hodnot Qy(t) mensi nez QF*.

t].

5.2. Piklady

V prikladech vyuzijeme dvou zadani z predchozi kapitoly. Pro kazdé stanovisté stanovime
navic hodnotu maximalni délky fronty. Ukolem bude ze zadanjch hodnot p, Qur a Qum
stanovit, pro které hodnoty periody T je systém jesté udrzitelny.

5.2.1. Systém 4 pracovist

Vyuzijeme prvniho systému z predchozi sekce a doplnime ho o hodnoty maximéalni délky
fronty na jednotlivych pracovistich: Vi = 20, V;* = 40, V5" = 60, V" = 80. Toto je znéazor-
néno na obrazku 5.1.
Vstupni vykon )y je zadan tak, aby jedna jeho cast byla vétsi a druh& mensi nez
o¥. V predchozich vypoctech jsme ve vztahu (4.8) zjistili, ze Q5" = 10 je urceno ¢tvrtym
pracovistém. Vyssi vykon budeme poustét polovinu periody a nizsi ve druhé poloviné
periody. Casové zavislost vstupniho vykonu tedy bude nésledujici:

(5.11)

Oo(t) = 1,2-QF, te U KT, (k+05)T), 0<p<l1l, T>0,
’ 0,6 - QO, teU(k+05)T, (k+1)T), k=012,
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Q,=20
V=20

80 % 20 %

Q, =100 0Q,=80
WV, =40 ;=60

N 7

Q,=10
V, =80

Obrazek 5.1: Systém 4 pracovist

Nyni se zacneme zabyvat prvni podminkou udrzitelnosti soustavy. Prvni podminkou je,
ze na konci intervalu pro @)y, zadna fronta nevzroste nad mez maximalni délky fronty.

Pomoci algoritmu (5.2) zjistime, na kterych pracovistich se budou pfi této volbé Q)
tvofit fronty. Minimum popsané vztahem (4.7) je uréenou ¢tvrtym pracovistém, proto ho
oznacime Q;. Pokud zvedneme prikon )y o hodnotu d nad toto minimum, ¢tvrté praco-
visté se zacne zahlcovat. Vime tedy, Ze ¢tvrta nerovnice bude porusena, proto zménime
jeji znaménko nerovnosti. Jelikoz je toto pracovisté posledni v potadi, nebude ovliviiovat
zaddné jiné a ostatni nerovnice zlistanou nezménény:

QO S Q;
4
SQO < 05,
1
g@o < Qs
Qo > Q.

Ctvrté pracovisté zafadime do mnoziny A. Po vylouceni étvrtého pracovisté vidime,
ze minimum z rovnice (4.7) je uréeno prvnim pracovistém. Vime, Ze piikon mé svou vyssi
hodnotu Qy = Q) = 12. Ze zadani vime, ze (7 = 20, tedy prvni nerovnost )y < Q7 je
v maximalni hodnoté prikonu splnéna. Podminky tedy sviij tvar nezméni:

QO S QT?
4
EQO S Q;a
1
gQO S Q;a
Qo > Q.

Timto algoritmus ukonéime. Vysledkem algoritmu je mnozina N tvofend pouze ¢tvrtym
pracovistém.
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Pro hodnotu Q§* = 10 vypocitame cas prehlceni, tedy dosazeni maximalni délky
fronty, ¢tvrtého pracovisté. Cas prehlceni étvrtého pracovists vypocitame ze vztahu (5.8)
takto:

ty = Vi
Qv
kde Q) = 12. Po dosazeni konkrétnich hodnot:
o 80
T 1210

Maximalni doba je urcena pouze ¢tvrtym pracovistém, tedy

tmar = IZI'EI}\I/}(tZ) == t4 = 40. (512)
Po rozboru tlohy vidime, Zze v tomto pfipadé se pri maximalnim piikonu @),; zacne
tvorit fronta pouze na ¢tvrtém pracovisti. Maximélni vykon zbylych pracovist bude do-
statecny ke zpracovani pozadované prace. Dale stanovime maximalni délku periody 7.
Z rovnice (5.11) vidime, ze p=0,5, tedy kazdy z ptikont Q) a @, je poustén do systému
polovinu periody. Nejvyssi doba, po kterou miZeme poustét piikon @y, je podle (5.12)
tmaz = 40. Maximalni délka periody je tedy 2 - t,,4. = 80.
Pro tplnost se budeme zabyvat druhou podminkou udrzitelnosti systému. Pomoci
vztahu (5.10) zjistime, jestli se systém po probéhnuti periody vrati do ptivodniho stavu.
Vypocitame tedy vazeny primeér z obou hodnot vykonu Q).

0,5-1,2-Q5"+ (1 —-0,5)-0,6-Q5" < Qg
Po tpravé dostaneme:

0,9-Q¢" <@,

coz plati. Tedy pfi této volbé periodického zdroje se na konci kazdé periody pracovisté
vrati do stavu beze front.

5.2.2. Systém 6 pracovist

Oproti prikladu v kapitole o systémech s konstantnim zdrojem mame opét navic zadany

maximalni délky front. Pro maximalni délky front plati: V;* = 20, V;* = 40, V5 = 60, V) =

80,V = 90, Vg = 100. Toto je zndzornéno na obrazku 5.2. Piikon () je nastaven tak,

aby jedna jeho ¢ast byla vétsi a druhd mensi nez Q5*. Ve vztahu (4.11) v predchozich
125

vypoctech jsme zjistili, Ze Q5" = 2> je urCeno ¢tvrtym pracovistém. Vyssi vikon budeme

poustét pétinu periody a nizsi zbylou &ast periody. Casova piikonu tedy bude nésledujici:

Ooft) = {1,7 Qr, teU kT, (k+02)T), 0<p<1, T>0, (513)

0,5-Q, telU (k+08)T,(k+1)T), k=0,1,2,--- .

Nyni se zacneme zabyvat prvni podminkou udrzitelnosti soustavy. Prvni podminkou je,
ze na konci intervalu pro (), zadna fronta nevzroste nad mez maximalni délky fronty.
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Obrazek 5.2: Systém 6-ti pracovist

Pomoci odvozeného algoritmu (5.2) zjistime, na kterych z pracovistich se budou pfi
této volbé @y tvorit fronty. Minimum popsané vztahem (4.7) je uréenou ¢tvrtym praco-
vistém, proto ho oznacime ()f;. Pokud zvedneme piikon )y o hodnotu ¢ nad toto mini-
mum, ¢tvrté pracovisté se zacne zahlcovat. Vime tedy, ze ¢tvrta nerovnice bude porusena,
proto zménime jeji znaménko nerovnosti. Tato zména ovlivni také dalsi nerovnice.

Qo < @,

%Qo < @5,

ng < Qs

ng + % : ng > Q1
;—iQo < Qs
SO < O
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Ctvrté pracovisté zafadime do mnoziny N. Po vylouceni ¢tvrtého pracovisté vidime, ze
minimum z rovnice (4.7) je uréeno prvnim pracovistém. U prvni nerovnosti zménime
znaménko, toto ovlivni i dalsi nerovnosti, které vhodné zménime.

QO > QT?

2 * *

ng S QQ;

3 s .

ng S Q37

2 1 3 .
5@0 +z 5Qo > @y
4 * *

5Q3 S Q57

Q+0Q; < Qs

Prvni pracovisté tedy zafadime do mnoziny N.

Po vylouceni ¢tvrtého a prvniho pracovisté vidime, Ze minimum z rovnice (4.7) je
urceno Sestym pracovistém. Budeme tedy zkoumat platnost posledni nerovnosti )} +
Qi < Qf. Po dosazeni maximalnich vykond jednotlivych pracovist, dostaneme nerovnost
45 < 60, ktera je vzdy splnéna. Podminky tedy sviij tvar nezméni:

Qo > @,

S0 < Qs

20 < @
§Q0+%'§Qo >
[0 < @

QG+e < O

Timto ukoncime algoritmus.
Nyni vypoditame cas, kdy stanovisté, z mnoziny N uréené algoritmem, dosdhnou své
maximalni délky fronty. Pro prvni stanovisté plati:
_
Qu — Q7
kde Qnr = 1,7 - Q5" Po dosazeni konkrétnich hodnot:

tq

20

=
30,6 — 20

=1,93.

Analogickym postupem plati pro ¢tvrté stanovisteé:
V*

ty = ﬁ,

Qi — Qi
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kde @ = 10,4. Po dosazeni konkrétnich hodnot:

80

ty= ———
Y7104 -5

~14,31.

Nyni vypocitame cas preplnéni systému ze vztahu:
tmaz = Illé}\I/l(tz) = min(tl,t4) = tl = 1,93

Vidime, ze maximalni Cas, po ktery mtizeme poustét piikon @)y, je 1,93, coz ze zadani
ptikonu (5.13) tvori pétinu celé periody. Nejvétsi délka periody tedy je 5 - 1,93=9,65.

Po rozboru tulohy tedy vidime, ze v tomto pripadé se pii nezastaveni maximaéalniho
prikonu @), nejdiive zahlti prvni pracovisté a poté ¢tvrté pracoviste.

Dale se pro tplnost budeme zabyvat druhou podminkou udrzitelnosti systému. Pomoci
vztahu (5.10) zjistime, jestli se systém po probéhnuti periody vrati do ptivodniho stavu.
Vypocitame tedy vazeny primeér z obou hodnot vykonu Q).

0,2-1,7-Q5"+ (1 —0,2)-0,5- Q5" < Q.
Po tpravé dostaneme:

coz plati. Timto jsme zjistili, ze pfi této volbé periodického zdroje se na konci kazdé
periody pracovisté vrati do stavu beze front.
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6. Zavér

Cilem této prace bylo odvodit a sestavit soustavu diferencialnich rovnic, ktera by
vhodné popisovala chovani systémt s tizkymi misty, a pro nékteré specialni pripady tuto
soustavu vytesit, ¢i doplnit alespon kvalitativni informace o feseni. V této praci se povedlo
odvodit obecny model, ktery tento systém popisuje a zaroven algoritmus pro vypocet
udrzitelnosti systému.

Po zavedeni zakladnich pojmi byl ve druhé kapitole odvozen tvar nadoby, pro kterou
plati, Ze jeji vytokova rychlost je konstantni. Déle byl v této kapitole sestaven model
popisujici prutok kapaliny jednou nadobou. Podafilo se najit podobnost mezi modelem
pritoku kapaliny nddobou a pracovistém ve vyrobnim procesu, coz je vyuzito v dalsi
kapitole. Ve tteti kapitole je, pomoci dfive sestaveného modelu pro pritok kapaliny jednou
nadobou a nalezené podobnosti s vyrobnim procesem, odvozena soustava diferencialnich
rovnic pro systém N pracovist. Tento model je zjednodusen na model, ve kterém se préace
muze presouvat pouze do nasledujicich pracovist, tedy se nesmi vracet.

V dalsich kapitolach je postupné zkoumana udrzitelnost téchto systému pro konstantni
a periodicky zdroj. Pri zkouméani udrzitelnosti systému se podafilo sestavit podminku pro
nejvyssi hodnotu ptikonu, pii kterém jesté nedojde ke vzniku front. Dale se pro udrzi-
telnost systému s periodickym, po ¢astech konstantnim, zdrojem podarilo odvodit vztah,
ktery udava maximalni dobu, po kterou mizeme tento piikon nechat vstupovat na sta-
novisté, nez fronta dosadhne své kritické délky. Na zavér obou kapitol, které se zabyvaji
udrzitelnosti systémi pracovist, jsou uvedeny priklady, na které jsou poznatky aplikovany.

Na vysledky této prace lze navazat napriklad pii zkoumani obecnéjsiho, nezjednodu-
Seného, modelu soustavy N pracovist. Déle lze uvazovat spojité se ménici zdroj a poté
zkoumat jeho udrzitelnost a z ni vyplyvajici dalsi vlastnosti.
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7. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

E jednotkova matice
R mnozina realnych ¢isel
Y derivace y podle proménné t

znak integralu

—

> znak sumy
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