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1. SOUCASNY STAV RESENE PROBLEMATIKY

Pro zkvalitnéni navrhll a rekonstrukci tuhych vozovek se stale vice vyuziva vy-
pocetni techniky. Danou skladbu vozovky |ze simulovat vypocetnim modelem a
podle vypoctené odezvy i dale optimalizovat. K této simulaci se vyuZivaji prede-
v3im numerické metody, které jsou ve srovnani s metodami analytickymi vyhodné
tim, ze umoznuji vytvaret komplexng i modely, které |épe vystihuji geometrii, ma-
teridl i zatizeni feSené Glohy. Jednim z problemil, se kterym se zde setkavame je
uréeni vstupnich parametrll vypoctovych modeltl, predevsim mechanickych vlast-
nosti. Pfesnost téchto parametrii pritom podstatnym zptisobem ovliviuje vypocétenou
odezvu atim i praktickou pouzitelnost téchto metod.

Vozovka je pro vypocet vétSinou idealizovana jako deska na vrstevnatém polo-
prostoru, kde tloustky jednotlivych vrstev jsou konstantni a materidly vrstev jsou
linearné pruzng, izotropni a homogenni. Homogenni aizotropni material je popsan
dvéma nezavislymi materiadlovymi konstantami, ngjCastgji se dnes pouziva Youn-
gliv modul pruznosti £ a Poissontiv soucinitel v. PYi pouziti téchto dvou konstant
se obvykle uréuje modul pruznosti, Poissontiv soucinitel se pouze odhaduje. Vliv
zmeny Poissonova soucinitele nasvisly posun povrchu vozovky ukazujei citlivostni
studie[5].

1.1. Metody pro uréeni modulll pruznosti tuhé vozovky
K uréeni modulli pruznosti u vozovek se v soucasnosti pouziva nékolik typl

AR

1.1.1. Razova zkouska

Razovazkouskase v praxi pouzivanejcastgji. Uréeni modul & pruznosti vaak neni
jelim hlavnim cilem. Pouziva se pfedevsim pro diagnostiku stavu vozovky a urceni
jegi zbytkové Zivotnosti. Moduly pruznosti jsou zde pouze mezivysledkem.

Pro razovou zkousku FWD (Falling Way Deflectometer) se vyuziva mobilni au-
tomatizované meé¥ici zafizeni, které vyvodi impulz sily padem zavazi pres tlumic
na kruhovou zat&ovaci desku. Typicka doba trvani impulzu je 20-25 ms. Casovy
pribéh sily je u moderngjSich zafizeni zaznamenan a zaroven jsou sledovany prii-
béhy rychlosti vychylky v 6-9 bodech. Z naméfenych rychlosti jsou automaticky
integrovany vychylky. Osazeni snimatll i vétSina dalSich operaci jsou automatizo-
vana. Maximalni hodnoty sily i vychylek, které pochopitel né nenastavaji ve stejnem
Case, jsou zaznamenany a dale normovany na urcitou hodnotu sily, napf. 75 kN.
Tyto maximani a normované hodnoty se zavadi do zpétného vypoctu.

Pri pouziti razove zkousky neexistuje moznost, jak moduly pruznosti jednotlivych
vrstev urcit pfimym vypoctem z méfenych velicin. V praxi sevyuzivaiteracni freSeni
pomoci zpétného vypottu bud Odemarkovou metodou, pomoci teorie vrstevnatého
poloprostoru nebo pomoci MK P, eventualné jinou metodou. Ve zpétném vypoctu se



pouZiva jen statické zatizeni.

Ointerpretaci této zkousky |ze polemizovat, nebot vysledky ovliviuje nékolik ne-
zadoucich jevl. VlIiv ma zanedbani dynamické povahy zatizeni pfi vyhodnocovani,
vyrazny vliv u tuhych vozovek maji okrajovée podminky, tj. pfedevsim nedokonalé
podepreni desky. Nosna deska tuhé vozovky rovnéz vyrazné reaguje na zmenu tep-
loty. Tato skuteCnost je dokumentovana vypocty [4] | méfenimi [19], [15] a [14].
Tim vznikaji mezery mezi deskou a podkladem, které velmi ovliviuji naméfené
vysledky. Technické predpisy pro provadéni této zkousky sice predepisuji urcité
omezeni v jakych teplotnich podminkach je mozné je provadét, nelze vsak tuto
chybu zcela vyloucit.

Dalsi problem stavagjiciho vypoctu spociva v tom, Ze v nékterych pfipadech |ze
pomoci této metody ziskat nékolik sad modulli pruznosti jednotlivych vrstev, které
vyhovuji maximalnim priihyblim ziskanym z méfeni. PouZivany postup tedy nemusi
mit jednoznaCné FeSeni.

Otazkou zlistava, zda je vibec mozné formulovat jednoznaénou interpretaci vy-
sedkil razovée zkousky nebo by bylo vhodné&jsi pouZivat jiny typ buzeni.

Na problémy vzniklé zanedbanim dynamickych U¢inkl je poukazano napriklad
v praci [12]. Jednim ze zavérlirozsahléstudie[20] je, Ze dynamickée Gcinky u zkousky
FWD nelze pfi zpétném vypoctu zanedbat. Zminovana studie je soucasti projektu,
ktery se snaZi gednotit vyhodnocovani této zkoudky v ramci Evropské unie. Uva
Zzovanim nelinearniho modelu materidlu ve zpé&tnem vypoctu se zabyva|8].

Hlavni pfednosti rézové zkousky FWD je jgi jednoduchost. Umozinuje dobre
identifikovat poSkozené desky a zaroven poskytuje dobré podklady pfi rozhodovani
0 zplisobu rekonstrukce.

1.1.2. Harmonické buzeni

Velmi presny zplisob uréeni modulli pruznosti uvadi G. Martinéek v [9]. Navrhl
postup uréeni modul &I pruznosti pouzitim metody fazovych rychlosti. Vlychazi z har-
monického buzeni na nékolika frekvencich a sleduje délky povrchovych vin. Autor
pouZivanasledujici postup: umisti budi¢ harmonického signdlu na desku, se snima-
Cem postupuje podél zvolené pfimky a hleda mista s fazovym posuvem o 27. Timto
zplisobem zjisti délku povrchové viny A pro danou frekvenci buzeni. Odtud lzejiz
urcit rychlost povrchovych vin. Problémem této metody je obtizna automatizace,
predevsim zjistovani délky vin, které vyZzaduje manipulaci s polohou snimagu.

Zajimavou moznosti je mé&feni s vyuzitim laserovych akcelerometril, které na
vozovkach provadél John Colle[16]. Buzeni zde mafrekvenci az 10 kHz. Toto FeSeni
je zajimave pravé dosazenou frekvenci, ktera by u klasickych snimact zrychleni
(podle materiau firmy Brid & Kjaa [2]) uz nebylamozna. | pro dosazeni frekvenci
nizSich by bylo zapotfebi snimace specialné upeviovat, coz komplikuje automati zaci
méFen.



1.1.3. Kvazistatické buzeni

Speciani méfici soustava RDT (Road Deflection Tester) byla vyvinuta ve Svéd-
sku. Jedna se o méfici vliz osazeny dvéma listami s dvaceti laserovymi snimagi.
Prvni z nich je umisténa uprostfed vozidla a druha za zadni napravou. Vozidlo se
pohybuje nizkou rychlosti. Rozdil mezi hodnotami méfenymi uprostfed vozidla a
za napravou je povazovan za prihyb [7].

1.1.4. Buzeni Sumem

Dalsi moznosti je buzeni pomoci Sumu. Tato moznost se vyuziva spise ve stro-
jirenstvi, elektrotechnice a akustice. Jgji vyhodou je rovhomérné rozdéleni budici
energiev celém frekvenénim pasmu. Pouziva se nékolik druhli Sumu, napr. bily Sum
nebo riizovy Sum. Vyuziti tohoto buzeni je vazano na zplisob vyhodnoceni. Aplikaci
buzeni Sumem u vozovek ze zabyvanapr. I. J. M. van der Vring.

1.2. Metody pouzivaneé pro zpétny vypocCet u razové zkousky

Zakladnim problémem u razové zkousky FWD je metoda pro jeji vyhodnoceni.
Tato metoda musi byt dostatecné rychla pro pouziti pfimo v terénu a pfitom dosta-
tecné presna. PoZadavklm na rychlost |&pe vyhovuji analytické metody, poZadav-
klim na presnost naopak metody numericke.

1.2.1. Pruzny poloprostor

Zakladni teorii pro vypocCet napéti a deformaci v zemingé je teorie pruzného po-
loprostoru. Tato teorie umoznuje urCit v libovolném bodé napéti, pretvoreni i pre-
misténi pro homogenni linearné pruzny izotropni materid od bodového zatizeni na
povrchu. Integraci zatizeni po ploselzetyto vztahy rozsifit pro kruhovou nebo jinou
plochu zatizenou spojitym zatizenim.

Zasadnim omezenim pro aplikaci na vypoCet odezvy vozovky je predpoklad
homogenity. Pro pouZziti ve vrstevnatéem prostiedi je zapotfebi tuto teorii upravit.

1.2.2. Odemar kova metoda

Modifikaci teorie pruzného poloprostoru je Odemarkova metoda (metoda ekvi-
valentnich tlousték)[11]. Tato metoda spocivav transformaci vrstevnatého prostiedi
s rliznymi moduly pruznosti do ekvivalentniho homogenniho prostredi s jedinym
modulem pruznosti. Tato transformace vychazi ze zachovani stejné tuhosti. Pro
dvouvrstvée pruzné prostredi, ma-li horni vrstvamodul pruznosti £, Poissontiv Sou-
Cinitel 14 atloustku hq, jej€ji ohybova tuhost

Eh}
o (1)
Nahradime-li modul pruznosti horni vrstvy E; modulem pruznosti spodni vrstvy F,



a Poissonliv soucinitel horni vrstvy v soucinitelem v, musi pfi zachovani tuhosti

platit, Ze ekvivalentni tloustka horni vrstvy h,
Ei (1 -2

3 1( V%) (2)

Tato metodaje velmi jednoducha, presto vSak poskytuje vysledky srovnatelné s me-
todami presngSimi [18].

he = hy

1.2.3. Vrstevnaty poloprostor

PresngSi analyticky pristup vede nateorii vrstevnatého poloprostoru. B. Novotny
uvadi v literatufe [10] podrobné vztahy pro zatizeni silou, dale vztahy pro kruho-
vou, eliptickou a mnohouhel nikovou zatézovaci oblast. Jsou zde odvozeny vztahy
pro kontaktni problém, kdy neni dopfedu znama oblast kontaktu zatézovaci plo-
chy s poloprostorem, vztahy pro viskoel asticky a poroelasticky pruzny poloprostor.
Praktické feSeni autor pouzil v programu LAY MED, ktery je doporucovan i v pred-
pisu pro navrhovani tuhych vozovek [21]. Odvozené vztahy jsou zde pouze pro
statické zatizeni.

1.2.4. Dynamickateorie ekvivalentni vrstvy

Analytickym feSenim dynamické odezvy desky na viskoelastickem podloZi se
zabyvali E. Slachta[13] a G. Martingek [9]. V praci E. Slachty je navrzena dyna-
mickateorie ekvivalentni vrstvy napodloZi. Vrstevnatou skladbu vozovky nahrazuje
ekvivalentni vrstvou se stejnou ohybovou tuhosti. Ekvivalentni vrstvu podporuje
viskoelasticky poloprostor.

1.2.5. M etoda konecnych prvk

V soucasné dobé se Casto pouziva pro zpétny vypocet metoda konecnych prvkd.
Oproti predchozim metodam se jedna o metodu pfibliznou, umoznuje vsak bez pro-
bléml respektovat dynamickou povahu zatizeni, vrstevnatost prostredi, okrajovée
podminky atd. Pomoci této metody |ze formulovat rlizné modely od nejjednodus-
Sich rotatné symetrickych, pres kombinaci desky a podlozi podle Pasternaka az po
prostorovy model. Nevyhodou tohoto pristupu je velka vypocCetni naroCnost.

1.3. Teorie Sifeni vinéni pruznym prostfedim

Pro vyhodnoceni metod zaloZzenych na rychlosti Sifeni povrchového vinéni je
nutné porozumét zakladnim vztahlim z teorie Sifeni vinéni. Rychlost Sifeni povrcho-
pri rézové zkousce. Proto ji |ze efektivneé vyuZit pro urCeni mechanickych vlastnosti
prostredi.



1.3.1. Sifeni vinéni uvnitf pruzného neohrani¢eného télesa

Dosazenim fyzika nich rovnic pro linearné pruzny material ageometrickych rov-
nic pro malé deformace do pohybovych rovnic pro kontinuum dostavame

0%u O0A
_|_

_ _ 2
Qggz (A+G) gﬁ + GV,
v 2
05m = A+ G) " + G V2,
O*w 0A 5

Jak bude dale ukazano tyto rovnice predstavuji Sifeni dvou typl vin, kterym od-
povidaji dveé rychlosti jgich Sifeni. VInéni uvnitf pruzného prostiedi se Sifi bez
disperze, tzn. zejeho rychlost se nemeéni sfrekvenci buzeni ajejednoznatné defino-
vana pouze dvéma materialovymi konstantami a hustotou prostfedi. Prvni rychlost
odpovida podélnym vinam a druha rychlost odpovida pricnym vinam.

1.3.2. Podélné vinéni

Derivaci vztah(i () podle soufadnic, jejich seGtenim a Upravou dostavame rovnici
0?A
¢ or
Jednaseovinovourovnici. Z fyzikaniho hlediskatato rovnicevyjadfuje, ze pomérna
objemova zména A se prostfedim Sifi rychlosti

)\—|—2G E(l-v)
\/ o(1+v)(1—2v) ®)

Tuto rychlost nazyvame rychlostl podé ného vinéni.

= (A +2G) V?A. (4)

1.3.3. Pricnévinéni
Derivujeme-li druhou z rovnic () podle z atfeti podle y potom po Upraveé dosta-

neme
9 [(Ow Ov o (Ow  Ov
Q@t2<8y_8z)_Gv (83/_82)’ (©)

To je opét vinovarovnice, tentokrat s rychlosti Sifeni vinéni

G E
o= |5 =i "

Tuto rychlost nazyvame rychlosti Sifeni pficného vinéni.



1.3.4. Sifeni vinéni po povrchu poloprostoru

VInéni na povrchu pruzného poloprostoru se Sifi bez disperze ajeho rychlost Ize
urcit z frekvencni rovnice [17]:

KO — 8 Kkt + (24 — 16 o®)k* + (16 o — 16) = 0, (8)
kde
m:C—R, a &:1_21/. (9
& 2(1 —v)

Z teSeni rovnice () pro fyzikalné pripustné hodnoty v vyplyva, ze rychlost Sifeni
povrchového vinéni je vzdy menSi nez rychlost pricného vinéni.

1.3.5. Sifeni podéného vinéni primym prutem

Pohybové rovnice se pro podélné vinéni pfimého prutu zjednodusi na tvar

0%u 0u
— =F——. 10
o 0%x (10)
Jedna se opét 0 vinovou rovnici, nyni srychlosti Sifeni vinéni:
E
o= 2. (12)
0

1.3.6. Symetrické vinéni na povrchu nekonecné desky

Aplikaci okrajovych podminek napohybovérovnicelze odvodit rovnici pro popis
Sifeni symetrickych vin v nekonecné desce

tanh(8h/2)  4f*(8 (12)

tanh(Ch/2) — (f*+ 5%)*

21 9 9 2 9 9 c?
. = 1 — — = 1——=|. 13
f=75 =7 ( c§> a (= 2 (13)
V téchto rovnicich ¢ je rychlost Sifeni symetrickych vin v desce, rychlosti ¢; ac, jiz

byly popsany drive, h je tloustka desky, A je vinova délka.

kde

1.3.7. Antisymetrické vinéni na povrchu nekonecné desky

Rovnice pro popis Sifeni antisymetrickych vin (ohybovych vin) v nekonecné
desce mavelmi podobny tvar jako u symetrickych vin
tanh(Ch/2)  4f%CS (14)
tanh(8h/2) — (f*+ 32)%

Disperzni kfivky, které vzniknou feSenim této rovnice pro v= 0,3 jsou ha obrazku 1.
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Obr. 1: Disperzni kiivky fazovych rychlosti antisymetrickych vin v desce

1.3.8. Sifeni vinéni po povrchu vr stevnatého poloprostoru

Obecné feSeni Sifeni vinéni po povrchu vrstevnatého poloprostoru je velmi kom-
plikovana tiloha, podrobnosti o riiznych aspektech tohoto problému [ze nalézt v [17]
a[3]. Tuhé vozovky predstavuji pouze urcity druh Gloh, které jsou charakteristickée
tim, Ze horni vrstvy maji modul pruznosti vétsi nez vrstvy dolni. Experimentani
vysledky méfeni na vozovce jsou na obrazku 2.

1000 T T T T
(2)

800 -
L=2X034m

600

Frequency (cps)

400

P
200} /{(i/tL—ZXIMm
0 T | ] L

(4] 100 200 300 400 500
vr (m/sec)
0 100 200 300 400 500

Macadam 'g[)_%o‘ﬁ?ié%(f
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Obr. 2: Experimentélné zi&téna rychlost Sifeni povrchového vinéni na vozovce, prevzato z [ 1]
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2.CIL PRACE

Hlavnim cilem této prace je ovérit nanumerickém modelu vrstevnatého prostredi
moznost uréeni modul &I pruznosti jeho vrstev z rychlosti Sifeni povrchového vinéni.
Pro urCeni rychlosti Sifeni vinéni bylo oproti soucasnému stavu misto harmonického
buzeni vyuzivano buzeni Sumem, které by umoznilo velmi rychlé méreni.

V zhledem k tomu, Ze se jedna o velmi rozsahlou problematiku, byly pro tuto praci
vytCeny konkrétni Ukoly:

¢ navrhnout vhodny vypoctovy model, ktery simuluje dynamickou odezvu vrs-
tevnatého prostredi,

e OVEit spravnost modelu na srovnavacich prikladech,
o navrhnout zplisob zpracovani vysledkll simulace dynamické odezvy,

¢ na zakladnich prikladech provést srovnani analytického feSeni rychlosti povr-
chového vinéni s hodnotami uréenymi vypoctem,

e ovéit vliv velikosti modelu, velikosti prvku, okrajovych podminek, vliv Gtlumu
apripadné nespojitosti v horni vrstvé navypoctenerychlosti Sifeni povrchového
vinéni,

e provéest simulaci buzeni impulzem a Sumem a porovnat ziskané vysledky.

Pro splnéni téchto cilll bylo zapotiebi vyvinout program pro vypocet odezvy
vrstevnatého prostfedi. Odezva byla feSena numericky pomoci metody konecnych
prvk{l. Uloha byla idealizovana jako rotagné symetricka Program pro vypoget dy-
namické odezvy je otevieny, aby umoznoval maximalni kontrolu nad provadénymi
vypocty. Tento program musel umoznovat vypoCet dynamickée odezvy na obecné
zatizeni v Case zadané diskrétnimi hodnotami.

Pro zjisténi delky povrchovych vin na dané frekvenci buzeni bylo zapotfebi najit
algoritmus, ktery umozni jejich rychlé apfesné uréeni i pfi malém poctu bodil. Tato
Uloha bylafeSena modifikaci diskrétni Fourierovy transformace.

Rychlost Sifeni vinéni je soucin frekvence buzeni adélky viny. Z takto vypoctené
rychlosti je mozné za urCitych predpokladll urcit modul pruznosti. Pro prakticke
vyuziti je nutné stanovit spravné meze frekvencniho rozsahu buzeni.

Tato prace navazuje navysledky G. MartinCekapublikovanév [9]. Citovany autor
navrhl metodu fazovych rychlosti. Oproti této metodé navrzeny postup minimalizuje
Casovou narocnost méreni vyuzitim buzeni pomoci Sumu.
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3. ZVOLENE METODY ZPRACOVANI

ReSeni naznatené Glohy Ize rozdélit na nékolik dil&ich &asti:
e Ziskani dynamické odezvy v nékolika bodech,

e transformace odezvy do frekvencni oblasti,

e urceni dominantni délky vin,

e vypoCet rychlosti Sifeni vineni,

e urceni modul i pruznosti.

Pro vypocCet dynamicke odezvy vrstevnateho prostiedi byla zvolena metoda ko-
necnych prvku. Vypocet odezvy zde simuluje redlné méfeni. Ovéreni pomoci vypo-
¢tu bylo zvoleno z diivodu kontroly modulti pruznosti uréenych z povrchovych vin
s plivodnim zadanim. Druhym diivodem je moZnost postup ovéfovat nejprve najed-
noduchych prikladech. Vystupem jsou zde svislé vychylky uzlli povrchu vozovky
v zavidosti na Case.

Déale se provede transformace téchto prtibéhti vychylek do frekvenéni oblasti.
Vystupem jsou komplexni spektra svislych vychylek povrchu.

Pro jednotlivée harmonické slozky se dal e hleda dominantni délkapovrchoveviny.
Pro jgi urceni je pouzita modifikace diskrétni Fourierovy transformace. Vystupem
jsou délky vin pro kazdou harmonickou slozku ptivodniho spektra.

Soucinem déalky viny afrekvence ziskamerychlost Sifeni vinéni. Z téchto rychl osti
Jsou nakonec urceny moduly pruznosti.

3.1. Aplikace metody konetnych prvki

V ramci této prace byl vyvinut vlastni program FEAX, ktery byl pouZzivan pro vy-
poCet dynamické odezvy rotacné symetrickée tlohy. Pro feSeni odezvy byl pouzit
Ctyrahelnikovy rotacné symetricky izoparametricky prvek se dvéma stupni volnosti
v kazdém uzlu.

Pfi odvozeni matic tuhosti ahmotnosti je mozné vychéazet napr. z Lagrangeovych
rovnic

d (0T or ov
— — —Q, i=12,....n, 15
i (aq@) o TG " ()
Potencialni energii |ze pro zvoleny typ prvku vyjadrit
1 T
v<e>:§[u<e>(t)} K (2), (16)
kde matice tuhosti prvku K ()
1 1
K© = / / [BETDEOBO)| )| 270 dedy. (17)

-1 -1
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Kineticka energie pro tento typ prvku je
1

T = {u@)(t)] " MO (), (18)

kde matice hmotnosti prvku M) je
1 1

T
MO = / / [N@} N©| 7| 25rdedn. (19)
10

Utlum je uvaZovan Gmérny rychlosti (viskozni), pficemz v dané Uloze se vyskytuiji
materialy s rliznym Utlumem. Pro sestaveni matice Utlumu prvku byl pouzit nasle-
dujici model Gtlumu

C) = oM 4 K. (20)
Koeficienty () a 5(¢) byly voleny pro kazdy material jing, proto tento vztah plati
pouze na Urovni matice prvku.

Vektor zatiZzeni se zde sklada pouze ze dvou Cadti, jednak z uzlovych sil f; ajednak
Z tlumicich sl f;

£ =9 — ¢ £9— clOn (22)

Z jednotlivych matic tuhosti prvki jsou dale obvyklym zplisobem sestaveny matice
tuhosti modelu. Stejnym zplisobem jsou sestaveny i matice hmotnosti a Utlumu
modelu. Mame-li sestaveny tyto matice K, M a C, Izerovnice (), () a() dosadit do
L agrangeovych rovnic a potom plati

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = £;(t), (22)

coz jsou pohybové rovnice pro tlumenou soustavu s konetnym poctem stuphdi
volnosti a zatizenim s obecnym ¢asovym priibéhem.

3.2. ReSeni pohybovych rovnic

Pro FeSeni soustavy pohybovych rovnic je mozno pouzit nékolik metod. Jedna se
0 soustavu obyCejnych vzgemneé zavidych diferencialnich rovnic druhého Fadu.

Za predpokladu, Zze matice K, M a C ngjsou funkci ¢asu a matice Utlumu se
da vyjadrit jako linearni kombinace matic tuhosti a hmotnosti, 1ze pouzit rozklad
do vlastnich tvari kmitu. Jedna se o velmi efektivni metodu, ktera oproti ostatnim
vyZaduje podstatné méené pocetnich operaci. UrCitou nevyhodou jsou jiz zminéna
omezeni a nutnost vypoctu vlastnich frekvenci a tvarll soustavy.

Druhou moznosti feSeni pohybovych rovnicjetransformace do frekvencni oblasti,
ktera byla pouzita v této praci.

Nejmensi omezeni na matice klade pfima integrace pohybovych rovnic, napr.
pomoci Newmarkovy nebo Wilsonovy metody. Pro linearni Glohy je vsak poCetné
naroctnéjsi a presnost vysedkil je nepfimo Umérna délce ¢asového kroku. DalSim
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problémem tohoto postupu je kumulace chyby, nebot feSeni v nasledujicim Case je
zavislé na predchozim. Z téchto dlivodli nebyla tato metoda pouzita.

3.2.1. ReSeni svyuZitim transfor mace do frekvenéni oblasti

V této praci bylo pouzito feSeni pohybovych rovnic () pomoci transformace
do frekvencni oblasti. Velmi Casto je vektor zatizeni dan diskrétnimi hodnotami
f, v Casech t = kAt. V tom pripadé mlzeme zatizeni vyjadrit pomoci diskrétni
Fourierovy transformace (DFT)

N/2
1 _ .
£, = 2mik n/N _ o o
b= Na D be k=0.1,...,(N-1), (23)
n=—N/2
kde
N-1
£, => fre N n=_N/2,-N/2+1,...,N/2. (24)
k=0

Dosazeni vztahu () do pohybovych rovnic () vede na feSeni harmonické analyzy.
Vektor zatizeni f;. vyjadfime pomoci vztahu () jako souCet harmonickych funkci.
Tim plvodni Ulohu odezvy na obecné zatizeni rozloZime na N/2 Gloh odezvy na
harmonické buzeni.

Vydedné feSeni uy, v diskrétnich Casecht = kAt potom Ziskame zpétnou trans-
formaci.
3.2.2. Harmonicka analyza

Po transformaci do frekvencni oblasti je zapotfebi vyFesit Ulohu popsanou rovnici

Mii, (t) 4+ Ci, () + Kuy,(t) = £, (25)

Redeni hledame ve tvaru soudinu vektoru, ktery neni funkci Casu a harmonické
funkce stejné frekvence jako budici sila

U, (t) = f,e’t. (26)
Dosazenim vztahu () do () dostavame

(K +iQ,C — ;M) i, = £, (27)
coz je komplexni soustavarovnic

Ki,=f, n=0,1,...,N/2, (28)
kde K je pseudotuhostni matice

K: =K +iQ,C - QM (29)

a2, je kruhova frekvence buzeni
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n

Q, = 2r1f, =2 .
N

(30)

3.3. ReSeni soustavy linearnich rovnic

VySe popsana formulace Glohy vede na opakované feSeni soustav rovnic
Kri=f. (31)

Pro feSeni téchto soustav rovnic bylo vyzkouSeno nékolik numerickych metod.
Nejdiive Gaussova eliminace, ktera vsak neni vhodna pro velké matice, dale Jaco-
biho, Gauss-Seidel ova a superrelaxacni metoda, jgiz konvergence byla v feSenych
Ulohach velmi pomala. Jako nejvyhodnéj$i se ukazal ametoda sdruzenych gradientd,
kteraje vSak urCenapro pozitivné definitni matice. Pouzitim vlastni modifikace byla
tato metoda upravenai pro indefinitni matice.

M etoda sdruzenych gradientl je metoda prima, ale obsahuje urcité prvky metod
nepfimych. Pfi vypoctech bez zaokrouhlovaci chyby vede k pfesnemu feSeni ngj-
pozdgji v n-tém kroku. U dobfe podminéné soustavy Casto postaCuje i podstatné
méné kroki. Dobry odhad pocatecniho feSeni opét usetii mnoho iteraci. Metoda je
vhodna pro rozsahlé soustavy.

Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientli (CG) je podie [6] Umérna
pomeéru

1--L A\
- Vi kde k= .~ (32)
\/_E min

VeliCiny A\pax @ Amin jSOU maximalni a minimalni vlastni ¢islo matice K*. Pro
zlepSeni konvergence | ze provést Gpravu

P 'K:P 'Pi =P 'f (33)
kde matice P se nazyva preconditioner.
Matice K? je symetricka, proto je nasobena z obou stran, aby symetrie zlistala

zachovana. V hodna volba matice P vyrazne urychli feSeni této tlohy. V této praci
bylo pouzivano Jacobiho predpodminéni

P= diag(\/ kl,l) V4 kn,n)- (34)

3.4. UrcCeni dominantni frekvence

Rychlost Sifeni vinéni je rovna soucinu délky viny A abudici frekvence f,. Délka
viny je urCovana z vypoctené nebo z méfené odezvy na povrchu prostiedi.

Vystupem méfenéi vypoctené odezvy je Casovy prilbéh vychylek v jednotlivych
méfenych bodech nebo v uzlech modelu. V obou pfipadech se jedna o soubor
diskrétnich hodnot co se tyCe prostoru i Casu. Transformaci téchto vychylek do
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frekvencni oblasti ziskame spektra odezvy v jednotlivych bodech povrchu. Z téchto
spekter |ze ziskat tvar povrchu pro kazdou harmonickou slozku obsazenou v budicim
signalu.

Tvar povrchu pfi harmonickém buzeni vétSinou obsahuj e jednu dominantni délku
viny. Projeji uréeni pfi malém poctu bodtl bylo vyzkouSeno nékolik algoritmd. Jako
nejuCinngjSi se ukazala modifikace diskrétni Fourierovy transformace.

Diskrétni Fourierova transformace je definovana vztahem

N-1
1 —i2mnk/N
un:NkZ%Uke , n=0,...,N. (35)

Dominantni vinové frekvenci bude odpovidat maximalni absolutni hodnota ., .

V feSené Uloze je k dispozici pouze maly pocet bodt. Tomu odpovida hrubé roz-
liSeni dominantni frekvence. Pro dosazeni lepSich vysledki byla provedena Uprava
tohoto vztahu tak, ze krok frekvence byl volen Af, = 1/(M Ax), kde plati M > N.
Tim se vydledny vztah zméni na

N-1
1 —i2mnk /M
un:NkZ%Uke , n=0,...,M. (36)

Diky této Upravé je mozné presngji ngjit maximum u,, a tim i vinovou frekvenci,
ktera tomuto maximu odpovida

3.5. Urceni modulu pruznosti z rychlosti cp

Pouzity zphsob uréeni modulu pruznosti vychazi z rychlosti Sifeni Rayleigho vin.
Toto feSeni by platilo presné pouze na pruzném poloprostoru, kde se vinéni neodrazi
od okrajli. Jak je ale vidét u Sifeni vinéni v nekonetné desce, je-li vinovadékakratsi
nez tloustka desky, Sifi se toto vinéni rovnéz rychlosti Rayleigho vin. Pro modely
konetnych rozmérli |ze toto FeSeni pouzit pouze tehdy je-li vinova délka kratsi nez
velikost model u.

Predpokladame-li znal ost Poissonova soucinitele, 1ze ze vztahu () urCit soucinitel
. Dosazenim do vztahu () pak urCime rychlost Sifeni pricnych vin c,. Zname-li
hustotu ¢ pak modul pruznosti ve smyku podle vztahu () bude

G=oc E=2G1+v). (37)
Sloucenim vztahli () a () dostavame
2
E =20 (%R) (1+ ). (39)
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4. HLAVNI VYSLEDKY PRACE

4.1. Navrh vypocetniho modelu

Pro simulaci vrstevnatého prostfedi (tuhé vozovky) bylo uzito metody konec-
nych prvkt. Pro udrzeni maximalni kontroly nad veSkerymi provadénymi vypocty
nebyl vyuZivan zadny z komerénich programdl, ale byl vytvoren vlastni program
FEAX. Jedna se o program pro vypoCet dynamické odezvy na obecné zatizeni.
Program pouziva Ctyfuzlovy izoparametricky rotacné symetricky prvek se dvéma
stupni volnosti v kazdem uzlu. Dynamicka odezva je feSena pomoci transformace
do frekvencni oblasti.

VétSinaresenych Uloh bylavelmi rozsahl 4, proto byl navrzen rychly zplisob feSeni
soustav rovnic a efektivni zplisob uloZeni matic v paméti. Soustavy komplexnich
rovnic jsou fFeSeny pomoci vlastni modifikace metody sdruzenych gradientti. Modi-
fikace spoCivav rozsifeni této metody i pro symetrické indefinitni matice. Urychleni
konvergence byl o dosazeno vyuzitim Jacobiho pfedpodminéni soustavy rovnic. Dale
bylo pro urychleni vypoctl vyuzito extrapolace pocatecniho feSeni z predchozich
krok{l vyuZitim Lagrangeovych polynomdl. ReSeni probihalo v oboru komplexnich
Cisel.

4.2. Ov&'eni programu

Pro ové&feni funkénosti programu bylo zvoleno nékolik prikladll ze statiky a
dynamiky konstrukci. Ve vsech prikladech vykazoval program dostateCné presné
vysledky jak ve srovnani s analytickym feSenim, tak i ve srovnani s komerénim
programem ANSY S.

4.3. Zplsob zpracovani vysedk

Vystupem numerickée simulace (nebo méfeni) je Casovy pribéh svislych vychylek
povrchu a Gasovy pribéh zatézovaci sily. Z ¢asového pribéhu zatézovaci sily je
vypocteno jeji frekvencni spektrum. Rovnéz ze svislych vychylek jednotlivych bodi
povrchu jsou vypoctena frekventni spektratl.

Z takto vypoctenych spekter je uréen priibéh svidych vychylek povrchu pro
jednotlivé harmonicke slozky budici sily. Tyto prlibéhy jsou vysledkem numerické
simulace programem FEAX.

Provedenim frekvencni analyzy priibéhli svislych vychylek povrchu pro jednot-
livé harmonické slozky budici sily jsou ziskany dominantni délky vin obsazené
v jednotlivych priibézich. Pro uréeni délky viny je pouzitamodifikace diskrétni Fou-
rierovy transformace. Rychlost Sifeni povrchového vinéni je soucin budici frekvence
adélky viny. Vydedkem této analyzy jsou vypoctené rychlosti Sifeni povrchového

1V zhledem k tomu, Ze pro vypocet dynamické odezvy zde bylapouZitatransformace do frekvencni oblasti, jsou tato spektraziskana
jiz béhem vypottu odezvy a neni tfeba je znovu potitat.
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vIinéni v zavidosti nabudici frekvenci.

Modul pruznosti jednotlivych vrstev je urCen z rychlosti povrchového vinéni
pomoci vztahu (). PouZiti tohoto vztahu je vazano urCitymi predpoklady. Prvnim
predpokladem je, Ze sejednao linearné pruzné izotropni homogenni prostfedi. Dal-
Sim pfedpokladem je znal ost hustoty a Poi ssonova soucinitele. Tretim predpokladem
je, ze délkavin musi byt mensi nez vzdaenost volnych okraj{.

4.4. Srovnani numerické simulace s analytickym reSenim

Navrzena metoda byla testovana na numerickych modelech. Byly zvoleny Ctyfi
série model {1 pro ovéfeni rtiznych aspekttl této metody. Celkem bylo vyfeSeno Sest-
nact rtiznych prikladi.

4.4.1. Sifeni povrchového vinéni na pruzném poloprostoru

Zakladni Glohou je Sifeni vinéni po povrchu pruzného poloprostoru. VInéni se po
povrchu pruzného poloprostoru Sifi rychlosti cg, ktera je nezavisla na budici frek-
venci. Pravé znalost této rychlosti je klicovapro uréeni modulu pruznosti zplisobem,
ktery je pouzivan v predkladané praci.

Pomoci metody konecnych prvkl |ze vytvorit model pouze konetnych rozméru.
Prvni série prikladl bylaproto feSenanamodel u, ktery predstavoval vytez pruzného
poloprostoru. Bylo sledovano jaky vliv navypoctenou rychlost povrchového vinéni
maji velikost modelu, Utlum aokrajové podminky. Nasledujici tabulkauvadi prehled
feSenych prikladu.

model déleni Gtlum 3 DOF poznamka

PP1 15x15 - 512

PP2 40x40 - 3362

PP3 200x200 - 80802

PP4 40x40  0,0001 3362

PP5 40x40  0,0100 3362

PP6 40x40 - 3362 jiné okraovée podminky

NafeSenych prikladech byly zjistény nasledujici skuteCnosti:

e Maximalni délka povrchové viny, kterou lze identifikovat je priblizné rovna
velikosti modelu. Odtud Ize urCit minimalni budici frekvenci podle vztahu

Fuin = 2 (39)

lmax

kde [1ax j€ NEVELS rozmér model u.

Velky model umoznuje urcit rychlost Sifeni povrchového vinéni pfi nizkych
frekvencich. Tato skutecnost je nejlépe patrna srovnanim vysledk{l z modelu
PP1 (obr. 3, graf vievo) a PP3 (graf vpravo).
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Obr. 3: Srovnani odezvy dvou velikosti modelu pruzného poloprostoru

Minimalni délka viny, kterou Ize identifikovat, je dana velikosti prvkl. Tato
délka se rovna dvojnasobku délky prvku. Potom maximalni budici frekvence je

CR
max — ) 40

kde Az je velikost prvkd.

Zaroven vsak plati, ze pro viny kratSi nez trojnasobek délky prvku je vypoctena
rychlost zkreslena. Pro uréeni modulu pruznosti je nutné minimalné Sest prvk
na délku viny, tomu odpovida frekvence

_ CRr
Jo = AL (41)

Zkredleni vydedkl se projevi tak, ze délka povrchove viny na modelu je vétsi
nez ve skutetnosti, coz ve svém diisledku znamena vétsi rychlost Sifeni a tedy
vySSi modul pruznosti.

Viskozni Gtlum plisobi pokles amplitudy povrchového vinéni s rostouci vzdale-
nosti od zdroje buzeni. Srovnanim vysledk{l na tlumeném modelu PP4 (obr. 4,
graf vpravo) s vysledky netlumeného modelu PP2 (graf vlievo) je vidét, ze
stgjné frekvenci buzeni u tltumeného modelu odpovidaji delSi povrchove viny
nez u netlumeného modelu. Z tohoto dlivodu je uréenai vySSi rychlost Sifeni a
tim vySSi modul pruznosti. Tento jev je ve shodé se skutecnosti, nebot moduly
pruznosti urcované ultrazvukovou zkouskou jsou vySSi nez moduly urcené pri
statickée zkouSce. Na grafu vpravo je patrny i menSi vliv odrazenych vin.

Vliv okrajovych podminek na vzdaleném okraji tohoto modelu se projevi jen
uvlin, jgichz délkaje srovnatelna s velikosti modelu. VIny podstatné kratSi nez
velikost modelu nejsou okrajovymi podminkami ovlivnény.
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Obr. 4: Srovnani odezvy netlumeného a tlumeného modelu pruzného pol oprostoru

4.4.2. Sifeni povrchového vinéni na rotaéné symetrické desce

Typicka skladba tuhé vozovky se sklada z nosné desky, podkladnich vrstev a
podlozi. G. MartinCek v [9] ukazal, ze povrchové vinéni na desce je podlozim
ovlivnéno pouze pfi urcitych délkach vin.

Proto byladruha série prikladli zaméfenanaSifeni povrchového vinéni narotacné
symetrické desce. Sledovan byl predevsim vliv velikosti prvki. Povrchové vinéni se
v desce Sifi s disperzi, proto rtiznym frekvencim buzeni odpovidaji rlizné rychlosti
Sifeni vinéni.

model  déleni (tlum 3  DOF

D1 10x1 - 44
D2 30x3 - 248
D3 60x6 - 854
D4 240x24 - 12 050

Na téchto prfikladech bylo zjisténo:

e Rychlost Sifeni vinéni, jehoz vinova délka je mensi nez tloustka desky, se bliZi
rychlosti povrchovych vin cg, vztah ().

e Je-li modul pruznosti urCovan z rychlosti povrchovych vin, je nutné vyuzit
budici frekvence od

fo=" (42)

e Sloucenim pozadavkl Sesti prvk{ na délku viny a minimalni délky viny rovné
tloustce desky Ize odvodit, ze minimalni pocet prvkl na tloustku desky je
Sest. Pri tomto déleni je vSak frekvencni pasmo vyuzitelné pro uréeni modulu
pruznosti velmi Gzkeé.
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Obr. 5: Srovnani odezvy rotacné symetrické desky ziskané numericky a analyticky

e Pfi vhodném déleni sité jsou vysledky ziskané timto postupem v dobré shodé
s analytickym feSenim. Na levém grafu obr. 5 jsou vysledky z modelu D4 ana
pravém grafu je analytické reSeni.

4.4.3. Povrchové vinéni na dvouvr stvém prostredi

Pro dalSi priblizeni modelu skutecné vozovce bylo sledovano Sifenim vinéni
po povrchu dvouvrstvého prostfedi. Jedna se pouze o pocatecni priblizeni, nebot
skuteCna vozovka ma vetsi pocCet vrstev a jiné mechanické vlastnosti. V této préaci
byl vSak dliraz kladen na podrobné ovéreni algoritmt na jednodusSich prikladech.

Sledovan byl vliv poméru jednotlivych modul &I pruznosti. Modul pruznosti horni
vrstvy byl vzdy vySSi nez modul pruznosti dolni vrstvy.

model  déleni E? E" DOF poznamka
VP1 40x40 500 MPa 5 GPa 3362
VP2 40x40 250 MPa 5 GPa 3362
VP3  40x40 800 MPa 3 GPa 3362 nespojitost
VP4  40x40 800 MPa 3 GPa 3362

Z vydedkl vyplyva:

e Povrchoveviny, jgichz délkaje kratsi nez tloustka horni vrstvy se Sifi rychlosti
Rayleighovych vin materidlu horni vrstvy c%.

e Dd 8 povrchové viny by se mély po povrchu Sifit rychlosti Rayeighovych vin
spodni vrstvy. To plati priblizné po délku vin

h
1 <015 (43)
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e Déky vin mezi témito dvéma hranicemi se nachazeji v pfechodovém pasmu a
pro uréeni modulli pruznosti je nelze vyuzit.

e Pri velkém rozdilu modul&i pruznosti horni a dolni vrstvy je nutné velmi po-
drobné déleni sité. Pro odhad nutné velikosti prvk{ |ze pouZzit vztah
cLh
Ag = I

= 44
60% (44)

4.4.4. Srovnani buzeni sSumem aimpulzem

Snahou navrzené metody je vyuZzit prednosti stavajiho zplisobu méfeni pomoci
razove zkousky (rychlé provedeni) a pfesnosti metody fazovych rychlosti. Toho je
dosazeno vyzitim podobného zafizeni jako u razové zkousky, ale zménou zplisobu
buzeni z impulzu na Sum. Tato prace se vsak nesnazi fesit technicke detaily tohoto
zalizeni, ale zplisob analyzy vys edk.

V posledni sérii vypoctll je porovnano buzeni pomoci impulzu sily s buzenim po-
moci Sumu z pohledu uréeni rychlosti povrchového vinéni pri rliznych frekvencich.
KoneCnou presnost méfici techniky zde simuluje pouziti pevné desetinné carky na
vystupu programu FEAX.

e Buzeni pomoci impulzu sily poskytuje velmi dobré vysledky v Uzkém frek-
vencnim pasmu aje vyuzitelné pouze pro ur¢eni modulu pruznosti dolni vrstvy.
Pouziti pevné desetinné carky ukazuje, Ze tento zplisob buzeni je nepouzitelny
pro uréeni rychlosti Sifeni vinéni pri vySSich frekvencich. V diisledku toho neni
mozné urCit modul pruznosti horni vrstvy.

e Buzeni S3umem pfineslo podle otekavani lepSi vysledky i pfi pouZziti pevne
desetinné Carky.
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ZAVER

DisertaCni prace si kladla za cil ovéfit na numerickém modelu postup pro urceni
modulll pruznosti jednotlivych vrstev tuhé vozovky pomoci rychlosti Sifeni povr-
chovych vin. Numericky model byl realizovan metodou konecnych prvkd. V ramci
predkladané prace byl vyvinut vlastni program nafeSeni dynamické odezvy rotatné
symetrické tlohy pomoci transformace do frekvencni oblasti. K opakovanemufeSeni
linearnich soustav rovnic s komplexnimi koeficienty, které tato metoda vyzaduje,
byla pouzita metoda sdruzenych gradientti s vlastni Upravou pro indefinitni matice.

Pri uréeni modulli pruznosti je nutné nejprve urcit délky povrchovych vin pro
jednotlivée harmonickeé slozky budici sily. Metoda pro jejich urceni musi byt pouzi-
telna pfi malem pocCtu diskrétnich hodnot. Tato (Gloha byla realizovana modifikaci
Fourierovy transformace. Rychlosti Sifeni povrchového vinéni pro jednotlive frek-
vence jsou urceny jako soucin frekvence buzeni a delky ji odpovidajici povrchové
viny. Z téhto rychlosti |ze za urcitych predpokladll vyuzitim vztahti pro Rayleigho
viny urcit moduly pruznosti jednotlivych vrstev.

Vysdedky ziskané na zakladé provedenych simulaci potvrzuji pouzitelnost navr-
hovaného postupu. Moduly pruznosti uréené z vysledkl simulace méfeni ve véech
pripadech konverguji k zadanym hodnotam modul Ui.

V Zziskanych vysledcich se vSak objevuje chyba, ktera je zplisobena pouzitim
metody konecnych prvkl. Ukazalo se, Ze uréeny modul pruznosti je tim presngsi,
¢im podrobngsi je sit modelu. Déeni sité jednoznacné urcuje frekvencni pasmo
v kterém bylo mozné numerickou simulaci pouZzit. Zplisob uréeni tohoto pasma je
popsan ve shrnuti dosazenych vysledki. Na déleni sité jsou obzvla&té velke naroky
u model i kde byl Fadovy rozdil v modulech pruznosti jednotlivych vrstev model u.

Problémy zplisobené numerickou simulaci se nebudou vyskytovat u skute¢ného
méfeni, kde dynamicka odezva vozovky je pfimo méfena.

Bude-li buzeni pomoci Sumu prakticky vyuzito, neni nutné oproti metode fazo-
vych rychlosti manipulovat s polohou snimaclti a méfit na nékolika frekvencich,
COZ vyrazne snizuje Casové naroky na méfeni a zjednodusuje jeho automatizaci. Ve
srovnani s razovou zkouskou |ze pomoci teto metody |ze dosahnout vySSi presnosti
méfent.

Metoda pro uréeni modulll pruznosti jednotlivych vrstev vrstevnatého prostredi
bylav této praci aplikovananatuhé vozovky, ale vyuzitelnost je mnohem sirsi. Jako
priklad 1ze uvést diagnostiku zakladovych desek, vrstevnatych konstrukci apod.
NaznaCené postupy, bude-li to mozné, budou rozvinuty v ramci postdoktorandského
grantu, kde by bylo mozné realizovat ovéfeni metody na skuteCnem méfeni.

Celkove |ze konstatovat, ze byla ovéfena spravnost a pouzitelnost navrzenych
algoritm{l. Deklarované cile prace byly spinény.
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CONCLUSIONS

The objective of thisthesisis a verification of the methodology for the determi-
nation of Young's modules of concrete pavement layers based upon the velocity of
surface waves. Excitation of noiseis used in the proposed measurement method and
surface response along the chosen straight line is eval uated.

The mathematical model based on finite element method was utilized for the
verification. By using the frequency of domain transformation software for measu-
rement simulation of dynamic response of axially symmetrical task was devel oped.
For repeated solution of linear equation system the method of conjugate gradients
with author’s modification of indefinite matrix was used. Surface wavelength for
each harmonic part of excitation force is necessary to assess the elasticity modules.
A method for the calculation of wavelength must be feasible for low number of
discrete values.

This task was accomplished by the modification of Fourier transform. Surface
waves propagation velocity for different frequencies are calculated by multiplying
the exciting frequency and length of adequate surface wave. The elasticity modules
of different layersare determined from vel ocitiesby utilizing relationsfor Rayleigh's
waves. The result of this analysis is modulus of elasticity vs. frequency function.
Relevant modules of elasticity are gained due to the correct choice of admissible
frequency bands.

Simulations proved the feasibility of the proposed method. Elasticity modules
from results of simulation measurement converge to prescribe values of modules. It
appeared that the approach described above is meshing dependent (FEM). Meshing
unambiguously gives the frequency band for possible numerical ssmulation. Layers
with non-similar order of magnitude of elastic modules lead to a very fine FE
mesh. When measuring the dynamic response of pavement is directly obtained the
problems are absented.

M easurement time demands are decreased and automationissimplified if exciting
by means of noise is used, because it is not necessary to manipulate with accelero-
meter and to measure on number of frequencies as in the case of phase velocities
method. By using this method we can obtain a higher accuracy of measurement in
comparison to force exciting testing.

The proposed method is used here for the determination of elasticity modules of
layered rigid pavement but the applicability of thismethod isbroader (e.g. foundation
platesor layered structures). Theapproach proposed in thisthesismight be devel oped
more and calibrated, for example, within the framework of a postdoctoral project in
the near future.
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Youngtiv modul pruznosti i-té vrstvy
modul pruznosti ve smyku
operatorova matice

matice Utlumu modelu

matice tuhosti modelu
pseudotuhostni matice modelu
matice hmotnosti modelu

matice tvarovych funkci prvku
kineticka energie

potencialni energie

rychlost Sifeni podélného vinéni
rychlost Sifeni pricneho vineéni
rychlost Sifeni povrchovych vin
vektor uzlovych sil

vektor tlumicich sil

tloustka i-té vrstvy

imaginarni jednotka, /—1
zobecnéna rychlost

souradnice v cylindrickém soufadnem systemu
Cas

pole posunuti

vektor uzlovych parametr{

pole rychlosti

slozky pole posunuti

soufadnice v kartézském soufadném systemu
pomérna objemova zména

slozky tenzoru pomérnych deformaci
soufadnice na izoparametrickéem prvku
POMEr cr/co

Lamého konstanta

Poissoniiv soucinitel i-té vrstvy
vlastni kruhova frekvence

budici kruhova frekvence

normal ove napéti

hustota

smykoveé napéti
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