


2.1 Křivka
Přechod na parametrické vyjádření lze ukázat na příkladu přímky. V případě rov-
nice (2.1) platí x1 ∈ R a každé hodnotě x1 je přiřazena jedna konkrétní hodnota x2.
Nyní pouze stačí hodnoty x1, x2 zapsat jako funkce parametru u. Rovnice přímky
se změní na:

x1(u) = u, (2.4)
x2(u) = Au+B, (2.5)

kde parametr u ∈ R. Zde se nejedná o nijak dramatickou změnu, ale v případě
elipsy je patrné zjednodušení oproti vztahu (2.2):

x1(u) = A+ p1 cosu, (2.6)
x2(u) = B + p2 sin u. (2.7)

Možnost zavést souřadnice bodu jako funkci parametru významně rozšiřuje
množství útvarů, které lze popsat. Níže je uvedeno několik ukázek.

x1 = cos(2πu) [A cos (12πu) +B] , (2.8)
x2 = sin(2πu) [A cos (12πu) +B] . (2.9)
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Obrázek 2.1: Tři parametrické křivky vykreslené podle rovnic (2.8) a (2.9), rozdíl
je pouze v konkrétní volbě konstanty A

x1 = cos(2, 5πu), (2.10)
x2 = sin(2, 5πu), (2.11)
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Obrázek 2.2: Parametrická křivka vykreslená podle rovnic (2.10) až (2.12)

x3 = a sin(40πu). (2.12)

x1 = 0, 5
√
|sin(4πu)| − 0, 5, (2.13)

x2 = sin(2πu), (2.14)
x1 = 0, 5 sin(4πu) + 0, 8. (2.15)

Několik poznámek k parametrickým křivkám:

• Křivky jsou orientované ve směru rostoucího parametru.

• Křivka může vícekrát procházet jedním bodem. Například červená osmička
na obrázku 2.3, která je vykreslena podle rovnic (2.14) a (2.15). Parametr u
může nabývat libovolné hodnoty z oboru reálných čísel. Pokud je u = 0, je
vykreslen střed osmičky. Ten však je vykreslen i pro u = 0, 5 a u = 1. Při
bližším pohledu zjistíme, že lze najít nekonečně mnoho hodnot parametrů u,
pro které je vykreslen středový bod osmičky.

Dále, celou osmičku lze vykreslit za použití pouze množiny u ∈ 〈0; 1). Není
třeba využít všech hodnot z množiny reálných čísel.

• Existuje více možností, jak vykreslit jednu křivku. Například úsečku můžeme
vykreslit podle:

x1 = u, (2.16)
x2 = u, (2.17)
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Obrázek 2.3: Parametrická křivka vykreslená podle rovnic (2.13) a (2.14) – modře,
(2.14) a (2.15) – červeně

kde u ∈ 〈0; 1〉. Úsečka je znázorněna na obrázku 2.4 vlevo, kde jsou zvýrazněné
body odpovídající hodnotě parametru 0; 0,25; 0,5; 0,75 a 1. Stejnou úsečku
lze vykreslit i pomocí:

x1 = u2, (2.18)
x2 = u2, (2.19)

nicméně v tomto případě již body úsečky nebudou rozloženy uniformně, ale
budou vykreslovány s vyšší hustotou na jedné straně, viz obrázek 2.4 vpravo,
kde jsou opět zvýrazněny body pro hodnotu parametru 0; 0,25; 0,5; 0,75 a 1.

2.1.1 Tečný vektor ke křivce

Parametrickou křivku lze chápat jako trajektorii, kterou urazí bod (průvodič) za
určitý čas. Čas je v tomto případě reprezentován parametrem.1 Derivace trajek-
torie podle času definuje rychlost průvodiče v daném místě, což je tečný vektor.
Matematický zápis vypadá následovně:

gi(u) =
∂xi(u)

∂u
, (2.20)

kde xi je polohový vektor křivky, gi je tečný vektor a u parametr. Tečný vektor je
možné využít jako směrový vektor tečny ke křivce:

yi = giu+ Ai, (2.21)
1 Je výhodné používat takový popis, aby se parametr pohyboval v rozmezí 0 až 1, ale není to

nutnost.
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Obrázek 2.4: Úsečka vykreslená podle rovnic (2.16) a (2.17) – vlevo, (2.18) a (2.19)
– vpravo

kde yi jsou body tečny, Ai značí bod, kterým tečna prochází. Tečný vektor lze
využít i pro výpočet délky křivky podle:

L =

∫
u

|~g| du. (2.22)

Zatímco tečné vektory v jednom bodě obecné prostorové křivky mohou mít jen
dvě orientace, buď ve směru měnícího se parametru, nebo opačnou, vektor kolmý
na křivku může mít v daném bodě nekonečně mnoho možných orientací.

2.1.2 Bézierova křivka

Přestože doposud uvedené parametrické popisy křivky značně rozšiřují množství
tvarů, které lze matematicky popsat, stále je tu jistá obtíž s nalezením té „správné“
funkce. Funkce, která bude popisovat požadovaný tvar a přitom bude dostatečně
jednoduchá. Tento problém překonává Bézierova křivka, jejíž polohový vektor je
definován následovně:

~x(u) =
M∑
j=0

~rjB
M
j (u), (2.23)

kde u ∈ 〈0; 1〉 je parametr, ~x je polohový vektor bodů vlastní křivky. Vektory ~rj
jsou polohové vektory takzvaných řídicích bodů, které určují tvar křivky. Řídicích
bodů je celkem M + 1. BM

j jsou Bernsteinovy polynomy :

BM
j (u) =

(
M

j

)
uj(1− u)M−j. (2.24)
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Na obrázku 2.5 je zobrazena ukázka Bézierovy křivky. Počátek křivky je vždy
totožný s řídicím bodem číslo 0 a vždy končí v řídicím bodě číslo M (v tomto
případě M = 6). Tečný vektor lze vypočítat dosazením vztahu (2.23) do (2.20)
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Obrázek 2.5: Bézierova křivka vč. očíslovaných řídicích bodů s tečnami vedenými
počátečním a koncovým bodem křivky

s uvážením rovnice (2.24). Výsledný vztah pro výpočet tečného vektoru je:

~g = M
M∑
j=1

(~rj − ~rj−1)

(
M − 1

j − 1

)
uj−1(1− u)M−j. (2.25)

Vztah pro tečný vektor Bézierovy křivky lze snadno odvodit. Derivací výrazu (2.23)
podle parametru u vznikne:

∂~x

∂u
=

M∑
j=0

~rj

(
M

j

)[
juj−1 (1− u)M−j − uj (M − j) (1− u)M−j−1

]
. (2.26)

Následuje rozepsání všech členů sumace:

∂~x

∂u
= ~r0

(
M

0

)[
0u0−1 (1− u)M−0 − u0 (M − 0) (1− u)M−0−1

]
+

+ ~r1

(
M

1

)[
1u1−1 (1− u)M−1 − u1 (M − 1) (1− u)M−1−1

]
+

...

+ ~rj−1

(
M

j − 1

)[
(j − 1)uj−2 (1− u)M−j+1 − uj−1 (M − j + 1) (1− u)M−j

]
+
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+ ~rj

(
M

j

)[
juj−1 (1− u)M−j − uj (M − j) (1− u)M−j−1

]
+

...

+ ~rM−1

(
M

M − 1

)
[
(M − 1)uM−2 (1− u)M−M+1 − uM−1 (M −M + 1) (1− u)M−M

]
+

+ ~rM

(
M

M

)[
MuM−1 (1− u)M−M − uM (M −M) (1− u)M−M−1

]
.

(2.27)

Nejprve to zjevné: červené členy jsou nulové. Nyní stačí upravit pouze modré členy,
které jsou napsány s obecným sčítacím indexem j, takže automaticky platí pro všechny
zbývající členy sumace.2 Kombinační čísla lze upravit následovně:(

M

j

)
=

M !

(M − j)!j!
=

=
M (M − 1)!

(M − j)!j (j − 1)!
=

=
M

j

(
M − 1

j − 1

)
. (2.28)

(
M

j − 1

)
=

M !

(M − j + 1)!(j − 1)!
=

=
M (M − 1)!

(M − j + 1) (M − j)! (j − 1)!
=

=
M

M − j + 1

(
M − 1

j − 1

)
. (2.29)

Dosazením výrazů (2.29) a (2.28) do rovnice (2.27) a vtažením jmenovatele do hranaté
závorky lze přepsat modré členy následovně:

M~rj−1

(
M − 1

j − 1

)[
j − 1

M − j + 1
uj−2 (1− u)M−j+1−uj−1 (1− u)M−j

]
+

+ M~rj

(
M − 1

j − 1

)[
uj−1 (1− u)M−j − ujM − j

j
(1− u)M−j−1

]
+

Dosazením libovolného čísla od 1 do M za index i lze obdržet konkrétní dvojici
sčítanců z rovnice (2.27). Sečtením zelených částí pro všechny možné indexy i lze tedy
získat tvar (2.25).

2 Stačí dosazovat konkrétní hodnoty j.
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Další analýza ukazuje, že tečný vektor v počátečním bodě křivky je definován
řídicími body 0 a 1. Stačí dosadit do vztahu (2.25) u = 0, což vede k:

~g(0) = lim
u→0

M (~r1 − ~r0)

(
M − 1

0

)
u0 = M (~r1 − ~r0) . (2.30)

Podobně, tečna v koncovém bodě křivky je určena řídicími body číslo M − 1
a M . Opět je to zřejmé po dosazení do vztahu (2.25), tentokrát však u = 1:

~g(1) = lim
u→1

M (~rM − ~rM−1)

(
M − 1

M − 1

)
(1− u)0 = M (~rM − ~rM−1) . (2.31)

Bez Béziera bych
neexistovala.

2.2 Plocha
Plocha je dvourozměrný objekt, takže k jeho popisu jsou potřebné dva parametry.
Obecná funkce (polohový vektor) pro bod parametrické plochy pak je ~x(u, v), kde
u a v jsou výše zmíněné parametry. Polohový vektor ~x může mít libovolný počet
dimenzí, zde však budou uvažovány pouze dvě nebo tři, podle potřeby.

Jednoduchou rovinu lze zapsat následovně:

x1 = u, (2.32)
x2 = v, (2.33)

kde u, v ∈ R. Body plochy jsou v prostoru rozloženy rovnoměrně. Avšak stejnou
plochu lze zapsat třeba i následujícím způsobem:

x1 = u3, (2.34)
x2 = 1 + v. (2.35)

Zde již body plochy nejsou rovnoměrně rozloženy, ale opět ji popisují celou. Rozdíl
ve výše uvedených zápisech je znázorněn na obrázku 2.6.
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Obrázek 2.6: Parametrická plocha, vlevo vykreslená podle vztahů (2.32) a (2.33),
vpravo vykreslená podle (2.34) a (2.35)

Ukázka o něco složitější plochy se nachází na obrázku 2.7, která je vykreslena
podle rovnic (2.36) až (2.38). Jedná se o krycí disk čerpadla.

x1 = (A+ vB) cos(2πu), (2.36)
x2 = (A+ vB) sin(2πu), (2.37)
x3 = D + Ce−vB, (2.38)

kde konstanty A = 2, B = 5, C = 2, D = 1. Parametry u, v ∈ 〈0; 1〉.

Vlastnosti parametrické plochy jsou podobné jako v případě parametrických
křivek. Plocha je orientovaná, může vícekrát procházet stejným bodem a existuje
více možností, jak popsat jeden tvar.

2.2.1 Tečný a normálový vektor k ploše

K ploše je možné v jednom bodě definovat nekonečně mnoho tečných vektorů,
ale v případě parametrické plochy se omezíme jen na dva. Tečný vektor ve směru
parametru u:

~gu(u, v) =
∂~x(u, v)

∂u
(2.39)

a tečný vektor ve směru parametru v:

~gv(u, v) =
∂~x(u, v)

∂v
. (2.40)

Pomocí tečných vektorů je možné určit vektor normálový:

~n(u, v) =
~gu(u, v)× ~gv(u, v)

|~gu(u, v)× ~gv(u, v)|
. (2.41)
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Obrázek 2.7: Parametrická plocha znázorňující krycí disk čepadla vykreslená podle
rovnic (2.36) až (2.38)

Pravděpodobně není třeba příliš zdůrazňovat, že velikost takto definovaného nor-
málového vektoru je jedna.

Pomocí výše uvedených vektorů lze napsat rovnici tečné roviny nebo přímky
kolmé k ploše v daném bodě. Tečné vektory mohou posloužit také k výpočtu
velikosti povrchu parametrické plochy:

S =

∫
v

∫
u

√
|~gu|2 |~gv|2 − (~gu · ~gv)2 du dv. (2.42)

2.2.2 Bézierova plocha

Rovnice Bézierovy plochy opět vychází z Bernsteinových polynomů, viz rov-
nici (2.24):

~x(u, v) =
M∑
i=0

N∑
j=0

~ri,jB
M
i B

N
j , (2.43)

kde parametry u, v ∈ 〈0; 1〉, ~x je polohový vektor bodů vlastní plochy. Vektory
~ri,j jsou polohové vektory řídicích bodů, které určují tvar plochy. Řídicích bodů je
M + 1 ve směru u a N + 1 ve směru v, takže celkem (M + 1)(N + 1).

Na obrázku 2.8 je znázorněna rovinná Bézierova plocha včetně řídicích bodů,
které jsou číslovány tak, že si je lze představit jako čtverec nebo obdélník. Prostou
změnou polohy řídicích bodů plocha změní tvar na kouli, viz obrázek 2.9, kde stojí
za povšimnutí, že všechny žluté řídicí body jsou na stejném místě, a totéž platí pro
červené řídicí body.

Jeden roh Bézierovy plochy vždy leží v řídicím bodě ~r0,0 a další rohy plochy leží
v řídicích bodech ~r0,N , ~rM,0 a ~rM,N . Bézierovy plochy je možné využít například pro
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Obrázek 2.8: Rovinná Bézierova plocha se zvýrazněnými řídicími body

Obrázek 2.9: Bézierova plocha ve tvaru koule se zvýrazněnou polohou řídicích bodů

návrh geometrie oběžného kola čerpadla [69], k modelování průtočné geometrie [58]
a nic nebrání v jejich využití k popisu i jiných než geometrických vlastností, např.
k proložení funkce tlaku a rychlosti v hydrodynamickém ložisku [42].
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Tečné vektory lze získat podle obecných vztahů (2.39) a (2.40). Postup odvození
je stejný jako v případě Bézierovy křivky, takže zde již nebude ukázán.

~gu = M
M∑
i=1

N∑
j=0

(~ri,j − ri−1,j)

(
M − 1

i− 1

)
ui−1(1− u)M−i(

N

j

)
vj(1− v)N−j, (2.44)

~gv = N
M∑
i=0

N∑
j=1

(~ri,j − ri,j−1)

(
M

i

)
ui(1− u)M−i(

N − 1

j − 1

)
vj−1(1− v)N−j. (2.45)

S odkazem na obrázek 2.8 a výše uvedené rovnice tečných vektorů (2.44) a (2.45)
lze vyjádřit tečné vektory v rohových bodech plochy:

~gu(0, 0) = M(~r1,0 − ~r0,0), (2.46)
~gv(0, 0) = N(~r0,1 − ~r0,0), (2.47)
~gu(M, 0) = M(~rM,0 − ~rM−1,0), (2.48)
~gv(M, 0) = N(~rM,1 − ~rM,0), (2.49)
~gu(0, N) = M(~r1,N − ~r0,N), (2.50)
~gv(0, N) = N(~r0,N − ~r0,N−1), (2.51)
~gu(M,N) = M(~rM,N − ~rM−1,N), (2.52)
~gv(M,N) = N(~rM,N − ~rM,N−1). (2.53)

Tečné vektory v obecném bodu a v rohových bodech plochy jsou znázorněny na
obrázku 2.10.

2.3 Příklady
A) Napište parametrické rovnice pro plochy na obrázku 2.11.

B) Najděte vhodný počet a polohu řídicích bodů tak, aby Bézierova křivka aproximovala
kružnici. Je vhodné využít např. Excel.

C) U následujících parametrických ploch vypočítejte polohu středu a tečné vektory
v tomto bodě. Parametry u a v vždy náleží do intervalu 〈0; 1〉.

~r = (u, v, 0)T ,

~s = (u2, v2, 0)T ,

~t = [A cos (vπ), A sin (vπ), uA]T ;A > 0.

D) Nakreslete křivky definované následujícími rovnicemi, pokud u ∈ 〈0; 1〉.
Křivka a)

x1 = 10u2 cos (2πu),
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Obrázek 2.10: Tečné a normálové vektory v obecném bodě a v rohových bodech
Bézierovy plochy
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Obrázek 2.11: Modrá, červená a zelená plocha

x2 = 10u2 cos (2πu),

x3 = 10u2 cos (2πu).

Křivka b)

x1 = 10u cos (2πu),
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