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2.1 Kirivka

Ptechod na parametrické vyjadieni lze ukazat na prikladu primky. V pripadé rov-
nice (2.1) plati z; € R a kazdé hodnoté z; je pfifazena jedna konkrétni hodnota z5.
Nyni pouze staci hodnoty xy, xs zapsat jako funkce parametru u. Rovnice primky
se zméni na:

r1(u) = u, ,
zo(u) = Au+ B, (2.5)

kde parametr u € R. Zde se nejedna o nijak dramatickou zménu, ale v pfipadé
elipsy je patrné zjednoduseni oproti vztahu (2.2):

r1(u) = A+ pcosu, (2.6)
za(u) = B+ pysin u. (2.7)

Moznost zavést soufadnice bodu jako funkci parametru vyznamné rozsiiuje
mnozstvi ttvart, které lze popsat. NiZze je uvedeno nékolik ukazek.

1 = cos(2mu) [Acos (127u) + B], (2.8)
Ty = sin(2mu) [Acos (127u) + B]. (2.9)

Obrazek 2.1: TFi parametrické kiivky vykreslené podle rovnic (2.8) a (2.9), rozdil
je pouze v konkrétni volbé konstanty A

x1 = cos(2,5mu), (2.10)
To = sin(2,57mu), (2.11)
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Obrazek 2.2: Parametrickd kiivka vykreslend podle rovnic (2.10) aZ (2.12)

x3 = asin(40mu). (2.12)
xy = 0,54/|sin(47u)| — 0,5, (2.13)
Ty = sin(27u), (2.14)
ry = 0,5sin(4mwu) +0,8. (2.15)

Nekolik poznamek k parametrickym kiivkam:
e Kiivky jsou orientované ve sméru rostouctho parametru.

e Krivka muze vicekrat prochézet jednim bodem. Naptiklad ¢ervena osmicka
na obréazku 2.3, ktera je vykreslena podle rovnic (2.14) a (2.15). Parametr u
miize nabyvat libovolné hodnoty z oboru redlnych ¢isel. Pokud je u = 0, je
vykreslen stfed osmicky. Ten vsak je vykreslen i pro u = 0,5 a w = 1. Pri
blizs§im pohledu zjistime, Ze lze najit nekoneéné mnoho hodnot parametri wu,
pro které je vykreslen stfedovy bod osmicky.

Déle, celou osmicku lze vykreslit za pouZziti pouze mnoziny u € (0;1). Neni
tfeba vyuzit vSech hodnot z mnoziny realnych ¢isel.

e Existuje vice moznosti, jak vykreslit jednu kiivku. Napriklad tsecku muzeme
vykreslit podle:

T = u, (2.16)
To = u, (2.17)
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Obrazek 2.3: Parametrickd krivka vykreslend podle rovnic (2.13) a (2.14) — modre,
(2.14) a (2.15) — cervené

kde u € (0;1). Usecka je znazornéna na obrazku 2.4 vlevo, kde jsou zvyraznéné
body odpovidajici hodnoté parametru 0; 0,25; 0,5; 0,75 a 1. Stejnou tsecku
lze vykreslit i pomoci:

T = u (2.18)
Ty = u? (2.19)

nicméné v tomto piipadé jiz body tsecky nebudou rozlozeny uniformné, ale
budou vykreslovany s vyssi hustotou na jedné strané, viz obrazek 2.4 vpravo,
kde jsou opét zvyraznény body pro hodnotu parametru 0; 0,25; 0,5; 0,75 a 1.

2.1.1 Tec¢ny vektor ke kiivce

Parametrickou kiivku lze chapat jako trajektorii, kterou urazi bod (privodic¢) za
urcity ¢as. Cas je v tomto pripadé reprezentovan parametrem.! Derivace trajek-
torie podle ¢asu definuje rychlost priuvodi¢e v daném misté, coz je te¢ny vektor.
Matematicky zapis vypadéa nasledovné:
Ox;(u)
(u) = , 2.20

gilu) = (220)
kde z; je polohovy vektor kiivky, g; je tecny vektor a u parametr. Teény vektor je
mozné vyuzit jako smérovy vektor tecny ke kiivce:

Yyi = giu + A, (2.21)

! Je vyhodné pouzivat takovy popis, aby se parametr pohyboval v rozmezi 0 az 1, ale neni to
nutnost.
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Obrazek 2.4: Usecka vykreslend podle rovnic (2.16) a (2.17) — vlevo, (2.18) a (2.19)
~ upravo

kde y; jsou body tecny, A; znaci bod, kterym tecna prochéazi. Tecny vektor lze
vyuzit i pro vypocet délky kiivky podle:

L= / 19 du. (2.22)

Zatimco tecné vektory v jednom bodé obecné prostorové kiivky mohou mit jen
dvé orientace, bud ve sméru méniciho se parametru, nebo opa¢nou, vektor kolmy
na kfivku muze mit v daném bodé nekone¢né mnoho moznych orientaci.

2.1.2 Bézierova krivka

vvvvv

tvari, které 1ze matematicky popsat, stale je tu jistd obtiz s nalezenim té ,spravné
funkce. Funkce, ktera bude popisovat pozadovany tvar a pritom bude dostatecné
jednoduchéa. Tento problém prekonava Bézierova kiivka, jejiz polohovy vektor je
definovan nésledovné:

#(u) = ZF]-B]M (u), (2.23)

kde u € (0;1) je parametr, 7 je polohovy vektor bodu vlastni kiivky. Vektory 77
jsou polohové vektory takzvanych ridicich bodi, které urcuji tvar krivky. Ridicich
bodt je celkem M + 1. BJM jsou Bernsteinovy polynomy:

B (u) = ( ]\j ) ul (1 —u)™M7, (2.24)
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Na obrazku 2.5 je zobrazena ukazka Bézierovy krivky. Pocatek kiivky je vzdy
totozny s ridicim bodem ¢islo 0 a vzdy konéi v fidicim bodé ¢islo M (v tomto
piipadé M = 6). Te¢ny vektor lze vypocitat dosazenim vztahu (2.23) do (2.20)
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Obrazek 2.5: Bézierova krivka vé. ocislovanych tidicich bodi s tecnami vedenymi
pocdatecnim a koncovym bodem kiivky

s uvazenim rovnice (2.24). Vysledny vztah pro vypocet te¢ného vektoru je:

) w1 —u)MI, (2.25)

Vztah pro teény vektor Bézierovy kiivky lze snadno odvodit. Derivaci vyrazu (2.23)
podle parametru u vznikne:

- M
% =37 ( M ) [juj_l (1 =)™ —wd (M —j)(1 - u)M‘j‘l} : (2.26)
i=0 J

Nasleduje rozepsani vSech ¢lenti sumace:

% _ 5 ( ]\04 ) [ouofl (1 —w)" —u® (M —0)(1- u)M*(H} +



(2.27)

Nejprve to zjevné: ¢ervené c¢leny jsou nulové. Nyni stac¢i upravit pouze modré ¢leny,
které jsou napsany s obecnym sc¢itacim indexem j, takze automaticky plati pro vSechny
zbyvajici ¢leny sumace.? Kombinaéni &isla lze upravit nasledovné:

M\ oM
i) M=j

MM -1
M= G =Dt

M [ M-1
:j<j—1>' (2.28)

Mo\ M! B
j—1) WM—j+DIG-1

B M (M —1)! B
M-+ )M =G - D

M M—1
:M_j+1<j_1 ) (2.29)

Dosazenim vyrazi (2.29) a (2.28) do rovnice (2.27) a vtazenim jmenovatele do hranaté
zévorky lze prepsat modré ¢leny nasledovné:

M—-1 7 —1 . ; ; ;
M7, — WA= )M T (1 —)M | 4

M-1\T . M o
+ ]\/fﬁ( ) [uJ_l(lu)M S —— ](lfu)M J I}Jr
-1 j

Dosazenim libovolného ¢isla od 1 do M za index ¢ lze obdrzet konkrétni dvojici
s¢itanct z rovnice (2.27). Sectenim zelenych ¢asti pro vSechny mozné indexy i lze tedy
ziskat tvar (2.25).

2 Staci dosazovat konkrétni hodnoty j.
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Dalsi analyza ukazuje, Ze te¢ny vektor v poc¢ate¢nim bodé kiivky je definovan
fidicimi body 0 a 1. Sta¢i dosadit do vztahu (2.25) u = 0, coz vede k:

u—0 0

G(0) = lim M (7, — ) ( M=1 ) u = M (F — 7). (2.30)

Podobné, tec¢na v koncovém bodé kiivky je urcena ridicimi body ¢islo M — 1
a M. Opét je to zfejmé po dosazeni do vztahu (2.25), tentokrat viak u = 1:

§(1) = lim M (7y — 1) ( %: 1 ) (1—u) =M Fy —Fu).  (231)

Bez Béziera bych
neexistovala.

\\/ l(lluo

2.2 Plocha

Plocha je dvourozmérny objekt, takze k jeho popisu jsou potfebné dva parametry.

Obecné funkce (polohovy vektor) pro bod parametrické plochy pak je @(u,v), kde

u a v jsou vySe zminéné parametry. Polohovy vektor @ muze mit libovolny pocet

dimenzi, zde vSak budou uvazovany pouze dvé nebo tfi, podle potieby.
Jednoduchou rovinu lze zapsat nasledovné:

T = u, (2.32)
Te = 0, (2.33)

kde u,v € R. Body plochy jsou v prostoru rozlozeny rovnomérné. AvSak stejnou
plochu lze zapsat tieba i nasledujicim zptisobem:

T = u, (2.34)
Te = 14w (2.35)

Zde jiz. body plochy nejsou rovnomérné rozlozeny, ale opét ji popisuji celou. Rozdil
ve vySe uvedenych zapisech je znédzornén na obrazku 2.6.
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Obrézek 2.6: Parametrickd plocha, vlevo vykreslend podle vztahi (2.32) a (2.33),
vpravo vykreslend podle (2.34) a (2.35)

vvvvvv

podle rovnic (2.36) az (2.38). Jedna se o kryci disk ¢erpadla.

vy = (A+vB)cos(2mu), (2.36)
ry = (A+vB)sin(2ru), (2.37)
3 = D+ Ce P, (2.38)

kde konstanty A =2, B=15, C' =2, D = 1. Parametry u,v € (0; 1).

Vlastnosti parametrické plochy jsou podobné jako v pfipadé parametrickych
kiivek. Plocha je orientovana, miize vicekrat prochézet stejnym bodem a existuje
vice moznosti, jak popsat jeden tvar.

2.2.1 Tec¢ny a normalovy vektor k plose

K plose je mozné v jednom bodé definovat nekoneéné mnoho tecénych vektori,
ale v pfipadé parametrické plochy se omezime jen na dva. Te¢ny vektor ve sméru
parametru u:

0% (u,v)
Gu(u,v) = ——= 2.39
Gulu,0) = S50 (2:39)
a tecny vektor ve sméru parametru v:
0% (u,v)
Go(u,v) = ————=. 2.40
ol v) = (2.40)

Pomoci teénych vektori je mozné urcit vektor normalovy:

7i(u,v) = Gu(,0) X Go(u; V) (2.41)

1w, v) X Go(u,v)|
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Obrézek 2.7: Parametrickd plocha zndzornugjici kryci disk cepadla vykreslend podle
rovnic (2.36) az (2.38)

Pravdépodobné neni tieba prilis zduraznovat, ze velikost takto definovaného nor-
mélového vektoru je jedna.

Pomoci vyse uvedenych vektorii lze napsat rovnici teéné roviny nebo piimky
kolmé k plose v daném bodé. Te¢né vektory mohou poslouzit také k vypoctu
velikosti povrchu parametrické plochy:

s= [ [ViaF1aF - @57 (2.42)

2.2.2 Bézierova plocha

Rovnice Bézierovy plochy opét vychézi z Bernsteinovych polynomi, viz rov-
nici (2.24):

M N
Fu,v) =Y #,;BYBY, (2.43)
i=0 j=0
kde parametry u,v € (0;1), & je polohovy vektor bodi vlastni plochy. Vektory
73 jsou polohové vektory fidicich bodi, které urcuji tvar plochy. Ridicich bodi je
M + 1 ve sméru u a N + 1 ve sméru v, takze celkem (M + 1)(N + 1).

Na obrazku 2.8 je znazornéna rovinna Bézierova plocha vcéetné ridicich bodu,
které jsou cislovany tak, Ze si je lze predstavit jako ¢tverec nebo obdélnik. Prostou
zménou polohy tidicich bodi plocha zméni tvar na kouli, viz obrazek 2.9, kde stoji
za povsimnuti, ze vSechny zluté ridici body jsou na stejném misté, a totéz plati pro
¢ervené tidici body.

Jeden roh Bézierovy plochy vzdy lezi v fidicim bodé 7 o a dalsi rohy plochy lezi
v Fidicich bodech 7 n, Tar0 @ 7, n. Bézierovy plochy je mozné vyuzit napiiklad pro
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Bod 1,0 (2 - ;}d M,N
R S = ,
7

Obréazek 2.8: Rovinnd Bézierova plocha se zvyrazneénymi ridicims body
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Obrézek 2.9: Bézierova plocha ve tvaru koule se zvyraznénou polohou tidicich bodi

navrh geometrie obézného kola cerpadla [69], k modelovani pratoéné geometrie [58]
a nic nebrani v jejich vyuziti k popisu i jinych nez geometrickych vlastnosti, napf.
k proloZeni funkce tlaku a rychlosti v hydrodynamickém lozisku [42].
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Tecné vektory lze ziskat podle obecnych vztaht (2.39) a (2.40). Postup odvozeni
je stejny jako v pripadé Bézierovy krivky, takze zde jiz nebude ukazan.

Gu = MY > (Fj—ricy) ( . > u L = w)M
i=1 j=0 i —1
N : _
( . > v (1—v)V, (2.44)
J
M N M A
Go = NY D (Fij—rij) < . ) u'(1—u)M™
i=0 j=1 t
N -1 , .
(1 — )N (2.45)
g—1

S odkazem na obrézek 2.8 a vySe uvedené rovnice tecnych vektoru (2.44) a (2.45)
lze vyjadrit te¢né vektory v rohovych bodech plochy:

7.(0,0) M (710 — T00), (2.46)
35(0,0) N(7o1 —To 0), (2.47)
Gu(M,0) = M(Tho — Thv-10) (2.48)
Go(M,0) = N(u1— o), (2.49)
Gu(0,N) = M(ri N —TonN), (2.50)
G»(0,N) = N(ron — ToN—1); (2.51)
Gu(M, N) M(Pan = Far-1n), (2.52)
Guo(M, N) NN — TaN-1)- (2.53)

Tecné vektory v obecném bodu a v rohovych bodech plochy jsou znazornény na
obrazku 2.10.

2.3  Priklady

A) Napiste parametrické rovnice pro plochy na obrazku 2.11.

B) Najdéte vhodny pocet a polohu Fidicich bodt tak, aby Bézierova kiivka aproximovala
kruznici. Je vhodné vyuzit napt. Fzcel.

C) U nasledujicich parametrickych ploch vypoéitejte polohu stfedu a te¢né vektory
v tomto bodé. Parametry u a v vzdy nalezi do intervalu (0; 1).

77 = (u7 /U7 0)T7
§ = (u0%0)7,
t = [Acos(vr),Asin (vr),uA]T; A > 0.

D) Nakreslete kiivky definované nasledujicimi rovnicemi, pokud u € (0; 1).
Kiivka a)

r1 = 10u?cos (2mu),
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Obrazek 2.10: Tecné a normdlové vektory v obecném bodé a v rohovych bodech
Bézierovy plochy

Obréazek 2.11: Modrd, cervend a zelend plocha

o = 10u?cos (2mu),

r3 = 10u?cos (2mu).
Kiivka b)

x1 = 10ucos (2mu),
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