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ABSTRAKT

Predkladana habilitacni prace prezentuje nové moznosti praktického vyu-
ziti matematického modelovani pro podporu rozhodovani v oblasti fizeni
podnik.

Vystupem a hlavnim cilem habilitacni prace je novy metodicky postup,
ktery dovoluje numericky tesit ekonomické dynamické modely, ve kterych
je nutno uvazovat ¢asové zpozdéni proménnych. K dosazeni stanoveného cile
jsou vyuzity predevsim metody teoretického vyzkumu — modelovani, indukce,
dedukce a zejména analyza a syntéza.

Uvodn{ ¢4st obsahuje charakteristiku, meze pouzitelnosti a moznosti fe-
Seni dynamickych modelu s casovymi zpozdénimi, vyuzivanych v ekono-
mice a fizeni podniku pro podporu rozhodovani. Kriticka literarni reserse
této oblasti potvrdila, ze teoreticky aparat umoznujici feseni téchto modelu
systému diferencialnich rovnic se zpozdénimi a zejména numerické metody
jejich feseni jsou nedostateéné propracovany a nedovoluji fesit modely kom-
plikovanéjsi, blizsi realité a potiebné v podnikové praxi.

V teoretické casti prace jsou odvozeny nové postupy feSeni ekonomickych
dynamickych modelu se zpozdénimi, které lze realizovat za pomoci bézné
dostupného software. Opiraji se o soucasné znalosti tzv. funkcionalnich di-
ferencidlnich rovnic a urovni abstrakce jim odpovidajici partie funkciondlni
analyzy a teorie integralu.

V aplika¢ni casti prace je tento novy postup ilustrovan fadou vybranych
prikladu z oblasti podnikové praxe. Vychazi z jiz publikovanych vybranych
autorskych stati, v nichz je popsana konstrukce numerického feseni konkrét-
nich dynamickych ekonomickych modelu se zpozdénimi. K vypoctum byl
pouzit software Maple a chovani modelu je graficky demonstrovano pomoci
pocitacové simulace.

Zavérecné kapitoly habilitaéni prace shrnuji hlavnich vysledky, pfinosy
prace pro védu, praxi a pedagogiku a nastinuji mozné budouci smétovani
vyzkumu.

Nové vytvorené postupy umoznuji podnikovym manazerum pii popisu
chovani realného ekonomického systému uvazovat i vliv zpozdéni exogennich
i endogennich proménnych na jejich chovani. To vyznamné prispiva ke kva-
litnéjsi predikci ¢i optimalizaci chovani zkoumanych objektu a ke zvyseni
efektivity fidicich procesu podniku.



ABSTRACT

The habilitation thesis presents new possibilities of practical use of mathe-
matical modelling to support decision-making in business management.

The outcome and the main objective of the habilitation thesis is a new
methodological procedure, allowing to numerically solve economic dynamic
models in which the time delay of variables needs to be considered. In order
to achieve the set goal, methods of theoretical research have been used, i.e.
modelling, induction, deduction, in particular analysis and synthesis.

The introductory part contains the characteristics, limits of applicability,
and possibilities of solving dynamic models with time delays which are used
in economics and business management to support decision-making. A cri-
tical literature search in this area confirmed that the theoretical apparatus
enabling solution of these models of systems of differential equations with
delays and especially numerical methods of their solutions are insufficiently
elaborated and do not allow solving more complicated models, which are
closer to reality and required in business practice.

In the theoretical part of the work, new procedures for solving economic
dynamic models with delays are derived, which can be implemented using
commonly available software. They are based on the current knowledge of
the so-called functional differential equations and on parts of the functional
analysis and the theory of the integral corresponding to the equations in
terms of abstraction.

The application part of the work illustrates the new procedure with a
number of selected examples from business practice. It is based on published
selected authorial articles which describe the construction of a numerical
solution of specific dynamic economic models with delays. Maple software
was used for the calculations and the behaviour of the models is graphically
demonstrated using computer simulation.

The final chapters of the habilitation thesis summarize the main results
and the benefits of the habilitation for science, practice, and pedagogy, and
outline potential direction of research in the future.

The new procedures allow corporate managers to consider the impact of
the delay of exogenous and endogenous variables on their behaviours when
describing the behaviour of a real economic system. This significantly contri-
butes to a better prediction or optimization of the behaviours of the exami-
ned objects and to an increase in the efficiency of a company’s management
processes.
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Kapitola 1

Uvod

Typickym znakem souc¢asného ekonomického vyvoje ve svété je rust vzajemné
zavislosti a propojeni trhu jednotlivych narodnich ekonomik i nadnarodnich
uskupeni ve formé globalizacnich procesu. Turbulentni prostiedi prudce se
rozvijejicich trhu vytvari zazemi pro zvySovani konkurencéniho boje mezi eko-
nomickymi subjekty, coz je jednim z hlavnich duvodu lepsi alokace vyrobnich
faktoru ¢i efektivnéjsi vyroby a postupné vede ke zvySovani konkurenceschop-
nosti v prostiedi svétového trhu. Vstup na jednotny trh mé vsak zasadni
dopad na vysledky ekonomické aktivity jak jednotlivych narodohospodai-
skych odvétvi, tak na ekonomické postaveni domacnosti i podniku. S vyvojem
spolecnosti se adekvatné méni i podminky pro podnikani a soucasna doba
také vyzaduje cilenou, co nejpresnéjsi a co nejkvalitnéjsi reakci podnikového
managementu, coz je dusledkem nejen rychlého rozvoje vsech oblasti védy
a techniky, dynamiky vyzkumu, stale efektivnéjsi technologie vyroby, ale i
siliciho rozvoje vSech odvétvi prumyslu, obchodu a sluzeb. Znamen4 to i nut-
nost vysoké presnosti pii vypoctech, vyuziti velkého mnozstvi novych dat a
informaci a také neustalé doplnovani znalosti.

K feseni problémi, kterymi se musi zabyvat podnikovy management, na-
poméaha manazerské rozhodovani, které je vyznamnou soucésti podnikového
managementu, zasahujici do vSech oblasti Tizeni.

Spravné rozhodnuti jsou vSak podminéna zodpovédnym vyhodnocovanim
¢im dal vétstho mnozstvi informaci. Nespravnd manazerska rozhodnuti, pfi-
jata na zakladé neuplnych, piipadné nevhodné nebo nedostatecné zpraco-
vanych informaci, mohou mit za nasledek znacné ekonomické ztraty.

Dospét ke kvalifikovanému rozhodnuti ale neni mozné bez masivniho
pouziti exaktnich metod — metod matematické ekonomie. Navic rychly vyvoj
nasazovat tyto metody v praxi a vyzaduje vyvoj novych prostredku a postuptu
feseni klasickych i pokrocilych matematickych metod, které diive chybély,



byly Spatné dostupné z c¢asového hlediska nebo obtizné pouzitelné pro roz-
sédhlost.

V podnikové praxi existuje celda fada jevi, které se vyznacujl zménami
a dynamikou. Pochopeni dynamiky téchto zmén je pro rozhodovani pod-
nikového managementu zasadni, protoze chovani spottebiteli je v dnesni
dobé proménlivé v case. To je zpusobeno tim, ze spotiebitel je vyznamné
ovliviiovan jednak touhou po vynikajicich produktech a sluzbach za do-
stupné ceny, jednak prostfednictvim interakce se svym okolim, naptiklad
v ramci ruznych diskuznich skupin na socialnich sitich, nebo diky nové se
vytvarejicimi vztahy mezi maloobchodniky a spotiebiteli.

Simula¢ni modely vysvétluji napiiklad duvody neocekavaného chovani
podniku, zisku, ztraty nebo vykonnosti podniku, kterou muzeme méfit na-
priklad prodejem, produktivitou nebo podilem na trhu, kterd je ptimo zavisla
na faktorech jako jsou zakaznici, pracovni sila nebo dobré jméno. Na zakladé
takovych informaci je mozné chovani podniku namodelovat a zjistit priciny
jeho uspéchu ¢i neuspéchu.

Podnik proto v daném kontextu muzeme chapat jako dynamicky systém
s mnoha prvky a vazbami. V prostiedi podniku muzeme za stavové proménné
povazovat veliciny jako jsou produkce, spotfeba, investice a mnohé dalsi.
Model takového dynamického systému je pak vétsinou zadan soustavou di-
ferencidlnich rovnic, které popisuji zmény stavového vektoru v case. Stale
¢astéji jsou pii modelovani zmén a pohybu tyto rovnice vyuzivany v ruznych
védnich oborech.

Déle je tieba si uvédomit, ze chceme-li modelovat jev a pracovat s nim
jako se systémem, muze jit o systém, ktery je determinovan nejen soucasnymi
podminkami, ale i podminkami z minulosti, nebo systém, ktery reaguje s ca-
sovou prodlevou.

Predkladana prace obsahuje popis a charakteristiku dynamickych systému
s casovymi zpozdénimi, vyuzivanych v ekonomice a fizeni podniku, nové
vytvoreny matematicky aparat umoznujici analyzu chovani dynamickych
matematickych modelu a fadu vybranych prikladi modeli z oblasti pod-
nikové praxe, které ilustruji pouziti odvozenych postupt. Proto lze tuto
praci charakterizovat jako prevazné teoreticky zamétfenou. Pro zpracovani
jsou pouzivany metody teoretického vyzkumu a vysledky jsou prezentovany
na modelovych piikladech. Jadro préce se opird o vybrané autorské state,
v nichz je popsana konstrukce numerického feseni konkrétnich dynamickych
ekonomickych modelu.

V hlavni ¢ésti prace je pouzit obecnéjsi postup pro feSeni a analyzu
chovani dynamickych modelt. Opira se o soucasné znalosti tzv. funkcionalnich
diferencialnich rovnic a trovni abstrakce jim odpovidajici partie funkcionalni
analyzy a teorie integrélu.
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Nové vytvoreny postup umoznuje komplexnéjsi a podrobnéjsi studium do-
posud nedostatecné studovanych dynamickych systému se zpozdénimi, dos-
tatecné zpresnéni a doplnéni analyzy chovani ,klasickych® dynamickych mo-
delu bez zpozdéni nebo (v mnohych piipadech) alespon aproximaci Feseni
ekonomickych systému se zpozdénimi. Divodem pro odvozeni nového po-
stupu byla diive nedostatecné propracovana obecna teorie takovych matema-
tickych objektt, ktera nedovolovala tesit komplikovanéjsi a realnéjsi modely
praktickych 1loh. To mimo jiné dokumentuje i pestrost pristupu a postupu
k teseni konkrétnich ekonomickych modelu v minulosti.

Z matematického i metodického hlediska se odvozeni postupu konstrukce
feseni déli na linearni a nelinedrni, a to v souladu s tvarem dynamického
systému, respektive tvarem odpovidajici okrajové tlohy. Spoleénym rysem
obou ¢asti je vyuziti metody apriorniho odhadu feSeni k origindlni konstrukeci
feseni okrajovych uloh pro rovnice (systémy) se zpozdénim (zpozdénimi)
prostfednictvim posloupnosti jednodussich okrajovych tloh bez zpozdéni.

V ramci aplikaéni ¢asti je prezentovana konstrukce nékolika modeli a
moznosti jejich feSeni, vychazejici z vybudované teorie. K vypoctu byl pouzit
software Maple a chovani modelu je graficky demonstrovano pomoci pocita-
cové simulace.
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Kapitola 2
Cil habilita¢ni prace

Obecnym cilem préace je prohloubit a rozsitit moznosti praktického vyuziti
matematického modelovani pro podporu rozhodovani v oblasti fizeni pod-
niku, konkrétné v oblastech popisovanych dynamickymi systémy se zpozdénimi.

Hlavnim cilem prace je navrhnout a popsat postup, ktery dovoluje pro-
stredky numerické matematiky analyzovat a resit dynamické modely z oblasti
podnikové praxe, ve kterych je nutno uvazovat ¢asové zpozdéni proménnych.
Tyto nové postupy pak budou vyuzity jak k potvrzeni ti¢innosti navrzenych
postupu na jiz publikované analyzy chovani dynamickych modelu, vyuzivajici
odlisné metody feseni, tak k jejich hlubsimu zkoumani, prip. k feSeni téch,

vvvvvv

Diléimi cili jsou:

A) Vymezeni relevantnich pojmu tykajicich se tématu prace, zejména poj-
mu z oblasti dynamického modelovani v podnikové ekonomice, a zhod-
noceni souc¢asného stavu poznani v této oblasti.

B) Odvozeni nového obecného postupu konstrukce feseni linedrnich i ne-
linearnich dynamickych systému v oblasti fizeni podnikovych procesu
se zpozdénimi a vymezenim podminek jejich pouzitelnosti na tulohy
nejcastéji se v podnikové ekonomii vyskytujici.

C) Testovani zjisténych postupu (konstrukei feseni) na dynamickych mo-
delech, uréenych pro podporu podnikového managementu s vyuzitim
vhodnych prostiredkt informac¢nich a komunikaénich technologii.
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Kapitola 3

Vyzkumna metodologie a
metody pouzité v habilitacni
praci

S ohledem na stanoveny predmét védeckého vyzkumu a vyzkumné cile je
nezbytné pro zkoumani daného problému zvolit odpovidajici metodologii a
vyzkumné metody.

Vyzkumné metody jsou néstroje, na jejichz zakladé ziskavame poza-
dované védecké informace, které nasledné tiidime, interpretujeme a na je-
jich zakladé uskutecnujeme odpovidajici védecké zavéry. Tyto metody se
pouzivaji pouzivany na bézi urcité metodologie. Teorie uvadi dva zakladni
typy metodologii - pozitivistickou a normativni (Dunn, 2004; Ochrana, 2009).

V této habilitacni praci je pouzita kombinace normativni i pozitivni me-
todologie.

Metody vyzkumného procesu tvori zédklad védecké ¢innosti a jejich vybér
ma zna¢ny vliv na dosazeni stanovenych cili.

V oblasti vyzkumu rozlisujeme:

1. Empiricky vyzkum je zalozen na praci s konkrétnimi daty a exaktnimi
metodami dospiva ke konkrétnim poznatkum. Jedna se tedy o metody,
kterymi je mozno zjistit konkrétni jedinecné vlastnosti néjakého ob-
jektu ¢i jevu v realité.

2. Teoreticky vyzkum, ktery je v této habilita¢ni praci pfevazné pouzit,
je zalozen prevazné na dedukci a pouzivd metody analyzy a komparace
pojmu, kategorii, ruznych konstruktua apod. (Reichel, 2009)
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Dle Cernika muzeme teoreticky vyzkum dale délit na:

(a) teoretickou poznavaci ¢innost prvniho druhu (formulace problémi,
konstrukce modelu a ovérovani hypotéz),

(b) teoretickou poznavaci ¢innost druhého druhu (vystavba teori, for-

mulace zakonu) (Cernik a kol., 1987).

3.1 Metody vyuzité v habilita¢ni praci

Dalsi mozna klasifikace je zalozena na hledisku zptisobu vysvétleni, resp.
vykladu zkoumaného problému. Na zdkladé tohoto kritéria vymezujeme tzv.
typy védeckych metod. Patii k nim metody explana¢ni a metody inter-
pretacni. PTi explanaci postupujeme od obecného k jednotlivému. Obecnym
je zndmy vztah (napt. ve formé ,védeckého zdkona®), jednotlivym je vysvét-
lovany jev, ktery zafazujeme pod dany obecny vztah. Jinym postupem je
interpretace. (Sebera, 2012)

Pro dosazeni stanovenych cilu této habilitacni prace bylo pouzito Si-
roké spektrum explanac¢nich védeckych metod, predevsim z oblasti teore-
tického védeckého vyzkumu - modelovani, indukce, dedukce a zejména me-
tody analyzy a syntézy.

Vedle uvedenych empirickych a obecné teoretickych védeckych metod
existuji dalsi metody, které se pouzivaji v ramci specifické dané skupiny
védnich disciplin. Mezi témito specifickymi védeckymi metodami maji zvlast-
ni postaveni matematické a statistické metody, které umoznuji exaktni vy-
jadfeni jevi a vztahu mezi nimi. Matematika napomahd k feseni problému
tak, ze je matematicky zformuluje a s pouzije matematické operace k tfeseni
jejich matematickych modelil. Statistika shromazduje a tiidi data, kvantifi-
kuje jevy a pracuje s teorii pravdépodobnosti. (Sebera, 2012).

Modelovani: do skupiny védeckych metod patti modelovani, které pro-
sttednictvim formulace problému, vytvareni modelu a vyzkumu modelu pre-
nasi znalost o modelu (jakozto zjednoduseného obrazu skutecnosti) zpét do
reality.

V ekonomické teorii se muzeme setkavat s teoretickymi modely, které
vytvareji soubor ptredpokladi, postihujicich urcité zakonitosti probihajici
v realité. Tyto modely objasnuji napt. chovani ekonomickych subjektu, tvorbu
cen, produkéni funkei apod. (Cizek, 1969).
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Vzhledem k vyznamnym vztahtum mezi ekonomickou realitou, konkrétnéji
mezi ekonomickymi dynamickymi systémy a jejich matematickymi modely,
je této problematice vénovana samostatna pozornost v kapitole 4.1.7.

Analyza: myslenkova metoda spocivajici v rozlozeni celku na jeho kom-
ponenty a nasledném zkoumaéni, jak tyto komponenty funguji jako relativné
samostatné prvky a jaké jsou mezi nimi vztahy (Hendl, 2005).

V habilita¢ni praci je tato obecné védni metoda vyuzita jako teoreticko-
metodologicky zaklad pro provedeni specifické analyzy problému a pro vy-
hodnoceni poznatku zkoumané problematiky, ziskanych pomoci literarni re-
Serse.

Syntéza: tato metoda spociva v integraci jednotlivych komponent do
celku. Cilem je ziskat informace o vzajemnych souvislostech mezi komponen-
tami, jez ve vysledku umozni pochopit celek (Hendl, 2005).

Metoda syntézy je v habilitacni praci pouzita zejména jako nastroj pro
formulovani teoretickych zavéru.

Analyza a syntéza tvori nedilny celek. Nelze je tedy chapat oddélené,
jelikoz se oba tyto postupy prolinaji a dopliuji. Zavéry jsou obvykle formu-
lované metodou syntézy na zakladé analyzy. Neni to vSak pouhé skladani jed-
notlivych ¢ésti, ale odhalovani novych vztahu a zakonitosti (Molnar, 2012).

V pripadé této prace se obecné pristupy odrazi v analyze jednotlivych
ekonomickych dynamickych systému a feSeni jejich matematickych modelu
s cilem hledat co nejuniverzalnéjsi metodu jejich zkoumani v co nejobecnéjsim
pripadé.

Po ziskani dostatecné rozsdhlého mnozstvi publikovanych vysledku o eko-
nomickych dynamickych systémech na zakladé vyse zminéné analyzy byla
pouzita syntéza pouzivanych matematickych metod a podstatnou mérou do-
plnéna a rozsitena ta z metod, ktera mohla cil prace nejlépe naplnit. K tomu
bylo tfeba nastudovat a nové vyuzit fadu vysledku z teorie funkciondlnich
diferencidlnich rovnic a abstraktni matematické i funkcionalni analyzy.

Abstrakce: myslenkovy proces, v jehoz ramci se u ruznych objektu
vydeéluji pouze jejich podstatné charakteristiky (nepodstatné se neuvazuji),
¢imz se ve védomi vytvari model objektu obsahujici jen ty charakteristiky
¢i znaky, jejichz zkoumani ndm umozni ziskat odpovédi na otazky, které si
klademe (Molnar, 2012).

Konkretizace: opaény proces, kdy vyhledavame konkrétni vyskyt urci-
tého objektu z urcité tiidy objektu a snazime se na néj aplikovat charakte-
ristiky platné pro tuto t¥idu objektu (Molnar, 2012).
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Proces abstrakce je v nasem ptipadé organickym a neoddélitelnym pro-
cesem jak pri vytvareni, ptipadné zpresnovani samotného ekonomického dy-
namického systému, tak zejména pii vyjadiovani takového systému matema-
tickym modelem, popsanym systémem diferencialnich rovnic se zpozdénimi.

Konkretizace naopak odpovidd v matematickém modelu dynamickému
systému, kterym od obecné teorie a obecné popsatelnych vysledku prechazime
ke konkrétnimu ekonomickému dynamickému systému.

Indukce: vychéazi z poznatku, ze pozorovani dané jevové kategorie se vy-
znacuje jistou vlastnosti. Z toho se usuzuje, ze tuto vlastnost budou mit také
jeji dalsi instance. Indukce se pouziva k prevedeni pravidelnosti v datovém
materidlu do obecného pravidla (Hendl, 2005).

Dedukce: spociva v logickém odvozeni zavéru z mnoziny jinych tvrzeni,
ktera povazujeme za pravdiva. Mnozinu tvrzeni nazyvame premisy. Dedukce
tedy postupuje od obecného k jedinetnému tvrzeni (Hendl, 2005).

Metoda dedukce bude v habilitacnim spise vyuzita zejména pii dedu-
kovani zavéru vyplyvajicich z analyzy soudobé teorie.

Tak jako analyza 1zce souvisi se syntézou, tak i indukce je tésné spjata
s dedukei. Indukei lze dospét na zdkladé zkoumadni jednotlivych (zejména
empirickych) jevu k teoretickym zobecnénim, teoretické zavéry lze naopak
dedukci v praxi ovérovat.

Obé tyto obecné metody jsou prirozenou soucasti modelace realnych pro-
cest matematickymi modely a aplikace matematickych modelu v praxi, jak
je v praci opakované ilustrovano.

Z dalsich metod, vyuzitych pro feseni problematiky habilita¢ni prace,

jmenujme zejména dynamické modelovani a metody feSeni obycejnych a
funkcionalnich diferencialnich rovnic.
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3.2 Ramcovy postup pri zpracovani

habilita¢ni prace

Pro zpracovani habilitacni prace byl zpracovan ramcovy plan postupu, vyja-
dfeny nasledujicimi kroky:

1.

2.

Stanoveni oblasti vyzkumu, formulovani a vymezeni problému;

Analyza dostupnych bibliografickych zdroju, zahrnujici domaci i za-
hrani¢ni informacni zdroje, a to s durazem na védecké prace publiko-
vané v mezinarodné uznavanych c¢asopisech obsazenych v datab&zich
WOS a Scopus. Zhodnoceni soucasnych pristupu k problematice;

Stanoveni cilu habilita¢ni prace na zdkladé predchozich zjistént;

. Volba vhodnych metod, jejichz vyuziti je vhodné pro dosazeni cilu ha-

bilita¢ni prace, vybér vhodného software;

Rozvoj teoretického zakladu - vytvoreni nového postupu;

. Ovéreni nového postupu na znamych teoretickych nebo nové sesta-

venych modelovych ptikladech;
Diseminace dil¢ich vysledku prostiednictvim védeckych publikaci;

Formulace zavéru vyzkumu a doporuceni pro dalsi vyzkum.
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Kapitola 4

Soucasny stav védeckého
poznani

Modelovani jevu, které vychazeji z oblasti ekonomiky a fizeni podniku a jsou
popsané statistickymi daty, ndm umoznuji metody zalozené zejména na bazi
matematickych disciplin, jako je diferencidlni pocet (Aluf, 2014; Balasubra-
maniam a kol., 2014; Franke, 2018; Nutio & Moll, 2018; Popkova & Ostrov-
skaya, 2018); statistika (Andriansyah & Messinis, 2019; Cieslik & Hien Tran,
2019; Das a kol., 2019; Wu & Zhang, 2019 ); linedrni a dynamické progra-
movani (Zhen a kol., 2017), nebo optimalizace (Beklaryan, 2019; Lankhuizen
& Thissen, 2019; Wang a kol., 2019).

V dalsim textu se budeme sousttedit na dynamické modely v oblasti eko-
nomiky a fizeni podniku, které se vyznacuji zavislosti na case. U takovych
modelu je nasledujici stav determinovan soucasnymi a casto i predeslymi
stavy. Jen u velmi malo veli¢in lze budouci stav urcit pouze na zakladée
znalosti aktudlniho stavu dané veliciny. Budouci stav je obvykle urcen i
meély byt zachyceny. Tento model pak muze, mimo jiné, predstavovat sou-
stava rovnic, nerovnic ¢ grafu. Jako stavové proménné mohou v podnikové
ekonomice slouzit naptiklad veli¢iny produkce, spotieba, investice a dalsi.

4.1 Modely a modelovani

V piipadé, Ze se rozhodujeme a nésledné potom sva rozhodnuti realizujeme,
nejsou nase rozhodnuti a pozdéji i ¢iny bezprosttedné zalozeny na redlném
sveté. Jsme totiz ovliviiovani jednak subjektivnim vniménim svého okoli,
jednak tim, jak vnimame vztahy mezi jednotlivymi predméty naseho zajmu
a také predstavami o budoucich dusledcich nagich ¢inu. Aniz bychom si
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to uvédomovali, v nasi mysli se vytvaii model redlného svéta. Vytvoreni
takového myslenkového modelu ndm muze v mnoha pripadech napomoci
v uvahach o predmétu naseho zajmu. Tyto uvahy vytvarime zpravidla za
jasnym ucelem - usnadnit si feSeni konkrétniho problému. Vyjadieno jinymi
slovy, vytvarime si v nasich predstavach model reality, ktery usnadnuje nase
kazdodenni rozhodovani.

S prudkym rozvojem informacnich technologii vzrostl i vyznam teorie
modelu a modelovani a v soucasné dobé modely nachazeji uplatnéni v nej-
ruznéjsich oborech. Abychom 1épe pochopili podstatu modelovani, musime
si nyni priblizit vyznam vychozich termintu jako systém a model.

4.1.1 Systém

Pojem ,systém* se bézné pouziva, je vSak vniman spiSe intuitivné. Pouziva se
v mnoha oborech a také v mnoha vyznamech (napf. informacni systém, poli-
ticky systém, ekosystém). Za systém muzeme oznacit cokoliv, co lze néjakym
zpusobem (byt i jen obrazné) vydélit z reality, nebo néco, co se néjakym
zpusobem lisi od svého doplinku. Systém lze také oznacit jako mnozinu prvku
a vazeb mezi nimi, kterda ma jako celek urcité vlastnosti. Mnozina prvku, které
nejsou prvky systému, ale maji k nému vyznamné vazby, nazyvame okoli
systému. Bez svého okoli nemohou existovat naptiklad ekonomické systémy,
ifkdme o nich, Ze jsou oteviené, nebot tyto systémy se svym okolim provadi
dulezité hmotné, energetické, resp. informacni vymeény. Soucasné je tieba si
uvédomit, ze pravé ekonomické systémy jsou ovliviiovany nejen prostiedim
uvazovanym v realném case, ale i svoji historii, tzv. hysterezi.

Systém, v némz se od vyznamu c¢asu abstrahuje, se nazyva statickym
systémem. Pokud se od vyznamu c¢asu neabstrahuje, pak se jen vyjimecné
berou v uvahu i jeho vlastnosti, jak je poznava moderni fyzika. V prevazné
vétsiné oboru se ¢as chape ,newtonovsky“, to jest jako v klasické fyzice, cili
tak, ze je smysluplné mluvit o tom, ze dvé ,udélosti“ nastaly v systému
soucasné nebo jedna z nich nastala dfive nez druha. Systém, jehoz cas se
nezanedbavd a je pritom chapan takto ,newtonovsky“, se v modelovani a
simulaci nazyva dynamickym systémem (Kindler, 1980).

Za urc¢itych podminek muzeme za systém povazovat napf.:
a) realny objekt (pfirozeny ¢i umély);
b) projekt redlného objektu;

¢) proces nebo komplex procesu;
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d) problém nebo komplex problému;

e) soubor informacnich, regulacnich a fidicich aktivit, které se vztahuji
k predchozim bodum, napi. informacni systém, fidici systém, komu-
nikac¢ni systém, regulacni systém;

f) abstraktni myslenkovou konstrukei, vyrokovou konstrukei, konstrukei
matematickych vyrazu apod. zavddénou v piipadech a) — e);

g) abstraktni myslenkovou konstrukei, vyrokovou konstrukei, konstrukei
matematickych vyrazu apod., vytvarenou bez primého vztahu k piipa-
dum a) — e).

Pojem systém byl vytvoren predevsim pro studium komplikovanéjsich
kauzalnich vztaht, tedy vztahu mezi souborem urcitych pfi¢in a soubo-
rem dusledku, zpusobenych témito pricinami. Veliciny charakterizujici vliv,
kterym pusobi okoli na systém, jsou nazvany vstupy systému. Vnéjsi pro-
jevy systému, které charakterizuji vliv systému na jeho okoli, jsou pak jeho
vystupy.

Systém existujici v redlném svété muzeme (nebo chceme) néjak repre-
zentovat, nahradit systémem jinym, jednodussim, srozumitelnéjsim, nebo
zvladnutelnéjsim. Zkoumanou skutecnost (systém) budeme nazyvat originé-
lem, jeho reprezentaci, coz je také systém, nazveme modelem (Pospisil, 2015).

4.1.2 Model

Slovo model ve vyznamu urcité myslenkové konstrukce ma dlouhou historii.
Samotné slovo ,,model“ m& svuj puvod ve stavitelstvi, kde oznac¢ovalo miru,
podle niz jsou vyjadieny proporce stavby. Pochazi z latiny (modus, modulus)
a vyjadfrovalo miru, zpusob, pozdéji téz vzor, predobraz aj. Obecné se tedy
modelem rozumi zjednoduseny obraz realné situace, pripadné jevu. V tomto
vyznamu se uziva dodnes a slovo ,,model“ se pouziva v bézné reci ve vyznamu
predlohy.

Umélci jako malif Giotto (1267-1336) a renesancéni architekt a sochar
Brunelleschi (1377-1446) zah4jili novou etapu vyvoje geometrickych prin-
cipu, napf. perspektivy. V té dobé byly pouzivany vizualni i matematické
modely (napft. pro anatomii).

Zéklady védeckého modelovani pak byly polozeny pracemi G. Galilea a
[. Newtona v 17. stoleti, kdy se ukazala moznost zkoumat sledované objekty
prostfednictvim jejich zastupcu, jinych objektu nebo zobrazeni. Z doby pred
simulaci a virtualni realitou zustal v povédomi odborny termin z praxe -
nfunkéni model“, a to pro prvni exemplar navrzeného vyrobku, ktery pracuje
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tak, jak by vyrobek pracovat mél, prestoze jiné vlastnosti vyrobku (napf.
estetické) jesté nemd. Z této praxe vznikla i interpretace slova model pro néco
zvlastniho, nezvyklého ¢ ndkladného (napt. hlavné pred druhou svétovou
vélkou pouzivané terminy model klobouku, model automobilu apod.).

V modelovani a simulaci se termin model pouzivan pro analogii mezi
dvéma systémy. Jednoduchymi priklady je napiiklad mapa (model ¢asti zemé
na papife), socha (model osoby, zvitete atd. v nezivém materidlu) nebo détsky
vlacek (model skuteéného vlaku ve zmenseném méritku).

Jak bylo uvedeno vyse, slovo model se v soucasné dobé pouzivana v ruz-
nych vyznamech. Vzhledem k tomu, Ze existuji ruzna pojeti modelu, chybi
doposud jednotna teorie a lisi se i terminologie. Pokud budeme hledat definici
pojmu model, muzeme nalézt seznamy nékolika desitek vykladu vyznamu to-
hoto pojmu. Uplné definice modelu se potom ziejmé neobejde bez pouziti te-
orie mnozin a matematické logiky. Odlisné ptistupy k definovani modelu také
najdeme v piirodnich a technickych védach, logice a spole¢enskych védach,
jiné pojeti v kybernetice a dalsich disciplinach.

V odborné literatuie se pojem model vyskytuje velmi casto, muze byt
chéapan ruzné a modely mohou slouzit odlisnym cilim. RozliSujeme i ruzné
typy modelu, jako obrazky, schémata, fyzikalni modely skute¢nosti aj. Samo
vyuzivani modelu pro zkoumani chovani realnych soustav byva akceptovano
jak v technickych, tak netechnickych oborech. Vyhodami obecného modelu
je, ze na jedné strané nas nuti k vytvoreni kompletni teorie (teorie, ktera bere
v tivahu v8echny relevantni vztahy a jevy) a na strané druhé konfrontuje pii
testovani ndmi vytvoreny model s realitou (tj. naméfenymi idaji).

Vlastnosti modelu se mohou lisit v zavislosti na jeho pouziti. Mohou se
lisit irovni formality, jednoznac¢nosti, bohatosti detailt a relevance. Charak-
teristiky zavisi na zakladni funkci modelu a na tcelu modelovani.

Podle (Lave,1975) je model ,Pokusnd myslenkové struktura pouzivand
jako testovaci prostiedek“. Muzeme uvést dva zakladni pristupy k pojmu

model (Vachek & Lepil, 1990):

1. model jako pfirodni nebo umély objekt, ktery je v néjakém vztahu se
zkoumanym objektem, a

2. model jako interpretace urcité matematické teorie, urcitého deduk-
tivniho systému.

Cilem tvorby modelu je ziskat takovy obecny model, ktery je schopen praco-
vat se Sirokou skalou dat. Od modelu pozadujeme, aby byl maximalné mozné
efektivni, i kdyz ho pouzijeme na realna data, a ne pouze na data vzorova,
ktera byla pouzita pii jeho konstrukei (Leahy, 1994).
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Modely mohou mit mnoho ruznych funkci:

Vysvétleni jevia: Vétsina z teorii vyvinutych ve fyzice patii do této kate-
gorie: Newtonova mechanika, termodynamika, Einsteinova teorie relativity,
kvantova mechanika, standardni model fyziky ¢astic a mnoho dalsich.

Nejde vsak jen o fyziku. Model agregatni poptavky a upravy ceny (ag-
gregate demand-price adjustment AD-PA), model agregatni poptavky a in-
flacni dpravy (aggregate demand-inflation adjustment AD-IA) nebo Hicks-
Hansenuv model IS/LM jsou tfi piiklady ekonomickych modelu popisujicich
makroekonomickou rovnovahu.

Védci zkoumajici laviny vyzkumu vytvareji modely zalozené na statis-
tickych a fenomenologickych udajich, které popisuji snéhové podminky na
alpskych svazich.

Biologové pouzivaji modely predator-kotist nebo epidemiologické modely
ke zkoumani vztahu mezi ruznymi formami zivota.

Predpovidani: Po vytvoreni modelu, které jevy vysvétluji, je lze pouzit
jako dalsi krok k vytvoreni predpovédi o budoucim vyvoji jevu v realném
svete.

V oblasti lavinového vyzkumu vyuzivaji védci data o stavu a topografické
informace o svazich, aby pfedpovidali pravdépodobnost padu lavin, jejich
moznou silu a predpokladané lokality.

Aerodynamické modely predpovidaji naptiklad ovladatelnost konstruo-
vaného letounu. Klimatické modely se pouzivaji k predpovédi ucinku zvyse-
ného mnozstvi sklenikovych plynu v atmosfére.

Rozhodovani: Naptiklad fidi¢ automobilu pouziva myslenkovy model svého
okoli a typického provozu na ulicich, aby se rozhodl, kterou cestou pojede.
Tento model realného svéta, redukovany na ulice a prumeérny provoz, sa-
moziejmé neni v zadném piipadé formalnim matematickym modelem. Je
zalozen na zkuSenostech, a to ponékud vagnich, pokud to lze vibec vyjadrit
slovy.

Formalnéjsim modelem pro rozhodovani muze byt ndvrh chemické to-
varny se stovkami rozhodovacich proménnych a tisici dalsich proménnych a
omezeni, zapsanych jako matematické rovnice a nerovnice. Predstavuji pro-
stor, kapacitu, ndkladova omezeni a chemické principy, jako je zachovani
hmoty.
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Komunikace: Dalsim dulezitym aspektem modelu je, ze je lze pouzit ke
sdélovani znalosti. Pokud chce osoba A navstivit osobu B, muze se zeptat
na cestu. B nakresli spravnou trasu na list papiru nékolika tahy a ptrida
par dalsich znacek a text, naptiklad ,tady na rohu je zluty dim s malou
zahradkou®. Tento list papiru je vizualnim modelem okoli domu osoby B;
jeho ucelem je predat podmnozinu znalosti osoby B o jejim mésté osobé A.

Ostatni: Podrobné kontrolni seznamy pro udrzbu letounu jsou také modely
(obsahujici velmi mnoho podrobnosti a jsou explicitni), stejné jako soubory
formalnich norem (ANSI, DIN, EU normy, ...), které se v modernich zemich
pouzivaji k regulaci verejného zivota.

Funkcénost modelu je podminéna splnénim nékolika kritérii:
e mél by byt konzistentni s redlnymi daty,
e m¢él by umoznit ovéfeni hypotéz, které jsou s nim spojeny,

e mél by byt co nejjednodussi a mél by preferovat co nejmensi pocet
parametru (principle of parsimony),

e feseni by mélo byt optimélni,

e model by mél umoznit racionédlni rozhodovani (Cipra, 1974).

4.1.3 Modelovani

Pri vytvareni modelu zac¢inad vSe od redlného objektu, kterym se zabyvame.
V modelu jsou objekty realného svéta nahrazeny jinymi, jednodussimi ob-
jekty, obvykle nesoucimi stejna jména. Znalosti, které mame o redlném svéteé,
jsou strukturovany podle modelu a vse je redukovano na ty jevy a aspekty,
které jsou povazovany za dulezité. Model samoziejmé muze popsat pouze
cast jevu realného svéta, a proto je jeho uzitecnost omezena na rozsah jeho
pouziti.

Cinnost zaméfenou ke konstrukci modelu nazyvdme modelovénim. Jde
o zjednodusené zobrazovani vnéjsiho svéta a zkouméani v ném existujicich
objektivnich zakonitosti. Podstatou modelovani ve smyslu vyzkumné tech-
niky je ndhrada zkoumaného systému jeho modelem (ptesnéji: systémem,
ktery jej modeluje), jejimz cilem je ziskat pomoci pokusu s modelem infor-
maci o puvodnim zkoumaném systému. Konstrukce modelu a pravidla této
konstrukce jsou zpravidla vazana na feseni konkrétnich tloh teoretického i
praktického razu. V tomto smyslu tedy plati, ze vytvorime model, v némz
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modelovanym systémem je pravé nami zkoumany systém. My vSak budeme
experimentovat s modelujicim systémem, pricemz cilem bude dozveédét se
néco o modelovaném systému. Je ale nutné si uvédomit, ze teorie nemusi
byt jen zobrazenim skutec¢nosti v jeji objektivni podobé, ale ze muze jit
o jejf uréitou idealizaci. Casté jsou také piipady, kdy je z urcitych duvodu
vyhodnéjsi pracovat s modelem misto experimentu ,na zivo“. Pokud nahra-
zujeme realitu matematickou strukturou a matematickymi symboly a znaky,
hovoiime o matematickém modelovani.

Obdobi historického vyvoje modelovani 1ze rozdélit do nékolika etap podle
kvalitativnich zmén v rozvoji modelové abstrakce.

Vyraz ,modelovani® pochazi z latinského slova modellus. Popisuje typicky
zpusob, jakym se ¢lovék vyrovnava s realitou. Antropologové se domnivaji,
ze schopnost vytvaret abstraktni modely je nejdulezitéjsim rysem, ktery dal
homo sapiens konkuren¢ni vyhodu nad méné rozvinutymi lidskymi rasami,
jako je clovék neandrtéalsky, homo neandertalensis.
od doby kamenné, coz je dolozeno malbami jeskynnich lidi, skutec¢ny prulom
v modelovani piisel s kulturami starovékého Blizkého vychodu a starovékého
Recka.

Prvni rozpoznatelné modely byla ¢isla; pocitdni a ,zapisovani* éisel (napf.
jako znacky na kostech) je dokumentovano priblizné 30 tisic let pred Kristem.
Astronomie a architektura byly dalsi oblasti, v nichz hraly roli modely, a to
jiz kolem roku 4 tisice pred nasim letopoctem.

Je dobie znamo, ze kolem roku 2 tisice pred naSim letopo¢tem mély
alespon tfi kultury (babylénska, egyptska, indickd) dobré znalosti matema-
tiky a pouzivaly matematické modely ke zjednoduseni svého kazdodenniho
zivota. Matematika se vétsinou pouzivala algoritmickym zpusobem urcenym
pro teseni specifickych problému.

Vyvoj filosofie v helénském obdobi a jeji propojeni s matematikou vedly
k deduktivni metodé, kterd dala vzniknout zakladum matematické teorie.
Poc¢inaje Thalésem z Milétu kolem roku 600 pf. n. . se geometrie stala
uzitenym nastrojem pfi analyze reality a samotnd analyza geometrie vedla
k vyvoji matematiky nezavisle na jeji aplikaci.

Vyznamni filosofové jako Aristotelés, Eudoxos a mnoho dalsich pridali
dalsi dilky a béhem 300 let nasledujicich po Thalésovi se geometrie a zbyvajici
odvétvi matematiky dale rozvijely. Vrcholu dosahl Eukleidés z Alexandrie asi
v roce 300 pi. n. 1., kdyz sepsal ,Zaklady®, sbirku knih obsahujicich vétsinu
matematickych znalosti dostupnych v té dobé. ,Zaklady* obsahovaly mimo
jiné prvni strucny axiomaticky popis geometrie a pojednani o teorii ¢isel.

Euklidovy knihy byly pouzivany pro vyuku matematiky po stovky let
a kolem roku 250 pi. n. 1. Eratosthenés z Kyrény, jeden z prvnich ,apli-
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kovanych matematiku“, pouzil tyto znalosti pro vypocet vzdalenosti Zemeé-
Slunce a Zemé-Mésic a pro nejznameéjsi vypocet obvodu Zemé pomoci mate-
maticko-geometrického modelu. Dalsi dulezity krok ve vyvoji modelu udélal
Diophantus z Alexandrie asi v roce 250 n. l. ve svych knihdch , Aritmetika“,
kde polozil zaklady algebry zalozené na symbolice a pojmu proménné.

V astronomii Ptolemaios, inspirovany Pythagorovou myslenkou popsat
nebeskou mechaniku kruhy, vytvofil kolem roku 150 n. 1. matematicky model
slunecni soustavy s kruhy a epicykly pro tucely predpovidani pohybu Slunce,
Mesice a planet. Model byl tak pfesny, ze se pouzival az do doby Keplera
v roce 1619, kdy Kepler sestavil lepsi a jednodussi model pro pohyby planet,
ktery po upraviach Newtonem a Einsteinem plati dodnes.

Vytvareni modelt pro problémy realného svéta, zejména matematickych
modelu, je pro vyvoj lidstva natolik dulezité, ze podobné metody se nezavisle
vyvinuly v Ciné, Indii a zemich, jako je Persie.

Jednim z nejznameéjsich arabskych matematiku je Abu Abdalldh Muha-
mmad ibn Miusé al Chvarizmi (konec 8. stoleti). Jeho jméno, dodnes zacho-
vané v modernim slovu algoritmus, a jeho slavné knihy , O indickych ¢islech®
(dnes nazyvanych arabskd ¢isla) a ,Stru¢nd kniha o postupech vypoctu po-
moci séitani a vyrovnavani rovnic“ obsahuji mnoho matematickych modelu
a algoritmu pro feSeni realnych problému v obchodé, dédictvi, zemémeérictvi
a zavlazovani. Termin algebra byl pfevzat z nazvu jeho druhé knihy.

Zéapadni civilizaci trval vyvoj matematiky a matematickych modelu, zpo-
catku zejména pro zemémeérictvi, az do 11. stoleti.

Pravdépodobné prvnim velkym zapadnim matematikem po tpadku fecké
matematiky byl Fibonacci, Leonardo da Pisa (cca 1170 — cca 1240). Jako
syn obchodnika podnikl Fibonacci mnoho obchodnich cest do Orientu a v té
dobé se seznamil s orientalnimi znalostmi o matematiky. Pouzil algebraické
metody zaznamenané v knihach Al Chvarizmiho, aby dosahl tspéchu jako
obchodnik, protoze si uvédomil nesmirnou praktickou vyhodu indickych ¢islic
oproti fimskym c¢islicim, kterd se v té dobé jesté stale pouzivaly v zapadni
a stfedni Evropé. Jeho vysoce vlivna kniha ,Liber Abaci®, poprvé vydand
v roce 1202, zacala predstavenim deseti ,indickych ¢islic* (0, 1, 2, ..., 9), jak
je nazyval. Toto datum bylo obzvlasté dulezité, protoze prineslo do Evropy
¢islo nula, abstraktni model pro prosté nic. Samotné kniha byla napsana jako
algebraicky manudl pro komercni pouziti a podrobné vysvétlovala aritmeticka
pravidla pomoci pocetnich piikladu, které byly odvozeny napt. z méreni a
prepoctu meén.

V pozdéjsich stoletich bylo objeveno stale vice matematickych principu a
slozitost modelu rostla. Je dulezité si uvédomit, ze navzdory uspéchum Dio-
phanta a Al Chvarizmiho bylo systematické pouzivani proménnych skuteéné
zavedeno az Vitou (1540 — 1603). Presto trvalo dalsich 300 let, nez byla plné
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Cantorem a Russellem pochopena skutecnd role proménnych ve formulaci
matematické teorie. Fyzika a popis prirodnich principu se staly hlavni hnaci
silou v modelovani a ve vyvoji matematické teorie. Pozdéji se pripojila eko-
nomie a nyni vyzaduje modely a jejich analyzu stale vétsi pocet aplikaci.

Prvni nastup teorie modelovani v soucasném slova smyslu se datuje od
16. stol. a tzce souvisi s rozvojem matematiky a mechaniky. V té dobé byly
formulovany také zakladni principy teorie podobnosti (podobnostni prirazent
dvou ruznych dynamickych systému).

Dalsi etapou vyvoje bylo formulovani abstraktnich modelu ve fyzice v 19.
stol. Pfedevsim druha polovina 19. stol. se vyznacuje Sirokym uplatnénim fy-
zikalnich modelu. Jedna se o rozvoj fyzikalni podobnosti a modelovani na poli
techniky. Postupem casu védci zjistili, ze na nékteré procesy je obtizné apliko-
vat piimé fyzikalni modelovani, a proto zacali vyuzivat analogii, zalozenou na
matematické podobnosti ruznych fyzikdlnich procesu. Nejvétsi oblibu dosahl
tento zpusob modelovani v 50. a 60. letech 20. stoleti.

V pocatcich svého vyvoje se modelovani orientovalo predevsim na tech-
nické problémy. Situace se zménila s nastupem pocitacu a rozvojem kyberne-
tiky. S postupnym nartstem vyuzivani vypocetni techniky vznikala moznost
vyuzit ji pro modelovani a objevuje se pojem pocitacového modelovani. Mo-
delovani se muze vyuzivat jak v technickych, tak i netechnickych oborech.
Soucasné moznosti jiz umoznuji modelovani a simulaci problému, které se po-
hybuji na hranici mezi jednotlivymi obory. S modelovanim se muzeme setkat
v chemii, biologii, 1ékafstvi, lingvistice, ekonomii apod.

4.1.4 Simulace

Obecné platnou definici pojmu simulace, stejné jako pojmu systémy na pod-
poru rozhodovani v literature nenajdeme. Muzeme tict, ze cilem simulace je
popsat a analyzovat zkoumany systém, odhadnout jeho budouci chovani a
navrhnout strukturu systému.

,Zakladni myslenka simulace je vlastné prosta: kdyz nejde problém fesit
analyticky, tak napodobime dany systém pomoci pocitacového modelu a poté
pozorujeme, co se déje.“ (Fiala, 2010).

Winstona a Goldberg tikaji, ze simulaci muzeme definovat jako techniku,
ktera napodobuje ¢innost systému realného svéta a jeho vyvoj v ¢ase pomoci
tvorby simulaéniho modelu. Ten m& obvykle podobu souboru predpokladu
o fungovani systému, vyjadieného matematickymi nebo logickymi vztahy
mezi objekty zdjmu v systému (Winston & Goldberg, 2004).

V (Chobot & Turnovcova, 1980) muzeme najit prehled piipadu, kdy se
definici simulace zabyvaji dalsi autori:
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e Podle Shannona je simulace proces tvorby modelu realného systému a
provadéni experimentu s timto modelem za 1icelem dosazeni lepsiho po-
chopeni chovéani studovaného systému ¢i za icelem posouzeni ruznych
variant ¢innosti systému.

e Taylor definuje simulaci jako numerickou metodu, ktera spoc¢iva v expe-
rimentovani s dynamickymi matematickymi modely realnych systému
na cislicovych pocitacich.

e Dahl povazuje simulaci za techniku, ktera nahrazuje dynamicky systém
modelem s cilem ziskat informace o systému pomoci experimentu s mo-
delem.

e Zeigler charakterizuje problematiku simulace pomoci tii elementu (redl-
ny systém, model, pocitac) a dvou vztahu (modelového a simula¢niho).

Vyuzivani simulac¢nich metod v ruznych oblastech mé souvislost se za-
vadénim vypocetni techniky a vyuzivanim pocitacu. Mezi software, ktery je
vyuzivan pro simulaci 1ze zatadit napt. MATLAB, Maple, MapleSim, Power-
sim apod.

4.1.5 Obecny postup pri tvorbé modelu

Proces tvorby modelu muzeme rozdeélit na nékolik fazi:

Identifikace systému - uréime prvky systému, které jsou pro nas pod-
statné. Dale musime popsat jejich vzajemné vztahy, urcit rozmeér tlohy, jeji
parametry apod.

Sestaveni modelu — po sestaveni mentalniho modelu vybereme prostiedky
vhodné pro popis prvku vybraného systému a vztahti mezi nimi a nasledné
provedeme transkripci zavislosti do zvoleného prostiedi modelu a model for-
malizujeme.

Zkoumani chovani modelu z hlediska moznych zmén parametru
- jedna se o fazi ladéni modelu. Testujeme, zda jsou dostatecné zachyceny
sledované vztahy. Pozorujeme vliv malych zmén na chovéani feSeni modelu.
Pokud i malé zmény parametru vyvolaji silnou odezvu a neadekvatni zmény
feSeni, muze byt model nestabilni, a proto pro dalsi pouziti nemusi byt
vhodny.

Srovnani feSeni se skute¢nosti - v této fazi testujeme model za pouziti
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realnych dat. V pripadé, ze vysledky neodpovidaji praxi, je model ve stavajici
podobé nepouzitelny. Pak je nutné se vratit k fazi 2 nebo dokonce k fazi 1
modelovani a cely postup opakovat.

Interpretace ziskanych vysledki - tato faze by méla obsahovat spravny
vyklad vysledki, vypracovani doporuceni a samotné uvedeni vysledku do
praxe.

4.1.6 Ruzné typy modela

Modelu existuje mnoho typiu a jsou klasifikovany podle ruznych kritérii.
Mohou byt statické, nebo dynamické, matematické, nebo fyzikalni, stochas-
rozdélujici je na simula¢ni a optimalizacni. Praveé rozdil mezi optimalizacnimi
a simula¢nimi modely je velmi zfetelny, protoze jsou konstruovany k uplné
jinym tcelim.

Pii tfidéni modelu do skupin muze byt vychodiskem modelovana sku-
tecnost a prosttedky modelovani, jakoz i charakter cilu, kterym konstrukce
modelu slouzi. Velmi jednoduché je rozliseni materialnich modelu od myslen-
kovych (mentalnich) modelu.

Zatimco materialni modely zobrazuji realné existujici objekty, modely
druhé skupiny maji charakter spiSe teoreticky a existuji jen v nasem védomi.

Myslenkové modely je mozné dale tiidit na predstavové modely, vytvare-
né hypotetickou konstrukei nebo idealizaci skutecnosti podle predstav, a na
symbolické modely, jejichz prvky jsou vytvarené symboly nebo znaky. Mo-
dely pattici do skupiny symbolickych modelt maji velmi blizko k modelum,
u kterych maji rozhodujici vyznam logické a matematické vlastnosti. Takové
modely se nazyvaji modely logické ¢i formalni nebo také matematické.

V nasledujicich odstavcich se budeme vénovat vybranym modelim mys-
lenkovym a budeme se soustiedit modely matematické a modely zalozené na
principu umeélé inteligence.

Matematické a matematicko-statistické modely

Nejrozsitenéjsi skupinou tradi¢nich modelti jsou matematické a matema-
ticko-statistické modely, které byvaji ¢asto oznacovany jako modely kon-
vencni a jsou postaveny na hlubokych (kvantitativnich) znalostech.

Matematické modelovani ma celou fadu vyhod, jako je obecnost, struc-
nost, presnost a pomérné snadnd ovéritelnost prijatych hypotéz. Nevyhodou
je, ze vSak nejsou zcela a vzdy adekvatni realité svéta, ktera je spiSe nepresna
a neurcita.
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Matematické modelovani v jakémkoliv oboru muze byt velmi silny nastroj,
ktery poskytuje siroky matematicky aparat pro feseni slozitych fyzikalnich,
ekonomickych, biologickych problému apod. Je tieba si ovSem dat pozor na
samotnou podstatu problému. Odbornik musi vytvorit model dostate¢né od-
povidajici realité, ale zase ne piilis slozity. Matematicky model musi (stejné
jako kazdy jiny model) objektivnim zpusobem znézornovat jevy a procesy
realného svéta. Matematicky model vyjadiuje zakonitosti jevu a procesu, a
to jak v oblasti védeckého poznavani, tak v oblasti praktické lidské ¢innosti.
Je zajimavé, ze i kdyz matematické modely neobsahuji zadné vztahy, které do
nich nebyly vlozeny, ptesto poskytuji poznéani, které do nich nebylo védomé
dédno. Matematické modely mohou prispét k poznéni tim, Ze naznaci nebo
dokonce umozni dokazat obecné vysledky, které byly obsazeny v souborech
pozorovani, ale nebyly z téchto souboru zfejmé. Mohou poskytovat podnét a
inspiraci k budoucimu badéni.

Matematicky model muzeme zjednodusené definovat jako urcitou formu
zobrazeni nékterych aspektu jevu a procesu redlného svéta matematickymi
prostiedky. Takovym prostfedkem muze byt tfeba soustava rovnic obsahujici
proménné (veliciny) a konstanty (parametry).

V 19. stol. se zacalo v teoretické matematice uzivat vyznamu slova model
ve smyslu prehledného znazornéni objektu abstraktni teorie (napf. modely
neeukleidovskych geometrii, vicerozmérnych geometrii, koneénych grup). Ve
20. stoleti byl pomoci matematické logiky zformovan pojem ,matematicky
model situace®“. Na rozdil od prevazné geometrickych modelu predchézejictho
obdobi jde o modely v algebfe a jinych odvétvich, které maji vypracovany
kalkul, tj. pocitani se symboly.

Matematické modelovani se zabyva tvorbou matematickych modelu. Jde
o preklad problému (iloh) z aplika¢ni oblasti matematiky (tj. napt. z fy-
ziky, biologie, chemie, ekonomie, atd.) do matematicky zpracovatelné formu-
lace. Tato formulace umoznuje numerickou analyzu problému, jejimz cilem
je proniknout do podstaty problému, klast otazky, hledat odpovédi a ziskat
uzitecné a potiebné informace o zkoumaném objektu.

Terminem matematické modelovani se také oznacuje vytvareni a analyza
postupu, které vyuzivaji matematické prostiedky pro hlubsi pochopeni real-
nych procesu, jevu, stavu a principu.

Matematické modelovani je nepostradatelné v mnoha oblastech. Udava
smeér pro analyzu problému a objasiuje, co rozumime feSenim problému. Déle
umoznuje dukladné pochopeni modelovaného systému a umoznuje G¢inné
vyuziti novych informacnich technologii. Po dlouhou dobu svého vyvoje bylo
modelovani zaméreno predevsim na oblast techniky. Avsak ndstup pocitacu
a vznik kybernetiky vyrazné ovlivnily skoro vSechny vyznamné obory lidské
¢innosti. V soucasné dobé existuje velké mnozstvi oboru, ve kterych je ma-
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tematické modelovani piimou soucasti védnich a technickych oblasti. Jsou
to napiiklad fyzika (fyzikalni technologie), chemie (chemické technologie),
biologie, ekologie, elektrotechnika, strojirenstvi atd. Diky metodam matema-
tického modelovani se v soucasné dobé intenzivné rozviji fada oboru. Jsou
to napiiklad antropologie (klasifikace a rekonstrukce lebek), architektura
(virtualni prostfedi, technické parametry architektonickych navrhi), biologie
(proteinové teorie, popula¢ni dynamika, sifeni infekénich nemoci), ekonomie
(analyza trhu a marketing, teorie efektivnosti), farmakologie (ddvkovani 16k,
analyza u¢innosti novych léku), fyziologie a medicina (biochemické reakce, ki-
netika enzymi, ¢innost srdce, po¢itacova tomografie, magnetickd rezonance),
geovedy (predikce zdsob ropy a rudy, tvorba map, GPS), chemie (chemicka
rovnovaha, chemické reakce), hudba (analyza a syntéza zvuku, hudebni akus-
tika), kriminalistika (identifikace, vySetfovaci metody), lingvistika (automa-
ticky prekldd), meteorologie (pfedpovéd pocasi, globdlni oteplovéni), neu-
rovédy (neuronové sité, Sifeni neuronovych signalu) atd.

U slozitych modelu se obecné prijima potieba pocitacu v procesu vypoctu
feSeni. U rozsdhlych datovych soubort nebo dat, ktera musi byt ziskana
z ruznych zdroju, je akceptovana rovnéz pocitacova podpora v kroku sbéru
dat.

Az do prvni tietiny 20. stol. se vétsina matematickych modelu pouzivala
k popisu jevu a k formulaci kvalitativnich vyroku o popisovanych problémech
realného svéta. Od té doby se situace dramaticky zménila. Obrovsky narust
vypocetniho vykonu posunoval zdjem o matematické modely stale vice od
popisu problému k feseni problému.

Z toho plyne dulezity dusledek pro samotné matematické modelovani a
vodit, a kvalitativni vyroky, které jsou odvozeny analytickymi prostiedky
pomoci mnoha matematickych teorii, je dulezité formulovat model velmi
stru¢éné, zejména prizpusobeny na miru dostupnym analytickym metodam.
Potieba numerickych feseni v poslednich desetiletich vSak vyvolala nutnost
zmeénit strukturu modelu a prizpusobit ji dostupnym algoritmum feseni.

Klasifikace matematickych modeltt Matematické modely muzeme kla-
sifikovat podle ruznych hledisek. Nékteré z nich si nyni ptiblizime.

Klasifikaci podle charakteru veli¢cin a proménnych v ném vystu-

pujicich. Rozlisujeme je podle jednoznacnosti transformace vstupnich pro-
ménnych na modely deterministické a stochastické.
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Deterministické modely jsou jiz svoji podstatou velice precizni. Maji
povahu zékonitosti, jez pii dodrzeni uréitych predpokladu a podminek plati
vzdy, neboli vyhovuji kazdé empirické situaci. Matematicky model je vyjad-
fenim problému pomoci fyzikdlniho a matematického formélniho aparétu.
Jednd se o matematicky nebo fyzikalni popis realné situace na zakladé stavu,
toku (financni, materidlové, nehmotné,. .. ) a vazeb mezi jednotlivymi slozka-
mi. Diky témto modelum je mozné pro feseni problému vyuzivat i vypocetni
techniku.

Klasickou formou reprezentace neurcitosti, ktera je blizsi realnému sveé-
tu, je aparat matematické statistiky. Je pro néj charakteristicka nejis-
tota, kterou pocitujeme i kolem samotné matematické formy modelu. Zjed-
nodusené lze ptijmout definici stochastického modelu jako rovnice nebo sou-
stavy rovnic obsahujici ndhodné veli¢iny, nendhodné veliciny (fixni, pevné) a
parametry (konstanty).
linearni modely se pouziva linearizujici zjednoduseni. Stochastické modely
byvaji téz oznacovany jako pravdépodobnostni. Dovoluji dostatecné presnou
matematickou manipulaci se vztahy mezi velicinami, i kdyz ve skutecnosti
plati tyto vztahy pouze priblizné. Statistické piistupy, postavené na piistu-
pech empirické pravdépodobnosti, vSak - pres svoji popularitu — trpi fadou
omezeni. Je to predevsim schopnost reflektovat pouze neurcitost typu sto-
chasti¢nost. Dalsi problém je v nedostupnosti dostatecného poctu pozorovani.
Casté jsou také problémy spojené s platnosti fady apriornich predpokladi,
nezbytnych pro korektnost statistickych metod (Pokorny, 1996). V oblasti
modelovani a simulace se vedle testovani statistickych hypotéz nejcastéji
uplatinuji metody regresni a korelacni analyzy, analyza ¢asovych fad a me-
tody vicerozmérné statistické analyzy.

Ukolem regresni analyzy je nalezeni teoretické regresni funkce, vhodné
k vystizeni sledované zavislosti, uré¢eni bodovych, popiipadé intervalovych,
odhadu regresnich koeficientu, uré¢eni odhadu hodnot regresni funkce pro
ucely prognostické a ovéreni souladu mezi navrzenou regresni funkci a expe-
rimentalnimi daty. Zakladnim cilem korelaéni analyzy je méfit silu (inten-
zitu, tésnost) korela¢ni zavislosti mezi sledovanymi veli¢inami. V aplikacich
jde vétsinou o vicenasobnou regresi a korelaci, protoze se sleduje zavislost
vybrané nahodné veli¢iny na skupiné dvou a vice jinych veli¢in.

Ekonometrickym modelem potom rozumime matematicky model, kte-
ry je matematicko-statistickou formulaci ekonomické hypotézy. Vyjadiuje
zavislost ekonomickych velicin na velicinach, které je podle hypotézy vy-
svétluji. Tyto zavislosti mohou byt popsdny jednou ¢ vice rovnicemi bud
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vzajemné nezavislymi nebo propojenymi vzajemnymi zpétnymi vazbami. Zpu-
sobu vyuziti odhadnutého ekonometrického modelu je mnoho a to jak na
makrotrovni pii kvantifikaci a testovani ekonomickych hypotéz vychéazejicich
z ekonomické teorie, tak na mikrotrovni pii zkoumani vztaht mezi ekono-
mickymi proménnymi, jako jsou poptavka, spotfeba, ceny nebo duchody.
Vyznamnou roli z hlediska teorie rozdélovani a teorie rustu hraji makroeko-
nomické produkéni funkce.

V nékteré literatuie se muzeme setkat s délenim podle stupné popi-
sujicich rovnic na modely linearni a nelinearni. Linedrni model je ten,
v némz lze uplatnit princip superpozice. Obecné plati, ze je-li model linearni
a lze vyuzit superpozice, je jeho feseni casto velmi jednoduché a jednoznacné.
Chovani takovych modelovanych systému pak lze predpovédét i do budouc-
nosti. Je-li model nelinearni a nelze tedy vyuzit principu superpozice, je nutné
pro feSeni vyuzit diferencialni rovnice, coz je mnohdy velmi slozité. Neni také
zaruceno, ze se nam podaii predpovédét stav modelovaného systému i do bu-
doucnosti. V praxi se casto vyuziva moznosti zjednodusit nelinearni modely
tim, ze se linearizuji. Nicméneé toto zjednoduseni je nutné vzdy zvazit, vzhle-
dem k tomu, Ze linearizované modely ne vzdy poskytuji uspokojivé vysledky.

Dalsim moznym kritériem je ¢asové hledisko. Podle zévislosti operatoru
transformace vstupnich a vystupnich veli¢in v ¢ase muzeme modely rozdélit
na dynamické a statické. Pokud se zkoumand veli¢ina v ¢ase neméni, pak
cas v modelu vubec neuvazujeme. Takové modely oznacujeme jako modely
statické. Staticky model byva prevazné zapsan néjakym systémem rovnosti,
které vyjadiuji strukturu (v sirokém smyslu tohoto slova) modelovaného jevu.
V piipadé, ze se zkoumand velicina muze v ¢ase ménit (¢astéjsi piipad),
pak ¢asové hledisko do modelu zaradime a hovotrime o dynamickych mode-
lech. Pro dynamicky model je typické, ze je tvoren systémem diferencidlnich,
nebo parcialnich diferencidlnich rovnic. Jejich feseni popisuje chovani mode-
lovaného procesu v case. Témito modely se budeme zabyvat podrobnéji.

Pokrocilé metody - umeéla inteligence

Velice ¢asto jsou v praxi vyuzivany zavery, které jsou vysledkem rozhodo-
vacich procesu v mozku experta. Kvalita jeho zavéru je zavisla na schop-
nosti efektivniho zpracovani dostupnych informaci, pricemz jejich neurcitost
- vagnost - ma zcela jiny charakter nez neurcitost stochasticka. Jde o efektivni
vyuzivani pojmové, slovni neurcitosti, jez je u lidi vysoce vyvinuto. Ucinné
je 1 pouziti nenumerickych algoritmu, které umoznuji expertovi zaclenit hlu-
boké znalosti spolecné se znalostmi mélkymi s efektem dosazeni vyssi kvality
zéveéru pii feSeni problému, rozhodovéni a tizeni (Pokorny, 1996).
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Vychazi-li matematicka statistika ze zdkonu empirické pravdépodobnosti
s vyuzitim znalosti o rozlozeni hustoty pravdépodobnosti ndhodnych jevu,
vychazi metody pro praci s vagnosti ze zdkonu tzv. distribuce moznosti. Je
zajimavé, ze vétsina téchto technologii ma svuj puvod v biologickych tikazech
nebo v chovani lidi ¢i zvitat a mnoho téchto technologii je analogickych se
systémy, které lze najit v lidském nebo zvirecim prostiedi (Tsoukalas, 1997).

Umeéld inteligence je pojem, ktery zatim neni jednotné definovan, napii-
klad M.Minsky (Minsky, 1996) definuje umélou inteligenci takto: ... uméla
inteligence je véda o vytvareni stroju nebo systému, které budou pii feseni
urcitého tkolu uzivat takového postupu, ktery — kdyby ho délal clovék —
bychom povazovali za projev jeho inteligence®. Jini autofi (Rich & Knight,
1991) se domnivaji, ze ,,...uméld inteligence se zabyva tim, jak pocitacove
fesit ulohy, které dnes zatim zvladaji lidé lépe.*

Oblast umeélé inteligence je velice rozsdhla a moznosti vyuziti rychle ros-
tou. Pouziti téchto metod neni vhodné v piipadech, kdy je potieba stopro-
centni spolehlivost nebo pokud je k dispozici deterministicka metoda pro
feseni ulohy. Naopak velkou vyhodou téchto metod je, ze vysledek nezavisi
na pocatecnich podminkach. Moznosti uplatnéni a podminky pouziti se lisi
podle pouzitého prostifedku, procesu, slozitosti feseného systému a defino-
vaného problému. Vysledky pokrocilych metod vedou ke kvalitnéjsimu rozho-
dovacimu procesu, zejména u multikriterialnich a obtizné algoritmizovanych
uloh.

Kvalitativni modelovani je vysledkem snahy zformulovat pravidla a
odvozovaci mechanismus pro takovéto kazdodenni uvazovani (Dohnal, 1997).
Kvalitativni uvazovani lze pouzit v situacich, kdy presné idaje a vztahy
nejsou dostupné nebo pouzitelné, protoze pracuje s obecnymi udaji, které
kvalitativné charakterizuji jisty jev. Vysledkem kvalitativniho uvazovani je
nékolik moznych scénaru dalsiho vyvoje systému, ze kterych lze za pomoci
kvalitativni hodnoty nékteré vyloucit jako tzv. nekonzistentni chovani.

Postupné vzniklo nékolik ruznych zpusobu tvorby kvalitativnich modelu
podle toho, jaky byl zvolen k dané problematice piistup. Kvantitativni mo-
dely nam poskytuji prostredek k odvozeni nékolika zakladnich poznatku
o systému, stanoveni vysledku pusobeni vice procesu soucasné a predikci
zacatku a konce procesu. Kvalitativni simulace podle (Kuipers, 1989) vychézi
ze znalosti struktury systému a pocatecniho stavu. Jejim vysledkem je orien-
tovany graf reprezentujici mozné budouci stavy systému. Strukturu systému
muzeme charakterizovat fyzikdlnimi parametry systému a omezujicimi rovni-
cemi, které popisuji vztahy mezi témito parametry. Tyto vztahy mohou byt
napiiklad jednoduché matematické vztahy jako soucet, soucin nebo derivace.
Vyjadiuji kvalitativné funkcionélni zavislost dvou parametru.
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Teorie fuzzy mnozin ndm umoznuje popisovat redlné jevy pfesnéji,
nez nam dovolovala klasickd matematika a logika. Nevyhodou klasickych
pristupu je jejich obtizna aplikovatelnost v situacich, které jsou popsany
pouze slovnimi proménnymi. Tyto slovni proménné vyjadiuji kvalitativni
hodnoceni dané situace. Pravé takovy slovni popis byva jedinou dostupnou
a validni informaci o popisovaném jevu ¢i situaci.

Fuzzy linearni programovani je jednou z moznosti, jak kvalitativni pro-
meénné korektné uplatnit v modelech. Fuzzy linearni programovani dava
moznost vnést do klasickych tloh linearniho programovani prvky, které jsou
klasickymi zpusoby obtizné popsatelné, nebo které maji pii vypoc¢tu pomoci
klasického LP prazdnou mnozinu feseni. Pro formalizaci pojmové neurcitosti
a jeji zpracovani se v nich vyuziva principu fuzzy mnozinové matematiky a
vicehodnotové jazykové (fuzzy) logiky, popsané v (Zadeh, 1965) a (Dubois &
Prade, 1980). Fuzzy logika nam dava jazyk s vlastni syntaxi a sémantikou,
ktery nam umoznuje slovné popsat kvalitativni znalosti o feSeném problému.
Fuzzy logiku lze pouzit i u netechnickych aplikaci, jak ukazuje priklad apli-
kace pro obchodovani na burze. Lze jej také s ispéchem vyuzit v 1ékarskych
diagnostickych systémech nebo pfi analyze rukopisu. Systém fuzzy logiky
lze vlastné pouzit témér v jakémkoli systému, ktery ma vstupy a vystupy.
Systémy fuzzy logiky se dobfe hodi pro nelinearni systémy a systémy s vice
vstupy a vystupy. Mohou pracovat s jakymkoli pfiméfenym poctem vstupu
a vystupu. Fuzzy logika se rovnéz osvédcuje v pripadech, kdy systém nelze
snadno modelovat tradi¢nimi prostredky. Nejrozsitenéjsi vyuziti fuzzy mo-
delu jsou expertni systémy (DSS - Systémy na podporu rozhodovéni), které
jsou sestaveny na zakladé mélkych znalosti poskytnutych experty dané ob-
lasti (Dostél, 2017).

Genetické algoritmy jsou nekonvencéni vyhledavaci nebo optimaliza¢ni
algoritmy, které byly inspirovany déji pozorovanymi v procesu evoluce v pii-
rodé. Jinymi slovy, algoritmus pracuje s jistymi jedinci (populaci jedinct),
jejichz vlastnosti jsou reprezentovany v urcité strukture, kterd je pripodob-
nénim chromozému tohoto organismu. Cilem algoritmu je pfitom vytvaret
musi byt vyjadritelna funkei, obvykle nazyvanou ucelova funkce (fitness fun-
ction) (Goldberg, 1986). Tato vlastnost predurcuje algoritmus k pouziti na
feSeni optimalizacnich problému, tedy problémi, kdy hledame nejlepsi z moz-
nych feseni daného problému.

Vétsina evolucnich algoritmu vyuzivanych pro optimalizaci je inspirovana
Darwinovskou evoluci, jez je zalozena na predpokladu, ze biologickéa evoluce
je vysledkem prirozeného vybéru. Tento princip se realizuje pomoci ohodno-
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covaci (téz ucelové nebo fitness) funkce. Muzeme se s ni setkat napiiklad v ge-
netickych algoritmech v (Maiik a kol., 2001; Vondrak, 2009) nebo v piipadé
systému zalozenych na evoluénim programovani (Kvasnicka, 2000).

Vyhodou algoritmu je, ze pii TfeSeni problému pracuje pouze s fetézci
jednicek a nul a kvalitou fetézcu. O kvalité se pritom dovida pii dekédovani
funkce. Snahou algoritmu je ziskdvat co nejlepsi tetézce. V algoritmu se
vyuzivaji pouze tii operatory — reprodukce, kiizeni a mutace. Pti reprodukci
se do nové generace kopiruji fetézce ze staré generace, kiizeni spociva ve
vymeéné informaci mezi fetézci a mutace zpusobi ndhodné zmeény v fetézci.

Genetické algoritmy nalezly uplatnéni v fadé oblasti: numerickd opti-
malizace a rozvrhovéni, strojové uceni, tvorba modelu (ekonomickych, po-
pulaénich, socidlnich), apod. Z hlediska dobyvani znalosti z databézi je zaji-
mavé vyuziti genetickych algoritmu pfimo pro uceni se konceptum nebo
pouziti genetickych algoritmu pro optimalizaci neuronovych siti. Genetické
algoritmy mohou byt vyuzity napiiklad k optimalizaci pii alokaci aktiv nebo
k vyhodnocovéani vystupu z neuronovych siti (Maiik, a kol., 2001).

Umeél4 neuronova sit je vypocetni struktura inspirovand pozorovanim
procesu v neuronovych sitich zndmych ze zivé prirody. Podstatou je pojeti
umélého neuronu, ktery ma napodobit ¢innost neuronu v lidském mozku.
Umélé neuronové sité byvaji vybrano pro modelovani chovani slozitych sou-
stav diky jejich schopnosti uceni se.

Zakladnim schématem je sit sloZend z primdrnich jednotek — neuronii.
Samotné neurony si lze zjednodusené predstavit jako ,,cernou skiinku®, ktera
seCte vSechny vstupy ohodnocené vahami a takto ziskanou hodnotu pouzije
jako argument prenosové funkce. Funkéni hodnota vystupujici z neuronu pak
vstupuje do dalsi, vyssi vrstvy nebo vystupuje ven ze sité. Neuronové sité
mohou mit jednu, dvé nebo vice vrstev.

Umélé neuronové sité tedy mohou v redlném zivoté Siroké uplatnéni,
napfiiklad v modelovani a fizeni nelinearnich procesu anebo v predikci caso-
vych fad a v piipadném dalsim rozhodovani. V praxi se s nimi muzeme setkat
v souvislosti s prognézami dalsitho vyvoje v meteorologii, ekonomii, doprave,
energetice, chemii a také v lékaistvi.

Vyvoj postupné sméiuje ke kombinovani jednotlivych technologii za -
¢elem ziskani optiméalnich piistupu pro ruzné typy datovych souboru. Jiz
dnes se muzeme v literature setkat s pojmem hybridni systém ve smyslu
kombinovéani riznych algoritmt - hybridni algoritmy (Rezankové, 2001).

Neuronové sité nasly své uplatnéni v mnoha aplikacich teorie fuzzy mno-
zin. Také genetické algoritmy se pouzivaji k feseni ruznych optimalizacnich
problému spojenych s fuzzy systémy. Geneticky algoritmus muze generovat
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topologii neuronové sité a nasledné probiha proces uceni. V ¢lanku (Arminger
a kol., 1997) je na piikladu sledovéni potizi pii splaceni Gvéru pouzita kom-
binace logistické diskrimina¢ni analyzy, klasifikacniho stromu a neuronové
siteé.

4.1.7 Matematické modelovani v ekonomii

Na rozdil od védnich oblasti, kde lze experimentovat v kontrolovaném pros-
tredi, je fizeny experiment v ekonomii velmi obtizné realizovatelny. Jadrem
ekonomické teorie je proto modelovani, které mimo jiné umoznuje produkovat
ruzné scénare, zhodnotit vliv politiky a posoudit dopady urcitych kroku na
realnou spolec¢nost.

Matematické modelovani v ekonomii je obor na rozhrani matematiky
a ekonomie. Prevedeme-li ekonomicky problém, ktery se zda byt obtizné
fesitelny, ¢i dokonce nefesitelny, do ,matematické feci“, casto zjistime, ze
takto popsany problém jiz tak obtizné fesitelny byt nemusi. Zjednodusenym
problémem matematickym se tak pokousime vytesit slozity problém ekono-
micky. V kazdé oblasti ekonomie, kde vyuzivame matematiku, potiebujeme
ekonomickou veli¢inu a jeji chovani matematicky popsat. Poté s ni muzeme
pracovat a zkoumat ji vyuzivajice Sirokého matematického apardtu. Jeden
matematicky postup dokazeme timto zpusobem aplikovat na mnoho ekono-
mickych problému a oblasti zdjmu.

Matematika se pfi vedeni hospodarstvi v urcité podobé vyuzivala jiz
v davné historii. Dokladem toho je napiiklad Rhind-Ahmesuv papyrus ze
17. stol. pt. n. L., ktery ma tvar pasku Sirokého 33 cm a dlouhého vice nez
5 m. Tento papyrus obsahuje hospodarské tlohy, které lze s jistou toleranci
povazovat za matematickou aplikaci v ekonomii.

S matematickym modelovanim, tak jak ho chapeme dnes, se muzeme se-
tkat jiz v klasickych dilech z oblasti politické ekonomie, napt. v dile ,,Political
arithmetics® od anglického filosofa W. Pettyho (1623 — 1687).

Nejcastéji vsak byva za prvni vyjadieni ekonomického déje pomoci mo-
delu povazovéna nejslavnéjsi prace F. Quesnayho (1694 - 1774), tzv. ,eko-
nomickd tabulka®“, publikovand v roce 1758 (opakované vydani (Quesnay,
1980)). Zabyva se toky mezi zdroji spolecenského bohatstvi ze sféry obéhu
do sféry vyroby, ktera je omezena pouze na vyrobu zemédélskou. Jedna se
v podstaté o model prosté reprodukce. Tato tabulka se pozdéji stala inspiraci
pro Leontiefuv model input-output.

V roce 1805 byla poprvé predstavena ekonomie jako formalni studijni
predmét zvany ,historie a politicka ekonomie“ a zabyvali se ji nejcastéji fi-
lozofové, vyuzivajici zejména dedukei a logiku. Naptiklad A. Smith ve svém
dile pouzil numerickou analyzu pouze jako prostifedek pro kvalitativni po-

37



souzeni vladnich politik. Nevyuzivaly se grafy ani rovnice. Stejné tak o néco
diive J. Locke, filozof 17. stoleti, nebo D. Hume vyuzivali ve své préci Cistou
logiku. Kniha J. S. Milla ,Liberty* také vysvétluje fungovani volného trhu
bez pouziti matematiky.

Soubézné s pokrokem, dosahovanym ve védé a technice a ktery je spo-
jovan praveé s rozvojem matematiky, se rozviji i pokusy o vytvareni modelu
v oblasti ekonomie. Za prukopnika ve vyuzivani matematiky v ekonomii je
povazovan predchudce Lausannské skoly - A. Cournot (1801 - 1877), autor
dila ,,Zkouméni matematickych principu teorie bohatstvi“ (Cournot, 1838).
V tomto dile byla poptavka poprvé zobrazena jako klesajici funkce vyjadiujici
vztah mezi poptavanym mnozstvim a cenou na trhu, a tim Cournot ziskal
moznost vyjadrit mechanismus fungovani trhu. S jeho jménem je také pevné
svazan model duopolu, ktery vytvoril.

Spolecné s vyuzivanim diferencialniho poctu v ekonomii se oteviela moz-
nost hledéni extrému funkei (napiiklad funkce pt{jmu, nédkladu, zisku a dalsi).
To souvisi s tzv. marginalistickou revoluci, spojovanou predevsim s prvnimi
dvéma predstaviteli teorie mezni uzitecnosti C. Mengerem v Rakousku a W.
S. Jevonsem v Anglii.

W.S. Jevons ve své préaci vyuzival nejen logiku, ale také matematiku, coz
zduvodnoval faktem, ze ekonomie pojednava o kvantitach.

C. Menger vychazel z hodnotové teorie a za klicovou povazoval subjektivni
hodnotu. Teorie mezni uzitec¢nosti je pak vystavéna na teoretickém vysvétleni
pojmu subjektivni hodnota.

Svycarsky ekonom L. Walras (1834 — 1910) jiz pouzival matematicky
aparat jako nedilnou soucast svych ekonomickych tdvah o marginalni teo-
rii uzitku a v teorii ekonomické rovnovahy. Jednd se o origindlni, logicky
vystavény a predevsim univerzalni model. Resen{ jim definovaného problému
vede k feseni soustavy rovnic. Vysledkem je vektor cen, které dané soustave
rovnic vyhovuji a mohou byt prohldseny za rovnovazné(Walras, 1984).

Jiz v poloviné 19. stoleti vSak francouzsky fyzik C. Juglare (1862) (opa-
kované vydani (Juglar, 1969)) identifikoval vyskyty dynamickych procesu
v ekonomice a existence hospodarskych cykli. Jeho hlavni myslenky dale
propracovali van Gelderena (Van Gelderen, 1996) a Kitchina (Kitchin, 1923).

V. Pareto (1848 —1923), zak L. Walrase, pfenesl matematiku do spolecen-
skych véd a dovedl pouzivani matematiky v ekonomii k dnesnim standardum.
V préci ,,Cours d“economie politique“ (1896 - 97) zkoumal zejména princip
dokonalé konkurence (Moore, 2016). Své znalosti matematiky aplikoval v eko-
nomické analyze a rozpracoval systém vSeobecné rovnovahy. Jeho dalsi dila
obsahovala zdkon o distribuci duchodu v trzni spole¢nosti, diky kterému se
Pareto stal svétové proslulym ekonomem.
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Zcela novym zpusobem pristupoval k tzv. kifivkam indiference, které znala
uz anglosaska skola, ale Pareto jim dal zcela novy klicovy vyznam.

Na praci Walrase navazal J. von Neumann (1903 - 1957) tim, ze uvazoval
obménénou dynamickou variantu Walrasova modelu.

Nositel Nobelovy ceny Jan Tinbergen se ve 30. letech minulého stoleti
zaméril na vyzkum hospodaiskych cykli, kde se pokusil popsat dynamicky
vyvoj celkové nosnosti lodi v ¢ase. Pravé tento model je jednim z prvnich
prikladu, kde byla v ekonomii vyuzita diferencidlni rovnice se zpozdénim
(Tinbergen, 1931); (Tinbergen, 1959).

Dalsi vyznamnou publikaci byla ,,Structure of the American Economy,
1919 - 1929, kterou sepsal W. Leontief (1906 - 1999) v roce 1941 a kterd
dala zaklad budoucim analyzam vyrobnich ,input-output® tabulek.

Ekonomické dynamice se plné vénoval také J. Schumpeter (1912) (viz.
opakované vydani (Schumpeter, 1987)), jehoz zajimala hlavné ekonomicka
analyza dynamiky, kterd spojuje ekonomii, historii a sociologii. Predchozi
vyzkum oteviel cestu novému sméru v oblasti ekonomické dynamiky, kterou
se déle zabyvali napiiklad J. van Duijn (Duijn, 1983), S. Kuznets (Kuznets,
1940), J. Mensh (Mensch, 1975) nebo A. Klainkneht (Kleinknecht, 1981).

Jak jiz bylo uvedeno, jedny z prvnich dynamickych ekonomickych modelu
byly modely zabyvajici se hospodarskym cyklem. Na tyto modely navazal J.
B. Haldane.

J. B. S. Haldane ve svém ¢lanku (Haldane, 1934) predpoklddé, ze narust
ceny urcité komodity bude motivovat vyrobce ke zvyseni vyroby, coz povede
k vétsi ochoté investovat do vyrobnich prostredku. Tyto investice s urcitym
zpozdénim zpusobi rust produkce. Vétsi a dostupnéjsi mnozstvi vyrobku na
trhu bude tlacit cenu dolu a ve vysledku bude cena oscilovat kolem rov-
novazné hodnoty.

K vyznamnému propojeni statistiky a ekonomie doslo ve 40. letech, kdy
v diserta¢ni praci ,, The Probability Aproach in Econometrics?“ T. Haavelmo
(1911-1999) popsal postupy pii odhadovani parametru ekonomickych rovnic
pomoci statistiky:.

Velké hospodarska krize (1929 - 1933) vyvolala potifebu vysveétlit jeji pii-
¢iny, coz vedlo mimo jiné i k rozvoji makroekonomie. Keynesianstvi a pozdéji
neokeynesianstvi napomohlo k formulaci mnoha strukturalnich makroekono-
mickych modelu, popsanych systémy rovnic. Tyto modely odpovidaly zaklad-
nim ekonomickym paradigmatum a obsahovaly pravidla chovani v makroeko-
nomickém kontextu. Vyuzivaly se zejména pro makroekonomickou predikci
nebo pii simulaci moznych dopadu navrhovanych opatteni. Velmi oblibené
byly zejména v 50. a 60. letech minulého stoleti. Na ptrelomu 60. a 70. let
pak nastala zména, jejich obliba klesala a naopak zacala silit nespokojenost
s takto pojatymi modely.
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A. B. Larson v ¢lanku (Larson, 1964) prezentuje teorii cenového cyklu
vepfového masa na zakladé linedrni diferencialni rovnice s predbihajicim ar-
gumentem. Inspiroval se problémem rychlych zmén poméru ceny veptového
masa a obili, ktery nastal v prubéhu druhé svétové valky. Po skonceni valky
se k problému rychlé zmény ceny vratila fada ekonomu i matematiku.

Prikopnickd prace Solowa (1956) predstavuje z ekonomického hlediska
paradigma schopné popsat dlouhodobé chovani zemi z teoretického i em-
pirického pohledu. Béhem nékolika desetileti na praci Solowa (Solow, 1956)
navézali dalsi autofi. Uved'me naptiklad pifspévek Mankiwa a spol. (Mankiw
a kol., 1992), vyuzivajici fyzicky a lidsky kapital (a také ndslednou empirickou
literaturu, kterd z néj vzesla) a prispévek Brocka a Taylora (Brock & Taylor,
2010), drive oznacovany jako model Green Solow, ktery Solowovo nastaveni
vyuziva ke studiu environmentalnich otazek.

V élanku (Kulikov, 2019) autor prokazuje, ze predpoklad ¢asového zpoz-
déni v Solow-Svanové modelu vede ke smysluplné zméné v dynamice feSeni
a umoznuje identifikovat parametry ovliviujici periodické cykly. Z dalsich
publikaci, které navazuji na préci Solowa, muzeme zminit publikace (Bambi
a kol., 2012; Benhabib & Rustichini, 1991; Bianca a kol., 2013; Boucekkine
a kol., 1997; Cai, 2012; Dalgaard & Strulik, 2011; Ferrara a kol., 2013; Gori
a kol., 2018; Guerrini, 2013; Guerrini & Sodini, 2014; Kaddar a kol., 2018;
Keller, 2010).

V roce 1976 R.E. Lucas ve své stati ,,Ekonometrické hodnoceni politiky:
kritika“ (Lucas, 1976) formuloval myslenku nazyvanou v souc¢asné dobé , Lu-
casova kritika“. Prezentovana kritika ekonometrické analyzy modelu v re-
dukované formé byla demonstrovana na ptikladu spotiebni funkce odvozené
z hypotézy permanentniho ptijmu, poptavce po investicich a na Phillipsové
ktivce.

M. C. Mackey v ¢lanku (Mackey, 1989) uvadi podminky pro stabilitu rov-
novazné ceny na zakladé ekonomickych parametru a nasledky poruseni této
stability. Ve své praci prezentuje spojity model cenové fluktuace komodity
zalozeny na diferencialni rovnici se zpozdénim. Vysledky M. C. Mackeyho
vyuzivali mnozi dals{ matematici, napiiklad E. Liz a G. Rost (Liz & Rost,
2013).

Oblast ekonomického modelovani se nasledné rozpada na oblast nestruk-
turalnich modelu a oblast déle se rozvijejicich modelu strukturalnich. Ne-
strukturalni modely jsou zaméfeny na analyzu na pozorovanych dat, z nichz
,odvozuji“ informaci o dalsim vyvoji.
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4.2 Dynamické systémy a modely

Slovo dynamicky ma svuj puvod z fectiny, kde ,dynamis“ znamend ,sila“.
V dnesni dobé chapeme slovo dynamicky ve smyslu Newtonova zakona, ktery
nam tika, ze pokud na téleso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrych-
lenim, které je pfimo imérné pusobici sile a nepfimo imérné hmotnosti télesa.
Jinymi slovy, nenulova vysledna sila ptsobi nenulové zrychleni.

Za dynamicky systém je povazovan (viz. napt. (Kindler, 1980; Kiivy &
Kindler, 2001; Nemyckii, 1962)) systém, jehoz stav lze ve kterémkoliv li-
bovolném casovém okamziku popsat kone¢nou mnozinou tzv. stavovych pro-
meénnych z1(t), x2(t), . . ., x,(t), konstant a rovnic. Stav dynamického systému
v daném casovém okamziku plné urcuje jeho vyvoj (tj. uréuje hodnoty, které
mohou stavové proménné nabyvat v ¢ase). Pro zkoumani chovéni takovych
systému, zejména predikci v ruznych podminkéch, se efektivné vyuziva si-
mulace chovani dynamickych systému prostiednictvim odpovidajicich dyna-
mickych modelu. Ptirozené se pritom predpoklada, ze vytvoreny dynamicky
model je realizovatelny a ze hodnoty jeho stavovych proménnych v ¢ase ¢ mo-
hou byt ovlivnény pouze faktory, které ptisobily pred okamzikem t. Cas tedy
vstupuje do dynamického modelu jako vnitini proménnd zkoumané zavislosti.

Zmény hodnot stavovych veli¢in i odpovidajici modely muzeme popsat
dvéma zakladnimi zpusoby, ptipadné jejich kombinaci:

e jako diskrétni modely (zmény hodnot X (¢) na hodnoty X (¢t + At) jsou
nahodné veli¢iny, jejichz zdkladni charakteristiky jsou zndmé),

e jako spojité modely (zmény hodnot X(t) na hodnoty X (¢ 4+ At) jsou
vyjadieny pomoci spojité funkce, kterd je zndma),

e jako smiSené modely (¢ast stavovych veli¢in je ovliviiovana ndhodnymi
zménami a ¢ast se méni spojité).
Podle charakteru uvazovanych vazeb rozliSujeme simulace na determinis-
tické a stochastické. Deterministické simulace lze opsat deterministickymi
rovnicemi a nerovnostmi, ve stochastickych simulacich uvazujeme nahodné

veliciny. V simulaci se obvykle uplatni jen tzv. simula¢ni modely, které splnuji
nasledujici pozadavky (Kindler, 1980); (Kfivy & Kindler 2001):
1. Jejich modelujici i modelované systémy jsou dynamické systémy.
2. Existuje zobrazeni 7 existence modelovaného systému do existence mo-
delujiciho systému; je-li t; okamzik, v némz existuje modelovany systém
M, je mu pritazen okamzik 7(¢;) = t3, v némz existuje modelujici
systém My, a tak je zobrazenim 7 prifazen i stavu Si(t1) = oy systému
M, stav Sy(ty) = o9 systému M.
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3. Mezi stavy oy, a o9 jsou splnény pozadavky na vztahy mezi prvky
a jejich atributy, jak jsme je vySe popsali pro modely obecné; jako
kdyby kazdému stavu o; modelovaného systému odpovidal stav o5 mo-
delujiciho systému tak, ze oba stavy jsou ve vztahu statického modelu.

4. Zobrazeni 7 je neklesajici; pokud nastane stav s modelovaného systému
pred stavem s* téhoz systému, pak stav, ktery odpovida v modelujicim
systému stavu s, nastane pred stavem, ktery odpovida stavu s*. Nebo
mohou oba stavy nastat v modelujicim systému soucasné (totiz v pri-
padé, ze modelujici systém neni ,tak kvalitni“, aby dokazal zobra-
zit v8echny detaily v modelovaném systému), nikdy vsak nemuze byt
casové poradi staviu v modelovaném systému a jim odpovidajicich stavu
v modelujicim systému prehozeno.

Pozadavek 4 umoznuje tomu, kdo konstruuje modelujici systém, aby se pfi
tom nechal inspirovat vztahy kausality v modelovaném systému. Jestlize
plati, ze nékteré vlastnosti modelovaného systému implikuji, Zze pozdéji na-
stane v tomto systému néco, co ovlivni jeho stav, lze tuto zakonitost na-
podobit i v modelujicim systému. Piikladem takovéhoto kauzalniho vlivu
muze byt implikace, ze pokud je néjaky permanentni prvek schopen obslouzit
jen jednu transakci a zaddaji ho o obsluhu dvé transakce brzy po sobé, pak
druhd z nich musi ¢ekat ve fronté. Jinym ptikladem je to, ze kdyz se hodnota
nékterého aritmetického atributu méni v ¢ase spojité a je vétsi nez jisté ¢islo,
pak bude vétsi nez toto cislo i v jistém nésledujicim ¢asovém intervalu.

Dynamicky model popisuje chovani systému ve smyslu, jak se jeden kva-
litativni stav muze zménit v jiny. Vyraz ,dynamicky* se vztahuje k takovym
zménam, které se udavaji v case a cas je z toho pohledu dulezitym fakto-
rem. Struc¢né shrnuto, dynamickym modelem je kazdy model, ve kterém jeho
proménné vystupuji s ¢asovym indexem a ve kterém se ve vztahu vysky-
tuji proménné soucasné s minulymi. Nejznaméjsim zastupcem dynamickych
modelu jsou dynamické linearni modely.

4.3 Dynamické modely v ekonomice a rizeni
podniku

Tésné pred 1. svétovou valkou vznikaly prvni vysoké skoly obchodni v Né-
mecku a ve Svycarsku a nauka o podniku v té dobé zacala byt povazovéna
za samostatny védni obor. Prvnim fadnym profesorem podnikového hos-
podafstvi na univerzité v Curychu, byl zvolen Johann Friedrich Schar. Na
zacatku minulého stoleti vznikala podnikova ekonomika jako nevyznamné
pocetni nauka zaclenéna do védniho oboru o narodnim hospodarstvi.
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Postupné si vSak podnikova ekonomika zacala budovat nezastupitelné
misto ve védeckych disciplindch. Vzhledem ke stale se zvysujici dynamice glo-
balizovaného prostiedi se v soucasné dobé podnikova ekonomika jako védni
obor dostava do popredi ekonomickych véd. (Synek, Hoffmann & Mackenzie,
2013).

Hlavni funkci systému fizeni podniku je dosahovani co nejlepsich vysledku
plynoucich z jeho strategii a jejich stabilizace a je tedy dulezité, aby vedeni
spolecnosti postupovaly v souladu s dynamikou méniciho se trzniho chovani,
dokazaly se rychle adaptovat, byt flexibilnéjsi, splnovat naroky trhu a op-
timalizovat vysledky. Dynamika chovani soucasnych spottebiteli a zmény
potieb, které z ni vychazeji, vyzaduji zmény v piistupu na strané vyrobcu
a jejich systému fizeni a podnikova ekonomika se tak dostavda do popredi
zajmu ekonomickych veéd.

Proto je pro management podniku velmi dulezité porozumét skuteénym
potiebam spotiebitelu a tyto potieby promitnout do produktu nebo sluzeb,
které jsou ¢im dal vice propojeny s jejich chovanim a zménami, a zaroven ne-
ustale zlepsovat vyrobni procesy a zvySovat efektivitu. Z tohoto duvodu byva
velmi casto vyuzivana moznost simulovat zamysleny proces zmény pomoci
dynamického modelu. Nejcastéji byvaji tyto modely vyuzivany v pripadé
vyrobnich procesu, marketingu, informac¢nich a financ¢nich toku.

Jednou z moznosti, jak zahrnout dynamiku procesu do modelu, je pohlizet
na cas jako na spojitou veli¢inu a na jednotlivé proménné vcetné neznamé
(hledané a analyzované) jako na funkci ¢asu. Rychlost a piipadné zrych-
leni zmén takovych proménnych lze vyjadrit jejich prvni a pripadné druhou
derivaci a cely déj popsat jako dynamicky model pomoci diferencidlnich rov-
nic. Formalni zdpis matematického modelu pritom vyzaduje jasné, struéné a
konzistentnost jeho chovani, naptiklad tehdy, kdyz popis pomoci obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic neni dostacujici. Predevsim se jedna o modely, jejichz
vyvoj muze byt zavisly nejen na okamzitém stavu proménnych, ale i na hod-
notach proménnych v predchozich obdobich, tj. i jejich minulym stavem.

Casové zpozdéni obvykle reprezentuje rizné efekty modelovaného problé-
mu, jako jsou efekty transmisni, transportni nebo setrvacné. Zpozdéni muze
byt jak konstantni, tj. o urcitou casovou periodu, ale stejné tak muze byt
proménné, vcetné nekoneéné malé. S rozvojem novych metod ,carathéodo-
ryovské” teorie diferencidlnich rovnic a zejména se vznikem a rozvojem zo-
becnujici teorie funkcionalnich diferencialnich rovnic, se od druhé poloviny
20. stoleti objevuji nové matematické modely, umoznujici 1épe popisovat i
realnou problematiku ekonomickych vztaht.

Pochopeni dynamiky zmén je pro management podniku velmi dulezité,
protoze chovani a navyky spotiebitelt se v ¢ase méni, je tfeba zohlednit i in-
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terakce mezi ruznymi diskuznimi skupinami na socidlnich sitich a vztahy mezi
maloobchodniky a spotiebiteli. Piichod internetu umoznil rychlou vymeénu
informaci mezi spotrebiteli, umoznuje vybér velkého mnozstvi produktu a
sluzeb, vytvaii nové pozadavky spotifebiteli a tim diktuje tempo a druh
zmén. Porozuméni procesum zmén na trhu a potfeba se jim prizpusobovat
tedy musi tvorit nedilnou soucast strategie spolecnosti.

Rizeni podniku se v minulosti zabyvalo piedevsim modely optimalizace
vyrobnich faktoru, investi¢nich programu, financovani, skladovani. Pti feseni
se postupné uzivaly linedarni a nelinearni modely planovani, teorie grafu, kom-
binatorika, metody rozhodovaciho stromu a také poznatky z teorie her.

V poloviné 20. stoleti nastal mohutny rozvoj védy a techniky a to i v ob-
lasti uplatnéni matematicky v fizeni podniku. Odkazy lze nalézt naptiklad
v (Andreeva a kol., 1992; Titov & Uspenskii, 2013).

Stale castéji se zacinaji objevovat nové matematické modely, popisujici
dynamicky model pomoci diferencialnich rovnic, které lze vyuzit pro redlny
popis ruznych déju z praktického zivota.

V 60. letech minulého stoleti byly vytvoreny prof. Forresterem zaklady
tzv. systémové dynamiky a diky rozvoji informacnich technologii systémova
dynamika ptispéla k tvorbé dynamickych modelu podnikovych procesu. Po-
stupné vznikly velmi rozsahlé modely jako je naptiklad manazerska hra Beer
Game, modely ekonomickych cykla a dalsi.

Soucasné struktury spolecnosti, které pracuji na vytvareni akénich planu,
kontrole realizace jednotlivych kroku a dosahovani vysledku, musi vykazo-
vat vysokou miru flexibility. Management podniku hraje vyznamnou roli v
uskutecnovani procesu zmény a adaptability musi zajistit nastaveni zpusob
fizeni, ktery je flexibilni a odpovida ¢im dal vice individualizovanych potfebam
narocnych spotiebitelt. Z tohoto thlu pohledu vnimame soucasny podnik
jako celek tvoteny procesy, jejichz dynamiku je tfeba namodelovat, aby bylo
mozné predvidat vykonnost.

Systémové orientované fizeni podniku usiluje o vytvotreni tvuréich mo-
delt ,,pro budouci skute¢nosti“. Rizeni podniku je potom chépéno jako ky-
bernetickd véda, kterd se nezajimd o byti, ale o fungovani systému. (Synek,
Hoffmann & Mackenzie, 2013)

Autofi knihy (McGarvey & Hannon, 2004) doporuc¢uji pfi tvorbé modelu
fizeni organizace pouzit strategii, kterou lze shrnout do nasledujicich kroku:

1. Rozdéleni organizace na mensi, snadnéji fiditelné c¢asti.
2. Vybér vhodné techniky tvorby modelu.

3. Vytvotreni modelu.
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4. Oveéreni modelu na predpovédi historicky znamého vyvoje.
5. Formulace novych predpovédi.
6. Navrh a zavedeni zmén v organizaci s vyuzitim novych predpovédi.

Rozhodovani v podniku na vSech irovnich fizeni bylo v minulosti zalozeno
z velké casti na jejich predchozich zkusenostech. V souc¢asném proménlivém
prostiedi jsou vSak samotné zkusenosti pro kvalifikované rozhodnuti nedos-
tacujici. V prubéhu poslednich let doslo v teorii a praxi fizeni podniku k
vyznamnému vyvoji, na ktery reaguje i odborna literatura. V ¢lanku (Rebs,
Brandenburg & Seuring, 2019) autofi analyzuji odbornou literaturu z oblasti
revenue managementu z let 2004 - 2017. Zaméfili se zejména na dynamické
modelovani poptavky, optimalizaci sortimentu a controlling.

Matsumoto a Szidarovszky (Matsumoto & Szidarovszky, 2011) sestavili
neoklasicky rustovy model s produkcni funkei ve specialnim tvaru, ktery od-
povida ptredpokladu zpozdéni produkce. Na tuto praci pak navazali a jeji
vysledky prohloubili dalsi autoii (Ferrara, Guerrini & Bisci, 2013; Matsumoto
& Szidarovszky, 2013; Chen & Wang, 2014). Keller (Keller, 2010) analyzoval
moznosti aplikaci diferencidlnich rovnic se zpozdénim v ekonomické dynamice
a Tizeni.

Studie (Aglan, Lam & Ramakrishnan, 2014) se zabyva konsolidaci vyrob-
nich linek pomoci nové vytvorenych simula¢nich a optimalizacnich strategii
a formuluje optimalizacni model na bazi celo¢iselného programovani. Auto-
maticky systém fizeni vyroby a zasob, reagujici na poptavku analyzuji autoti
(Bijulal, Venkateswaran & Hemachandra, 2011). Omezenou vyrobni kapaci-
tou a snahou uspokojit zakazniky vhodnou kombinaci produkti se zabyva
publikace (Zhang, Rusmevichientong & Topaloglu, 2017).

Préce (Shorikov & Rassadina, 2013) se zabyva metodickym piistupem k
fizeni struktury produktového portfolia podniku na bazi dynamického mo-
delovéani, zohlednujici i zpétnou vazbu. Nabizeny piistup umoznuje vyvijet
feSeni zohlednujici zpétnou vazbu a spolu s informaéni podporou vytvari
optimélni strukturu produktovych rad podniku, ptispivajici k optimalizaci
ziskl a udrzeni pozadované tirovné zisku po dlouhou dobu. V (Belair & Mac-
key, 1989) byl vytvoren dynamicky model prizpusobeni ceny za predpokladu
zpozdéné reakce vyroby.

Efektivni pusobeni podniku na trhu je ptimo zavislé na dostupnosti vy-
robnich zdroju. Kvalitni informac¢ni a kvalifikované lidské zdroje pak lze
oznacit za ty nejvyznamnéjsi. Pro management podniku je nutné mit moznost
promitnout konfigurace zmén v procesech na on-line bazi do controllingovych
procesu a zavést informacni toky a metriky. V publikaci (Aghabaghery a kol.,
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2020) je navrzena novd metoda analyzy procesu, kterd vyuziva protokoly
udalosti a také informace o vyméné dat mezi organizaénimi jednotkami.

Za jednu z mnoha funkci vyrobnich i obchodnich podniku je povazovéna
problematika fizeni zasob, kterd ma pomérné casto zasadni vliv na celko-
vou vykonnost podnikani. Praveé efektivni fizeni zasob umozinuje organizacim
uspokojovat poptavku svych zdkazniku a vytvaret takové mnozstvi zasob,
které by maximalizovalo zisk a minimalizovalo naklady.

Warburton navrhl model popsany diferencidlnimi rovnicemi (Warburton,
2004) se zpozdénim pro Fizeni zdsob a objednavek, vhodny pro uplatnéni
v Tizeni vyroby; pozdéji tuto préci rozsitil a vysledky publikoval v (Warbur-
ton, 2014). Stejnému problému se o néco diive vénovali i Csik a spol. (Csik
a kol., 2010), kter{ navrhli priblizné analytické Teseni problému. S ohledem
na zpozdéni ve vyrobnim procesu sestavil Li model kontroly cen a zasob
jednotlivych komodit (Li, 2003).

Problematiku modelovani systému skladovani a distribuce, ve kterém
jsou vyrobky expedovany ze skladu hotovych vyrobku piimo zdkaznikum na
zakladé minimélnich vyrobnich, skladovacich a prepravnich nédkladu popisuje
¢lanek (Bucki & Suchédnek, 2020). Cilem prace (Aschauer, Gronalt & Mandl,
2015) je predstavit dynamicky model vztaht mezi logistickymi strategiemi
a nakladni dopravou. Dynamicky model skod zbozi, vzniklych pfi prepra-
vé zbozi od dodavatele k zadavateli objednavky popisuje (Voelkel, Sachs &
Thonemann, 2020).

Autofi (Chaudhary, Kulshrestha & Routroy, 2018) analyzovali 419 vy-
zkumnych praci tykajicich se problematiky skladovani rychle se kaziciho
zbozi, aby shrnuli jeji soucasny stav a identifikovaly sméry mozného bu-
douctho vyvoje. (Li a kol. ,2017) analyzuji maloobchodni dodavatelsko-od-
bératelsky tetézec produktu podléhajicich zkéze, v nichz obchodnik nabizi
zékaznikiim moznost ivéru. Aby doséhli maximélniho zisku, zkoumaji (Feng
a kol., 2017) vliv ceny, ¢erstvosti produktu a drovné zdsob na poptavku.

Globalizované hospodatské systémy zahrnuji slozité dodavatelské fetézce,
kde je tfeba Tidit environmentdlni a socidlni dopady v souladu s ruznymi
ocekdvanimi zucastnénych stran a zmirnovat rizika spojena s udrzitelnosti.
Clének (Rebs, Brandenburg & Seuring, 2019) poskytuje piehled dynamic-
kych modelu souvisejicich s timto tématem, systematizuje simulac¢ni modely
z pohledu systémového mysleni v daném koncepénim ramci a navrhuje postup
pii modelovani.

Koordina¢ni model pro kanadsky farmaceuticky dodavatelsky retézec zpra-
covali Weraikat a kol. (Weraikat, Zanjani & Lehoux, 2016). Analyzu vztahu
v dodavatelském fetézci provedli také autofi (Demirel, a kol., 2019), kteii se
zamérili na zakladni aspekty ruznych inventarnich a vyrobnich politik a for-
muluji navrhy pro efektivni spravu, fizeni a rozvoj dodavatelskych siti. Iden-
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tifikovat hlavni pfinosy, typy modell, pouzité nastroje a vyzkumné trendy
v oblasti analytického modelovani koordinace a integrace fizeni kvality do
dodavatelského fetézce se snazi prispévek (Cogollo-Flérez & Correa-Espinal,
2019).

Cilem préce (Govindan, Soleimani & Kannan, 2015) bylo vytvotit prehled
nedavno publikovanych védeckych prispévku z oblasti fizeni a modelovani
zpétnych uzavienych logistickych dodavatelskych tetézcu. Kvantitativni mo-
dely zpétné logistiky pro udrzitelné dodavatelské fetézce muzeme najit v
pracich (Brandenburg, a kol., 2014) a (Lozano, a kol., 2014).

Optimalizace portfolia je zasadni otdzkou vSech investoru pii nakupu
akcii. I kdyz mé kazdy investor jiné preference a jinou predstavu o optiméalnim
portfoliu danou zkusenostmi, dostupnymi informacemi, ¢i znalosti financnich
trhu, jejich spoleénym cilem je maximalizace zisku a minimalizace rizika. K
vytvoreni optimalniho portfolia mohou slouzit optimaliza¢ni modely.

V praci (Gruszka & Szwabinski, 2020) modeluji pomoci sady néstroju
z teorie pravdépodobnosti analyzovany ruzné strategie budovani financnich
portfolif v ruznych trznich podminkach. V publikaci (D’Albis & Augeraud-
Véron, 2009) se analyzuje dynamické chovani miry rustu kapitalu pomoci mo-
delu s nepretrzitym obchodovanim. Zvlastni pozornost je vénovana nékolika
realizacim tzv. vyvazeného portfolia, které ma koteny v prirozeném principu
,buy-low-sell-high“.

Funkciondlni analyzu pii modelovéni portfolia vyuziva (Li, Qu & Zhang,
2015). Butt ve své publikaci (Butt, 2019) vyuziva diskrétni pravdépodobnost
a Cui, Gao a Shi pouzivaji obdobny ptistup. V praci (Cui, Gao & Shi, 2019)
autori zohlednuji i poplatky za spravu portfolia.

Za zminku stoji, ze soucasnd literatura v oblasti matematického mo-
delovani v oblasti financi se zabyvd i modelovanim trzni frakce v oblasti
ocenovani opci (Bouchard, Deng & Tan, 2019; Guéant & Pu, 2017) a dyna-
mického portfolia (Cai, Chen & Dai, 2018; Fischer & Gallmeyer, 2016).

Autoti (Midrigan & Xu, 2014) pomoci udaju vyrobce zkoumaji roli fi-
nancnich frikei ptfi urcovani celkové produktivity vyrobnich faktoru a pro
posouzeni vlivu zmén pouzivaji dynamicky model vlivu novych technologii a
prerozdéleni kapitalovych vynosu.

Cilem prispévku (Kassim, a kol., 2016) je prezentovat systémovy dyna-
micky model jako alternativni pfistup k rychlému rozhodovani pii uré¢ovani
poplatku za prondjem budov.

(Verani, 2018) popisuje ndvrh modelu vseobecné rovnovéhy, ve kterém
podnikatelé financuji svij podnik prostfednictvim dlouhodobé smlouvy s fi-
nancnim zprostredkovatelem.

V oblasti marketingu se pouziva celd rada ekonomickych a matematickych
metod, véetné metod striktné formalizovanych a heuristickych. Vybrané me-
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tody piiblizuje publikace (Zvyagin, 2016). Clinek (Kozlovskyi, a kol., 2018)
predstavuje metodiku navrhu marketingové strategie, zalozené na kombinaci
klasickych statistickych a matematickych metod a modelu, jakoz i modernich
informacnich technologii, véetné metod inteligentni analyzy.

Pro analyzu prodeje komodit je v marketingu velmi dulezita korela¢ni
analyza. Dynamicky model korela¢ni analyzy prodeje prezentovany v (Li,
Wu & Chen, 2020) zahrnuje vybrané modely, vychdzejici z databdze casovych
fad, ktera je vytvorena pomoci databaze transakci s komoditami. Dokument
(Bockelie & Belobaba, 2017) popisuje novy model chovéni cestujicich, simu-
lujici vybéru doplikovych sluzeb ve spojeni s itinerafem letecké spolecnosti
a konkrétni tridou jizdného.

Prostrednictvim viralntho marketingu muze podnik dosahnout velké po-
zornosti spotiebitele za pouziti minimalnich financnich nékladua. Snazi se
tedy dosdhnout zvyseni prodeje, rozsitit svuj obchodni potencidl a vybudovat
urcité povedomi o konkrétni obchodni znaéce. Clanek (Reichstein & Brusch,
2019) zkouméd rozhodovaci proces jednotliveu v rdmeci virového marketingu
pomoci nového dynamického modelu.

Resersi publikaci na téma kooperativni reklamy publikovali autofi (Aust
& Buscher, 2014). Celkem identifikovali 58 védeckych praci, vyuzivajicich
matematické modelovani v této oblasti.

Nejnoveéjsi matematické metody aplikované v oblasti ekonomického mode-
lovani nam umoznuji predvidat chovani analyzovaného systému a zohlednit
sirokou 8kélu faktoru, které na chovani maji vliv (Alharbi & Naderpour,
2016; Fischer a kol., 2015; Groesser & Jovy, 2016). Dynamické modely se
tedy nyni pouzivaji napiiklad jako néastroje pro podporu manazerského roz-
hodovéni, zpracovani podnikatelskych zaméru ¢ optimalizaci vyroby (dalsi
aplikace viz. kapitola 4.3 ).
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4.4 Matematické prostiredky pro reseni
dynamickych modela

V této céasti prace budou strucné charakterizovany vybrané matematické me-
tody, které se v soucasnosti obvykle uplatnuji v oblasti analyzy dynamickych
modelu.

Pro dynamicky model je typické, ze je tvoren néjakym systémem dyna-
mickych rovnic. Jejich feseni popisuje chovani modelovaného procesu v case.
Proto byva pozadovano, aby model, tj. prislusné rovnice, mél nasledujici
vlastnosti:

1. existence feseni,
2. jednoznacnost resSent,
3. spojita zavislost na vstupnich idajich modelu.

Prvni vlastnost je naprosto nezbytna. Model, ktery by nemél feSeni, nemuze
nic modelovat — bud by modelovany déj nemohl probihat, nebo by rov-
nice byly Spatné. Pozadavek, aby existovalo feseni, vSak neznamend, ze toto
feSeni musime znat, nebo byt schopni ho nalézt. Pro projekce z modelu ¢asto
plné dostacuje matematickd analyza prislusnych rovnic (napf. s vyuzitim me-
tod kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic) nebo pfiblizné feseni nalezené
numericky (coz je dalsi duvod, pro¢ neexistuje ostrd hranice mezi modely
matematickymi a pocitacovymi). (Pospisil, 2015)

4.4.1 Reseni dynamickych modela bez zpozdéni

Vypoétem feseni (obecného nebo partikuldrniho) tzv. piimymi metodami
(kvadraturami), jejichz nejveétsi prednosti je presnost feseni a jeho analyticky
popis, lze Tesit jen velmi omezené mnozstvi diferencidlnich rovnic a s nimi
spojenych otazek. Jinymi slovy, pro fadu uloh z oblasti feSeni obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic nelze feseni urcit analyticky, tj. vyjadrit je pomoci ele-
mentarnich funkci, nebo je nalezeni presného tfeseni piilis obtizné. Jeji apli-
kovatelnost se diky tomu omezuje na izce vymezené typy rovnic, naptiklad
linearni, coz znac¢né limituje jeji vyuziti pri feSeni modelu, popisujicich realné
systémy. Zbyvajici modely, popisujici co nejvystiznéji feSeny problém, je
treba Tesit pomoci tzv. numerickych metod. Ty neposkytuji pfesné feseni, ale
jen priblizné hodnoty feseni s predem danou presnosti. V téchto ptripadech
nam metody numerické matematiky umoznuji nalézt reseni priblizné.
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Rovnici
Y :f(xay)7 (41)
v niz f je funkci dvou proménnych, nazyvame obycejna diferencidlni rovnice
1.radu, podminku
y(@o) = vo, (4.2)

kde [z, yo] € Dom(f), nazyvame pocatecni podminkou a dvojici (4.1), (4.2)
pocatecni tlohou pro obycejnou diferencidlni rovnici 1. radu.
Podobné

g™ = f@y sy ™), y(me) = vor .y V(@) = 4 (4.3)

je pocatecni uloha pro obycejnou diferencialni rovnici n-tého tadu a

dy; B
dr

je pocatecni iloha pro systém obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu.

filz,yr, - yn) (i=1,...n), yi=yo; (1 =1,...,n) (4.4)

Predpoklddejme, ze funkce f(f;) na pravych strandch rovnic zaruc¢uji jed-
nozna¢nou existenci reseni uvazovanych pocéatecénich tloh (viz. teorie dife-
rencidlnich rovnic). Jestlize y, resp. ¥ = (y1,...,yn) 0znacuje reseni dané
tlohy, pak oznaé¢me 7 (y;) pribliznou hodnotu feseni y (komponenty tesent
;). Chybou feseni na intervalu I rozumime maz {|y(x) — y(z)|,x € I}, resp.
v piipadé ulohy (4.4) pak >, mazx {|g;(x) — y(z)|,x € I}.

Pro ilustraci pouzivanych numerickych metod se omezme na pftiblizny
vypocet Feseni pocatecni ulohy (4.1),(4.2). Toto feSeni hledejme na inter-
valu I = [zg,29 + a], kde a > 0. Podminkami garantujicimi existenci a
jednoznacnost Teseni nasi ulohy jsou spojitost a lipschitzovskost funkce f

v obdélniku
D ={[z,yl € R? : x € [z, 30+ al,y € [yo — b,yo + b} C Dom(f)
pro dostatecné velké b. Druha z podminek znamena, ze na obdélniku D plati:

|f(x,y1) = f(x,y2)| < L|y1 _y2|7

pricemz konstanta L > 0 se nazyva Lipschitzova.
Z 1. predpokladu dale, mezi jinym, plyne existence konstanty M > 0
takové, ze
[f(z,y)| < M, [z,y] € D

a ze druhy predpoklad se da zajistit podminkou

’M' <L, [r,y] € D.

oy
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Eulerova (polygonalni) metoda

Jde o nejjednodussi a historicky nejstarsi numerickou metodu pro feseni di-
ferencidlnich rovnic. Vychazi z nazorné geometrické predstavy - aproximace
integralni krivky diferencidlni rovnice lomenou carou. Tuto lomenou caru
(polygon) je mozné odvodit vice zpusoby. Napiiklad takto:

e Interval I rozdélime délicimi body zo < 1 < ... < x, = 2o + a na
n podintervala, délek h; = z; — ;1 (i =1,...,n);

e Na téchto intervalech postupné konstruujeme lomenou spojitou ¢aru,
tvofenou tuseckami vychazejicimi z bodu [z;,y;] se smérnici f(x;, ;)
(1=0,1,...,n—1);

e Oznacime-li Yy = yo, Y7,...,Y, takto vypocitavané koncové body
téchto usecek, pak
Vi =Yi1 + i f(xp-1, Y1) (B =1,2,...,n). (4.5)

Pro odhad nepfresnosti v j-tém bodé pfti ekvidistantnim rozlozeni délicich
bodu plati

Y~ ylay)| < o (14 hLY 1]

kde N > 0 je konstanta, pro niz na obdélniku D plati

f (z,y) n of (z,y)
ox oy

flz,y)| <N

a L > 0 je Lipschitzova konstanta funkce f na obdélniku D. Aproximace
hodnoty teSeni naseho problému v délicim bodé bude tim presnéjsi, ¢im veétsi
pocet délicich bodu pouzijeme a ¢im bliz budeme délicim bodem pocatecnimu
bodu [z, yo] (Novotna & Puza, 2015).
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Metoda Runge-Kutta

Presnéjsi vysledky prinasi pii stejném poctu uzlovych bodu metoda Runge-
Kutta a jeji modifikace.

Obecny tvar s-stupniové explicitni Rungovy-Kuttovy metody je

Tapn =3+ 0 bK; (4.6)
j=1
kde koeficienty Kj,7 =1,...,s, jsou urceny vztahem
j—1
K= f(t:+ hej,mi+ h Y ajpky), (4.7)
k=1

a kde koeficienty b;, ¢; a a;j, definuji konkrétni metodu. Pti samotném vypoctu
postupujeme tak, ze nejprve spocitame koeficient K, pak K5 pomoci K7, koe-
ficient K3 pomoci K; a Ko,..., az nakonec K, pomoci vSech predchozich.
Dosazenim do 4.6 dostavame hodnotu ;1.

Nejznameéjsi Rungova-Kuttova metoda je stupné 4 ve tvaru. Pii oznaceni
stejném jako u Eulerovy metody,(Yy = yo), hodnoty Y; (i = 1,2,...,n)
vypoctéme postupné pomoci formuli

h . . ) .
Yi=Yia1+ E(ki + 2k} + 2K, + k), (4.8)
kl1 = f(%—hyi—l)a
; h; L
ky = f(xion + =, Yio1 + zhiky),

2 2
i h; 1.,
ky = fzio+ o Yie + Shiks),
2 2
. 1 .
ky= f(zios +hi, Vi + éhzkg)
Hodnotami (z;,Y;) (i = 0,1,...,n) je FeSeni nasi ilohy aproximovano

presnéji nez v predchozim ptipadeé.

Tato konfigurace koeficientu byla velmi oblibend v dobé, kdy se jesté
bézné nepouzivaly samocinné pocitace, protoze se vzhledem ke své jednodu-
chosti jevi jako dostatecné presna. Pravé vlivem rozvoje v oblasti vypocetni
techniky tato metoda v dnesni dobé ztraci na popularité. Do poptedi se nao-
pak dostaly metody vyssich stupnu s mnohem vétsim narokem na vypocetni
pozadavky, ale o to presnéjsi tyto metody jsou.

Odhady nepfresnosti jsou vsak jak slozité, tak ,hrubé“ (Novotnd & Puza,
2015).
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Metoda postupnych aproximaci

Vedle vyse uvedenych metod majicich vyrazné lokalni charakter se zejména
v teoretickych tvahach o jednoznacné fteSitelnosti diferencialnich rovnic a
obecnéjsich tloh funkciondlni analyzy pouziva metoda pevného bodu, kterou
lze v kombinaci s principem apriorniho odhadu vyuzit jako globalni na celém
uvazovaném uzavieném intervalu zkoumaného feseni.

Na rozdil od fady aplikaci v ruznych oblastech matematiky (feseni line-
arnich systému, vypocet nulovych bodu,...) vSak pro vypocet feSeni okra-
jovych tloh diferencidlnich rovnic metoda postupnych aproximaci vyuzivana
neni.

Metoda postupnych aproximaci se opira o tzv. Banachovu vétu o pevném
bodu (véta o kontrakeci, Banachova véta). Uvedme ji, pro ilustraci, v ele-
mentarnim tvaru - pro vypocet korene funkce jedné proménné:

Véta 4.1 Necht g je spojitou funkci zobrazujici uzavieny interval [a,b] do
sebe. Pak ma g alespon jeden pevny bod.

Je-li navic g kontraktioni (tj. |g(x) — g(y)| < q|z — y| pro kazdé x,y z in-
tervalu [a,b] a q € [0,1)), pak g md v intervalu [a,b] jeding pevny bod. Pak
pro libovolnou pocdtecni aprozimaci 9 € [a, b] je posloupnost {x(k)}:il de-
finovand rovnosti

g® ) = (™) k=0,1,2,... (4.9)

konvergentni a limy_, 4o ™ = & je pevny bod funkce g. (Bachman € Narici,

2000)

Poznamka 1 Jestlize ma funkce g na intervalu [a,b] prvni derivaci ohra-
nicenou ¢islem ¢, tj. |g'(x)| < ¢ pro kazdé z € [a,b] a ¢ € [0,1), pak je g
kontraktivni na [a, b].

Analogicky, za nize uvedenych predpokladi plati nasledujici tvrzeni o ,lokalni“
fesitelnosti pocatecni tlohy (4.1), (4.2):

Véta 4.2 Necht na obdélniku D = [xg, o + a] X [yo — b,yo + b] je funkce
f spojitd a lipschitzovskd a oznacéme M = maz {|f(x,y)|, [z,y] € D}, L -
lipschitzovskd konstanta a o < min(a, %)

Pak posloupnost

Yo(®) = yo, yx(x) = yo + /m ft,ye_1(t))dt, k € N

(tzv. posloupnost postupnijch aproximaci) pro dostatecné malé o konverguje
stejnomérné na intervalu [zo, To+ ] k Feseni y = y(x) problému (4.1), (4.2).
Pro odhad chyby k-té aprozimace teseni na intervalu [xq, xo + ] plati
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Ma (La)*

ly(r) — yr(x)] < 1 Ta

Jak je déale uvedeno v kapitole 5, lze tuto metodu za tomu odpovidaji-
cich predpokladu pouzit i pro numericky vypocet feseni diferencidlnich rovnic
na celém uvazovaném intervalu feseni I a vySe uvedenou posloupnost jeho
postupnych aproximaci ziskavat feSenim uvedené posloupnosti tiloh prostied-
nictvim ekvivalentni posloupnosti diferencialnich rovnic

Ye(x) = (@, ye—1(2)): ye(z0) = vo, (4.10)

pficemz muzeme volit yo(z) = yo na intervalu /.

V kazdém kroku reseni puvodni tlohy metody postupnych aproximaci tak
fesime danou pocéatecni tlohu pro jednodussi diferencialni rovnici a k jejimu
feSseni je obvykle nezbytné pouzit numerické feseni. Tak ziskavame nume-
rické reseni puvodni 1lohy. Sama realizace tohoto procesu je pritom spojend
s omezenimi danymi vypocetni technikou (Novotna & Puza, 2015). Uvedeny
a nasledné v kapitole 5 oduvodnény postup je pritom pouzitelny jak pro
ulohy bez zpozdéni, tak i se zpozdénim.

Pro porovnani ptesnosti uvedenych metod a jejich ilustraci v nejjed-
nodussim piipadeé - pro diferencialni rovnici bez zpozdéni, byly pomoci soft-
ware Maple feseny nasledujici tii ulohy. Ulohy byly feseny metodou piimou,
metodou Runge-Kutta (RKF45) a metodou postupnych aproximaci, pficemz
metoda postupnych aproximaci byla pouzita dvakrat — jednou byly dil¢i
kroky feseny piimou metodou, podruhé opét pomoci metody Runge Kutta.
Metoda postupnych aproximaci je vzdy zahajena konstantni funkci. Jednot-
liva teseni a graf velikosti odchylky numerickych feseni od ptimé metody byly
pro srovnani znazornény graficky.

Piiklad 4.1 UvaZujme na intervalu [—1;2] obycéejnou diferencidlni rovnici
s pocdatecni podminkou

y'(t) = 5t — 2y(t), y(0) = 2.

Piiklad 4.2 UvaZujme na intervalu [—1;1] obycéejnou diferencidlnd rovnici
s pocdtecni podminkou

(y(z) + 2cos(z))sin(x)
cos(x)

y(z) = » y(0) = 2.
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Obr. 4.1: Priklad 1 - feSeni a chyby, zdroj: vlastni zpracovani

Priklad 4.3 Uvazujme na intervalu [—0.6;0.6] obyéejnou diferencidlni rov-
nict s pocdtecni podminkou

y(z) = , y(0) = 2.

7 podrobné analyzy soucasnych moznosti numerickych metod feseni okra-
jovych tloh (nejen pocatecni) jak obycejnych diferencidlnich rovnic bez zpoz-
déni, tak se zpozdénimi, a z porovnani omezeni jejich pouzitelnosti i presnosti

vypoctu plyne potieba dané metody zpresnit, doplnit oblast jejich pouzitel-
nosti a pripadné odvodit univerzalnéji pouzitelny novy postup feseni.
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4.4.2 Reseni dynamickych systémi se zpozdénim

Dynamické modely se obecné popisuji pomoci obycejnych diferencidlnich rov-
nic, pripadné integro-diferencidlnich rovnic a takovych rovnic se zpozdénimi
nebo obecnéji s odklonénymi argumenty.

Vsechny v této praci uvedené (a mnohé dalsi) jsou zvlastnimi piipady
tzv. funkcionalnich diferencialnich rovnic. Po prudkém rozvoji teorie a apli-
kaci obycejnych diferencidlnich rovnic se od 19. stoleti, zacinaji objevovat
ulohy, které z této oblasti vybocuji. Postupné se objevuji modely, pii jejichz
zkoumani je nutné respektovat nejen vliv faktoru vstupujicich do déje v case
t, ale je nutné zohlednit i idaje predchazejicich ¢asovych intervalu.

Konkrétni tlohy souvisejici s fadou nové se objevujicich modelu fesili po-
moci diferencialnich rovnic s odklonénym argumentem jiz L. Euler a M. Kon-
dors, ale intenzivnéjsi snahy o feSeni téchto tloh se objevuji az ve dvacatém
stoleti a spojujeme je predevsim s praci V. Volterry.

Pred nékolika desitkami let se nejvétsi usili védcu pti feseni ekonomickych
problému zminénych v predchozich odstavcich zamérovalo na analyzu mo-
delu popsanych pomoci obycejnych diferencialnich rovnic. Aby v8ak bylo
mozné zkoumat vlastnosti modelu lépe odrazejicich realitu, bylo nutné vzdat
se tradi¢niho vyjadfeni pomoci obycejnych diferencialnich rovnic a zacit vy-
uzivat modelu vyjadfenych obycejné diferencialni rovnice se zpozdénimi.

Ve starsich pracich (napf. Euler ¢i Tinbergen) lze najit unikatni postupy
numerického feseni téchto konkrétnich problému, které vsak nelze univerzéalné
vyuzit pro jiné ilohy. Mezi prukopniky v této oblasti se v 18. stoleti radili La-
place a Condorcet (Gorecki & Fuksa, 1989; Duncan, 1986). Unikatni, ale izo-
lované postupy lze najit i v souc¢asnych publikacich (Forrester, 2013). Védecky
pokrok a nové moznosti vyuziti vypocetni techniky po prvni svétové vélce
vyvolaly potiebu se témito problémy zabyvat intenzivnéji.

K rychlému rozvoji teorie diferencidlnich rovnic se zpozdénim piispél
N. Minorsky na ptrelomu 30. a 40. let 19. stoleti. Zaklady teorie stability
oby¢ejnych diferencialnich rovnic s odklonénymi argumenty byla propra-
covana Pontryaginem v roce 1942. Po druhé svétové valce doslo k rychlému
rozvoji této teorie a jejich aplikaci.

Néasledné se pak objevuji dalsi prace vénované teorii funkcionalnich dife-
rencidlnich rovnic (monografie Bellman & Cooke, 1965; Elsgolts & Norkin,
1973; Hale, 1977; Pinney, 1958).

Vyvoj teorie vyznamné ovlivnily prace A.D. Myskhise (Bernfeld & Lak-
shmikantham, 1974; Kolmanovskii & Myshkis, 1992; Myshkis, 1971) a spo-
lecné prace R. E. Bellmana s dalsimi autory (Bellman & Danskin, 1954;
Bellman & Cooke, 1965).

Za nejstarsi numerické metody urcené k tesSeni diferencialnich rovnice se
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zpozdénym argumentem, kterou lze tesit Sirsi skdlu tloh, 1ze oznacit metody
kombinujici jiz zndme postupy feseni pro rovnice bez zpozdéni (napi. Eu-
lerovy metody a metody Runge-Kutta), (Ascher & Petzold, 1995; Cryer &
Tevrnini 1972; Mechee, a kol., 2013) a Bellmanovu metodu kroku (Bellman &
Cooke, 1965). Tato metoda vyuziva znalosti feseni na intervalu predchazejicim
¢as t. Jedno takové dil¢i teseni pak nazyvame jednim krokem.(Marusiak &
Olach, 2000; Ralston & Rabinowitz, 1978).

7 dalsich zpusobu feSeni lze zminit predev§im Laplaceovu transformaci
(viz. napt. (Kalmar-Nagy, 2009; Yi a kol., 2006), jejiz hlavni myslenkou je
ziskat pomoci Laplaceovy transformace algebraickou rovnici, vyresit ji a po-
moci zpétné transformace ziskat puvodni Teseni.

Déle byly pro teseni diferencidlnich rovnic s odklonénym argumentem
vyuzity naptiklad metody vyuzivajici rozvoj hledaného feseni do Taylorovy
fady (Zwerkin, 1965), kubické splajny (Netravali, 1973), relaxac¢ni metody
WR (waveform relaxation) (Lelarasmee a kol., 1982; Skeel, 1989).

V 80. letech 20. stoleti vénovali K. L. Cooke a J. Wiener cyklus ¢lanku
vyvoji teorie diferencidlnich rovnic s po castech konstantnim argumentem
(viz. (Cooke & Gyori, 1991; Cooke & Gyori 1994)), v nichz se autofi zminili
o obtiznosti TeSeni takovych rovnic, a konkrétné o problémech spojenych
s numerickymi vypocty diferencialnich rovnic se zpozdénimi pojednava i pu-
blikace brnénského profesora Z. Pospisila (Pospisil, 2004).

Dostupna literatura o tesitelnosti systému diferencidlnich rovnic se zpoz-
dénymi argumenty obsahuje fadu vysledku uzitecnych pro praxi. Obsahlou a
komplexné provedenou analyzu takovych rovnic lze najit zejména v (Azbelev,
2001; Azbelev a kol., 2002; Azbelev, a kol., 2007; Bellen & Zennaro, 2013;
Bernfeld & Lakshmikantham, 1974; Kanth & Murali, 2018) a (Bobalova &
Mandések, 2007; Kiguradze & Puza, 2003; Kiguradze, 1997a; Manasek, 2007;
Kolmanovskii & Myshkis, 1999) a tam citované literatufe. Podrobné jsou
studovany podminky fesitelnosti, tj. existence a jednoznac¢nosti, uvedenych
uloh jak obecnych, tak specidlnich, podminky jejich korektnosti (tj. malé
zavislosti feSeni na ,malych“ zménach pocateénich podminek a parametru,
nezbytné k numerickému feseni), podminky nezdpornosti feseni a dalsi.

Systematickému popisu metod konstrukce teseni tloh se zpozdénimi a
analyze jejich pouzitelnosti, podobné podrobné jako je tomu u ,klasickych*
obycejnych diferencialnich rovnic neni vénovana dostateéna pozornost, s vy-
jimkou prace (Bellen & Zennaro, 2013), vyuzivajici modifikaci Runge-Kuta
slokdlnich“ metod konstrukce Feseni rovnic se zpozdénim a (Gelashvili & Ki-
guradze, 1995), obsahujici odvozeni diferen¢nich schémat aplikaci globalniho
pristupu v ramci teorie Carathéodory.

Nékteii autofi se v soucasné dobé demonstruji, ze pravé kategorie dife-
rencialnich rovnic se zpozdénym argumentem je vhodna k popisu dynamiky,
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v niz maji minulé stavy vliv na aktudlni stav systému (napi. Asea & Zak,
1999; Collard a kol., 2008; Doepke a kol., 2015; Hale & Verduyn Lunel, 1993).
Diferencialni rovnice se zpozdénim byly vyuzity k popisu periodického
a aperiodického chovani ekonomickych proménnych v publikacich, jako jsou
(Belair & Mackey, 1989;; Howroyd & Russell, 1984; Li, 2003; Matsumoto &
Szidarovszky, 2011; Matsumoto & Szidarovszky, 2012; Zhang a kol., 2012).

Dynamické prostredi keynesidanskych modelu, v minulosti charakterizo-
vané prevazné diferenénimi rovnicemi, bylo v pracich (Guerrini a kol., 2018;
Naimzada & Pireddu, 2014a; Naimzada & Pireddu, 2014b; Naimzada & Pi-
reddu, 2015) popsano také nelinedrnimi modely vyuzivajicimi diferencidlni
rovnice se zpozdénim.

Z dalgich pripadu, kdy je v ekonomii respektovani ¢asového zpozdéni
jednim z dulezitych faktoru, muzeme jmenovat modelovani finanénich sys-
tému. Na tento fakt poukazuji Ranjan a Bhardwaj (Ranjan & Bhardwaj,
2015a; Ranjan & Bhardwaj, 2015b). Rizeni ekonomického systému v pod-
minkéach nejistoty pomoci klouzavého rezimu tizeni studovali Wang, Huang
a Shen (Wang a kol., 2012).

4.5 Zhodnoceni souc¢asného stavu
védeckého poznani

Jak vyplyva z predchozich odstavcu, fizeni podniku se stalo komplexnim
problémem, nebot na podnik lze pohliZet jako na systém, ktery si lze prestavit
jako skupinu jednotek, které jsou na sobé vzajemné zavislé, vzajemné se
ovliviuji a zaroven tvori jednotny celek. Stejné jako v pripadé jinych systému,
musi jeho ¢ésti fungovat koordinované, aby fungoval cely systém — v nasem
pripadé aby byl zajistén uspésny provoz podniku. Z toho plyne, Ze vzajemné
propojeni je tieba tidit.

Jednim ze zékladnich ryst dynamickych modelt v ekonomii a fizeni pod-
niku, vytvarenych v soucasné dobé, jsou casova zpozdéni. Je to dusledkem
toho, ze vétsina jevu, vyskytujicich se v komplexnich ekonomickych systémech
v realném svété, nemé okamzity ucinek, ale objevuje se s urcitym zpozdénim.
Tato zpozdéni mohou byt ruznych typu a mohou nabyvat ruznych forem.
Soucasny vyzkum ekonomické dynamiky smétuje k vyuzivani obycejnych di-
ferencialnich rovnic se zpozdénymi argumenty. Je tomu tak proto, ze nékteré
ekonomické jevy nelze vycerpavajicim zpusobem pomoci obycejnych dife-
rencialnich rovnic nalezité popsat.

Z predchozi analyzy prosttedku k matematickému vyhodnocovani dyna-
mickych modelu se zpozdénimi také vyplyva, ze schazi dostatecné Siroky
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systematicky aparat k realizaci numerickych vypoctu, ktery by soucasné ne-
byl zavisly pouze na specializovanych softwarovych aplikacich a mohl byt
pouzivan vsude tam, kde je k dispozici jakykoliv program pro numerické
feSeni pocatecni tdlohy pro obycejné diferencidlni rovnice a jejich systémy.

V soucasné dobé se numericky vypocet feSeni diferencidlnich rovnic a
jejich systému realizuje s jiz neodmyslitelnou vypocetni technikou. Velmi
bohaty je software dovolujici vypocty konkrétnich feseni obycejnych dife-
rencidlnich rovnic a jejich systému bez ,odklonéného* (tj. bez zpozdéného
nebo predchézejiciho nebo obecné odklonéného) argumentu. Numericky 1ze
resit celou fadu dalsich kvalitativnich otazek, véetné napt. oblasti stability
feseni, vypoctu feseni obecnéjsich okrajovych tloh nez jen pocatecni (napf.
2 - bodové, spec. periodické), a to s pozadovanou presnosti. Pro obycejné
diferencialni rovnice a jejich systémy se zpozdénimi je takovy software pod-
statné omezenéjsi a neni jesté vybaven takovymi algoritmy, které by umoznily
le¢ nedostacujici, software soucdsti nakladnych softwarovych baliku, napt.
Maple nebo MATLAB.
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Kapitola 5

Novy postup konstrukce reseni
modelu dynamickych systému
v ekonomice a rizeni podniku

Matematické modely dynamickych procesu v podnikové ekonomice jsou ztej-
mé za urcitych podminek, které si v dalsim textu jesté upresnime, zvlastnimi
pripady dynamickych systému. V této kapitole bude popsan novy obecny
postup feSeni dynamickych systému, vyjadienych diferencialnimi rovnicemi
se zpozdénimi, které mohou byt vyuzity pro popis fady uloh z oblasti dyna-
mického modelovani v ekonomice a fizeni podniku.

Baze nového postupu numerického feseni nelokalnich okrajovych tloh pro
systémy diferencidlnich rovnic se zpozdénymi argumenty, pouzitého v praci,
se opira o aplikaci rozsitené klasické Banachovy véty o pevném bodu (Kol-
mogorov & Fomin,1975), o princip apriorniho odhadu feseni okrajovych tiloh
funkcionalnich diferencidlnich rovnic a jistou specifickou vlastnost operatoru
Volterrova typu, k nimz pravé strany rovnic se zpozdénimi patii - viz. A a nize
postupné uvadéna literatura. Podrobné odvozeni a zduvodnéni pouzivanych
postupt je také obsahem teoretické ¢asti monografie (Skapa & Novotna,
2019).

V této kapitole uvedend matematické tvrzeni (Véty) lze rozdélit na dveé
skupiny. V prvni skupiné jsou Véty prevzaté ze specializované matematické
literatury (viz. jejich citace), dovolujici ziskat v potiebné podobé zdkladni
informace o fesitelnosti uvazovanych tloh. Druhou skupinu tvoii Véty, jejich
nejcastéji v aplikacich pouzivané Dusledky a v Poznamkach zpresnéni vlast-
nosti nového metodického postupu ke konstrukei feseni uvazovanych tloh,
které jsou na rozdil od tvrzeni z predchozi skupiny plné dokazovany.

62



5.1 Matematicky popis modelti dynamickych
systému se zpozdénim v ekonomice
a Tizeni podniku

V matematickych modelech procesu v oblasti ekonomiky a tizeni podniku ob-
vykle, spolu s vlivem uvazovanych proménnych se zpozdénim, tyto proménné
figuruji i bez zpozdeéni, tj. s okamzitym vlivem v ¢ase ¢, navic ¢asto s linedrni
zavislosti. Soucasné jsou nejcastéji zvazovana feSeni takovych dynamickych
systému, nabyvajicich v daném ¢ase (obvykle pocétek) predem danych hod-
not, tj. spliujici tzv. Cauchyovy (pocateéni) podminky. Takové matema-
tické modely odpovidaji systémum diferencialnich rovnic obsahujicim linedrni
cast bez zpozdéni a okrajovym podminkdm Cauchyova typu. Specifikace
tvaru dynamického systému a okrajovych podminek usnadinuje jak ziskani
potiebnych podminek fesitelnosti tloh, tak pouziti popsanych postupu feseni
v konkrétnich ptipadech.

Pouziti diferencialnich rovnic se zpozdénim nam pii konstrukci mode-
lu umoznuje vyjadrit ,vliv paméti“ (historie) jednotlivych velicin a jejich
vzajemnych vazeb. Muze se jednat o vlastnosti samotného systému nebo
o zasahy z vnéjsiho prosttredi.

V matematickych modelech ekonomickych dynamickych systémiu se casto
vyuzivaji diferencidlni rovnice a jejich systémy, jejichz teSeni, vyhovujici jis-
tym podminkdm, modeluje chovani popisovanych veli¢in v case t. Obecné se
jedna o ulohy o fesitelnosti, vlastnostech, pripadné konstrukci feseni systému
obecné nelinearnich obycejnych diferencialnich rovnic

2i(t) = filt,x1(t), ..., 2.(t) (i =1,...,n), (5.1)

splnujici tzv. obecné okrajové podminky
Hi(xy,...,2,)=0(i=1,...,n), (5.2)
v nichz funkce fi,..., f, a tzv. funkcionaly Hi, ..., H, splnuji v teorii téchto

uloh oduvodnéné pozadavky. Pouzijeme-li, jako v tivodu, vektorového zapisu,
lze tuto tzv. okrajovou ulohu (5.1), (5.2) zapsat ve tvaru

a'(t) = f(t,z(t)), H(z)=0. (5.3)

Poznamenejme, ze jak je znamo z teorie diferencialnich rovnic, kazda di-
ferencidlni rovnice (systém) vyssiho fadu je vyjadritelnd (vyjadritelny) od-
povidajicim systémem (5.1) a okrajovou podminkou pro studované feseni ve
tvaru (5.2). Studium uloh pro diferencidlni rovnice (systémy) vyssich radu
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v puvodnim tvaru pfitom muze vést k snaz§imu a podrobnéjsimu ziskani
popisu Feseni. Pro nase icely vsak budeme uvazovat ilohy (5.1), (5.2) a to
v obvykle pouzivaném ¢asovém intervalu [t;, t,| pro dostatecné velké t¢,.

Poznamenejme také, ze zvlastnimi piipady systému (5.1) jsou linedrni
systémy

zi(t) = pu(t)z1(t) + ..+ pin(t)zn(t) +g:(t) (1 =1,...,n), (5.4)

a zvlastnimi pripady okrajovych podminek (5.2) podminky obecné linedarni,
linedrni Cauchyova typu (5.10), po¢atecni

xi(to) = co; (1 =1,...,n), (5.5)

2-bodové linearni

l’z(to) = bilfL‘l(tl) + ...+ bznZEn(tl) + Co; (Z = ]_, e ,TL), (56)

kde tg,t1 € [t;,t,] libovolné a jejichz zvlastnim piipadem jsou jak podminky
pocatecni (pii b;; = 0), tak tzv. periodické (pii tg = t;, t1 = t,, by = (53 a
coi = 0 pro v8echna i,j = 1,...,n) a dalsi. Tomuto linedrnimu systému a
uvedenym okrajovym podminkam odpovidaji vektorové zapisy (5.15) a

z(t)) = co, resp. x(t;) = Bx(t,) + co.

Jak jiz bylo uvedeno, vytvotit matematicky model dynamického systému,
ktery vystizné popisuje jeho dynamiku podnikovych procesu, je obtizné mimo
jiné proto, ze v mnoha realnych systémech narazime na problém zpozdéni
vlivu nékterych z modelovanych velicin.

Vhodnym prostredkem pro matematicky popis téchto vztahu jsou prave
funkcionalni diferencialni rovnice, jejichz velmi specidlni ¢asti je i teorie dife-
rencialnich rovnic se zpozdénymi argumenty. Hlavni vyhoda téchto modelu
spociva v moznosti simulacnich experimentu, které se zamétruji na vliv zmén
parametru zahrnutych v modelu na chovéani sledovanych proménnych.

Soustfedme se nyni na zvlastni pifpady systému funkcionalnich dife-
rencidlnich rovnic, nejdiive na tzv. systémy diferencidlnich rovnic s kon-
stantnim zpozdénim (uvazovat lze i s vice a nekonstantnimi zpozdénimi nebo
obecnéji s ,odklonénymi* argumenty)

zi(t) = fi(t,z;(t = A), ...z, (t—A)) (i=1,...,n),

respektive tzv. linearni systémy diferencidlnich rovnic s konstantnim zpozdé-
nim

‘T;(t) =piu(B)xi(t — A) + ..+ pin(t)2n(t — A) + goi(t) (i =1,...,n),
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kde A > 0 a pripadné na systémy obsahujici jak komponenty feSeni se
zpozdénim, tak bez zpozdéni. Vzhledem k této nové situaci je tieba znat
chovani feseni ,pred“ aktualnim casem t. Proto musi byt podminky chovani
feseni doplnény o tomu odpovidajici udaj, o ,historii“ feseni prot € [t;—A, t;)
napiiklad ve tvaru

zi(t) = hi(t) prot € [t, —Aty) (i=1,...,n),

kde funkce hq, ..., h, jsou spojité na uvedeném intervalu. Tomu, pfi pouziti
vektorového zapisu, odpovidaji systémy obycejnych diferencialnich rovnic
s konstantnim zpozdénim A

2() = f(t,a(t — A)), resp. 2'(8) = P(Da(t — A) + golt)
doplnéné podminkou
z(t) =h(t) prot € [t; — At)).

Pokud budeme v uvazovaném modelu pozadovat spojitou navaznost feseni
na funkei h, ktera ,historii“ feseni popisuje v case t < t;, pak obecné okrajové
podminky, ptipadné jejich zvlastni pripady piejdou pouze do tvaru Cauchy-
ovy pocatecni podminky

w(t) = h(t),

respektive
x(t) = h(t) prot € [t; — A, t].

Jestlize ptipustime i nespojity prechod od funkce h popisujici ,historii“
feSeni pred ¢asem t; k feSeni x uvazovanych systému diferencialnich rovnic na
intervalu [t;, t,], muze mit funkce x vyhovujici okrajové podmince H(z) =0
a podmince x(t) = h(t) t € [t; — A, ;] v bodé t; nespojitost typu skoku.

Obecnéji, v praci uvedend matematicka tvrzeni jsou proto formulovana
jak pro linedrni, tak nelinearni systémy obycejnych diferencialnich rovnic se
zpozdénimi na intervalu [, t,] ve tvaru

Z'(t) = P(t)z(t) + Z P(t)x(r:(t)) + go(t), (5.7)

resp.

v'(t) = P()x(t) + f(t, 2(na(1)), . 2(7s(1))), (5-8)

kde funkce 7; (i = 1,...,s) jsou tzv. zpozdéni (tj. 7;(t) <t pro t € [t;,t,] a
i=1,...,s) anavic

x(t) = h(t) pro t < 1, (5.9)
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pticemz P a P; (i = 1,...,s) jsou maticové funkce tddu n, g je vekto-
rova n-dimenzionalni funkce, f je n-dimenzionalni vektorova funkce 1+ s-n
proménnych, h je vektorova n-dimenzionalni funkce. Spolu s témito systémy
diferencidlnich rovnic pozadujeme, aby jejich feSeni splihovalo tzv. linedrni
okrajové podminky Cauchyova typu

x(to) = lo(l‘) -+ Co, (510)

kde ty € [ti,t,], lo je linedrni vektorovy n-dimenziondlni funkcionél a ¢y je
konstantni vektor dimenze n.

Specificky charakter téchto tzv. okrajovych uloh (5.7), (5.9), (5.10) resp.
(5.8), (5.9), (5.10) pro systémy se zpozdénymi (obecné odklonénymi) argu-
menty je pfitom vhodnéjsi pro nase ucely interpretovat ve tvaru

(1) = P(t)z(t) + Z xr(m() ()2 (7] (1) + g(t), (5.11)

kde
9(t) = g0(t) + D_(1 = xa(m(®) ) P(DA(7i(1))
¢ 7(t) proT(t) € 1
(t) = (t=1,...,s)
tipro 7(t) <t
resp.

o'(t) = P)x(t) + f(t xi(n(8)z(r0(t) + (1 = xa(r($) M1 (), - .,
X1(m1()2(7)(8)) + (1 = x1(7:(1))h(7s(1))),
(5.12)
a soucasné okrajovou podminku (5.10) doplnit o podminku (5.9) - t.j. o popis
feseni x vlevo od bodu ¢; na

x(to) = lo(x) + co, x(t) = h(t) prot <t (5.13)

Ziejmé zvlastnim piipadem obecné nelinedrniho systému (5.8) je linedrni
systém (5.7) - staci polozit

Ftam),. . x(r(t) = > PB)a(n(t) + go(b).
i=1
Spoleénymi zvlastnimi ptipady jsou linearni systémy s jednim zpozdénim
2'(t) = P(t)z(t) + Pi(t)z(7(t) + g0(t), (5.14)
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resp. bez zpozdéni
o' (t) = P(t)z(t) + g(t), (5.15)

a zvlastnim piipadem nelinearniho systému (5.8) s vydélenou linedrni ¢asti
je systém obycejnych diferencidlnich rovnic ve tvaru

Z'(t) = P(t)x(t) + f(t,x(t)). (5.16)

Zvlastnim pripadem podminek (5.13) je napfiklad pocateéni (Cauchyova)
podminka
x(tg) = co, x(t) = h(t) prot <t (5.17)

nejcastéji pouzivana v praxi, periodickd okrajova podminka
z(t;) = x(t,), z(t) = h(t) pro t < t, (5.18)

linedrni 2-bodova, pripadné m-bodova podminka, integralni podminka a dalsi.

Ptresto, ze obecnd matematicka ¢ast iivah prirozené vyuziva co nejobec-
nejsich predpokladu o charakteristikach uvazovanych matematickych mo-
delu tzv. okrajovych tloh (5.7), (5.9), (5.10), resp. (5.8), (5.9),(5.10) - le-
besquovska integrabilita maticovych funkei P, P; (i = 1,...,s) a vektorové
funkce g, méftitelnost zpozdéni 7; (i = 1,...,s) , carathéodoryovskost vek-
torové funkce f, spojitost a ptripadné ohranicenost vektorové funkce h a li-
nearita funkciondlu [y, stac¢i v ivahach o ekonomickych modelech pouzit jen
zvlastni pripady téchto obecnych moznosti.

V konkrétnich matematickych modelech ekonomickych dynamickych pro-
cesu v podnikovém Fizeni jsou na intervalu I = [t;,¢,]

- koeficienty maticovych funkci P, P; (i = 1,...,5s) a vektorové funkce go
resp. g spojité a nebo ,po dstech“' spojité a h spojitd a prip. ohranicend
prot <1

- zpozdeni Ti(t) = t — Ay(t), kde A; jsou nezdporné a spojité nebo po
castech spojité funkce (i =1,...,5s)

- komponenty vektorové funkce f jsou vzhledem kt spojité nebo po c¢dstech
spojité a vzhledem k x spojité

- linearni vektorovy funkciondl ly budeme uvaZovat v m-bodovém tvaru
> s Bix(ty), kde By (j = 1,...,m) jsou ctvercové matice rddu n
redalnych cisel at; <t; <ty <...<t, <t,.
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Obr. 5.1: ,Hladka* kiivka spojité navazujici na historickou funkci, zdroj:
vlastni zpracovani
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Obr. 5.2: Krivka s ,hroty“ spojité navazujici na historickou funkci, zdroj:
vlastni zpracovani

V pripadé ,jen“ po ¢astech spojitych komponent systému je grafem kazdé
komponenty feseni na intervalu [t;,t,] spojitda kiivka, kterda zde muze mit
neprazdnou (v pripadé splnéni predpokladu ekonomickych dynamickych mo-
deli kone¢nou) mnozinu bodu, v nichz nelze konstruovat tecny, tzv. ,hroty“.
Toto feSeni ilustruje obrazek 5.2.

Poznamka 2 Piipad, kdy A; (i = 1,...,s) jsou kladné konstanty (nuly),
popisuje systémy s konstantnimi zpozdénimi (bez zpozdéni).

Poznamka 3 Pii [y = 0 je podminka (5.10) Cauchyovou (pocéte¢ni) pod-
minkou, ptitg =t, m=1,t, =t,, By = FE a cy =0 je m-bodovd podminka
(5.10) zvlastni 2 bodovou tzv. periodickou okrajovou podminkou.

'Funkci ¢ budeme nazyvat po &astech spojitou na intervalu I, je-li na intervalu I
omezend a ma zde nejvyse koneény pocet bodu nespojitosti.
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Obr. 5.3: Po ¢astech spojita kiivka spojité navazujici na historickou funkei,
zdroj: vlastni zpracovani

Soucasné s mirou obecnosti predpokladu pozadovanych po pravé strané
uvazovanych systému diferencidlnich rovnic (5.7), resp. (5.8) je vdzan i cha-
rakter feseni uvazovanych okrajovych tloh (5.7), (5.9), (5.10), resp. (5.8),
(5.9), (5.10). Ve zminéné obecnosti je na intervalu [t;,t,| fesenim tzv. abso-
lutné spojita vektorova funkce x vyhovujici skoro vsude systému (5.7), resp.
(5.8) a okrajovym podminkdm (5.13). To odpovidd tzv. carathéodoryovskému
pojeti feseni obycejnych diferencidlnich rovnic, jehoz teorie se rozviji velmi
intenzivné v poslednich padesati letech.

Za predpokladu spojitosti vsech do déje vstupujicich komponent systému
je TeSenim spojita vektorova funkce x, majici spojitou i prvni derivaci a vy-
hovujici okrajovym podminkdam (5.10). Toto pojeti Feseni je tzv. klasickym
(spojité diferencovatelnym) fesenim diferencidlnich rovnic. Pokud kompo-
nenty uvazovanych systému budou po ¢astech spojité (v uvedeném smyslu),
vzhledem k t je feSenim uvazovanych tuloh spojita vektorova funkce x vy-
hovujici okrajovym podminkam (5.10), kterd ale v bodech poruch spojitosti
komponent uvazovaného systému nemusi mit derivaci. Takové feseni lze také
popsat terminy spojita a po ¢astech diferencovatelnd funkce, vyhovujici dané
rovnici (systému). Pfitom i tato dvé specialnéjsi pojeti feseni a s nimi spo-
jené predpoklady o vlastnostech uvazovanych rovnic jsou zvlastnimi pripady
obecné carathéodoryovské koncepce teorie diferencialnich rovnic. Velmi pod-
statné se rozdily uvedenych koncepci projevi v metodice celé teorie a v ge-
ometrické interpretaci feseni uvazovanych tloh. Grafem kazdé komponenty
feseni v piipadé spojitych komponent systému je ,hladkd“ kiivka (v kazdém
bodé intervalu [¢;,t,] lze konstruovat teénu) - viz. obrézek 5.1.
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5.2 Pripad linearniho ekonomického modelu

Vyhodou dynamickych modelu v oblasti ekonomiky a fizeni podniku po-
psanych pomoci linedrnich systému obyéejnych diferencidlnich rovnic se zpoz-
dénimi je jejich jednoduchost, coz je dulezité pro aplikaci modelu v praxi. Pti
konstrukei téchto modelu je vSak nutné ovérit, zda spravnost vysledku neni
ovlivnéna faktem, ze skuteéné vztahy se obvykle odchyluji od predpokladané
linearity. I pfes jisté nepiesnosti je mozné s jistotou fict, ze tyto modely
poskytuji velmi uzitecné informace pro rozhodovani. Bézny pristup ke slo-
popisované linedrnimi vztahy, byly intenzivné zkoumany od 30. let minulého
stoleti a opira se o né soucasna ekonometrie.

V této praci jsou v kapitole 6 jako ilustrativni piiklady nového postupu
podrobnéji analyzovany linearni dynamické modely popisujici trh s drubezim
masem a modely Tizeni zasob.

Popis nize pouzité matematické symboliky, definice pouzivanych pojmu
a z literatury prevzata potiebna tvrzeni jsou uvedena v ptiloze na str. 172.

5.2.1 Linearni pripad se zpozdénim

Uvazujme nejdiive na uzavieném intervalu I = [t;,¢,] linedrni okrajové tilohy
pro linedrni systémy obycejnych diferencidlnich rovnic se zpozdénimi (5.7),
(5.9), (5.10).

S vyuzitim charakteristické funkce y; intervalu I oznacme

p(x)(t) = P(x)x(t) + Z xr(mi(t) Pi(t)x (7' (t)) + g(t),

kde
20 = { T =,
9(t) = go(t) + Z (1= xu(7(t)) FBi()h(7i(1))

l(x) = x(ty) — lo(z).
Z vlastnosti P, P, € L(I;R™™) (i = 1,...,s),9g € L(I;R"), 7, : I - R
(i =1,...,s) jsouméritelné funkee, ly : C(I; R") — R" je linearni ohraniceny
funkcional, tg € I a ¢y € R", které jsou garantovany ,predpoklady ekono-
mickych dynamickych modelech” plyne, ze okrajové dlohy (5.7), (5.9), (5.10)
jsou zvlastnimi piipady ulohy
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(1) = p(x)(t) + g(t) (5.19)

s linedarnimi okrajovymi podminkami
l(z) = co, (5.20)

kde p € C(I;R") — L(I;R") je linedrni silné ohrani¢eny operdtor a
[l : C(I;R") — R"™ je linedrni ohraniceny funkciondl. Z vyse uvedeného
konkrétniho tvaru operatoru p navic plyne, ze je i Volterruv vzhledem k bodu
t* = tl-

Vektorova funkce z absolutné spojita na intervalu I se nazyvé teseni
linedrniho systému funkciondlnich diferencidlnich rovnic (5.19), jestlize skoro
véude na intervalu I vyhovuje rovnici (5.19). Resenfm linedrni okrajové tilohy
(5.19), (5.20) rozumime feSeni systému (5.19) splaujici podminku (5.20).

V préci (Kiguradze & Puza, 1997a) byla odvozena kritéria jednoznacéné fe-
sitelnosti okrajové ulohy (5.19), (5.20) jak v plné obecnosti, tak ve vybranych
zvlastnich ptipadech, a byly feSeny otazky nezapornosti a korektnosti feseni.
Konstrukei feseni okrajovych tloh (5.19), (5.20) vsak zatim nebyla, pfes
diléi vysledky (Bobalova & Mandsek, 2007; Manasek, 2007; Novotna, 2012),
vénovana dostatecnd pozornost. Tento nedostatek ¢dstecné fesi prace (Puza
& Novotnd, 2018), pricemz difve publikované vysledky jsou jejimi zvlastnimi
pripady.

Pro linearni okrajovou tlohu (5.19), (5.20) je popsédna metoda konstrukce
jejtho feseni prostiednictvim posloupnosti feseni pridruzenych jednodussich
linearnich okrajovych tloh. Jsou odvozeny podminky pouzitelnosti této me-
tody postupnych aproximaci v obecném i fadé specialnich ptipadu, je doka-
zana stabilita uvedené metody v uvedeném smyslu a postupy jsou ilustrovany
priklady fesenymi v programu Maple.

Zakladem postupu umoznujicitho formulaci postacujicich, pripadné nut-
nych a postacujicich podminek jednoznacné tesitelnosti ulohy (5.19), (5.20)
je fredholmovost této linedarni ulohy.

Tvrzeni 5.1 (viz. (Kiguradze & Piuza, 1997a) - Theorem 1.1)

Necht p € C(I;R") — L(I;R") je linedrni silné ohraniceny operdtor a
[:C(I; R") — R™ je linedrni ohraniceny funkciondl. Linedrni okrajovd iloha
(5.19), (5.20) md prdvé jedno teSeni tehdy a jenom tehdy, kdyz pridruZend
homogenni okrajova tiloha

2(t) = p()(2), Ix) =0 (5.21)

md pouze trividalni resent.
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S pomoci tohoto tvrzeni lze integraci a iterovanim obdrzet postacujici
podminky jednoznaéné resitelnosti ulohy (5.19), (5.20) a s vyuzitim volterrov-
skosti operatoru p i nutné a postacujici podminky jednoznacéné tesitelnosti
této tlohy. Vyznamnou tlohu pritom hraje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.2 (viz. (Kiguradze & Puza, 1997a) - Lemma 1.1)

Jestlize linedrni silné ohraniceny operdtor p : C(I; R") — L(I; R") je Vol-
terruv vzhledem k t, € I, pak existuje takové n € L(I; R), Ze pro libovolné
x e C(I; R") plati

L)@ < n®)]

2 P @) < & |, n(s)ds [* ||z
kde ||z

t.t pro skoro vsechna t € I

neprotel (k=1,2,...),

tor =maz {||z(s)|| : s € I, +}.

Pro ilustraci v praci (Puza & Novotnd, 2018) odvozenych tvrzeni presen-
tujeme nasledujici, ktera obsahuje jak kriteria jednoznacéné existence feseni,
tak popis jeho konstrukce.

Veéta 5.1 (viz. (Kiguradze & Piuza, 1997a) - Theorem 1.2°)

Necht p: C(I,R™) — L(I; R") je linedrni silné ohraniceny Volteriv operdtor
vzhledem k bodu t, € I al: C(I; R") — R" linedrni ohraniceny funkciondl,
g€ L(I;R") acy€ R". Pak linedrni okrajovd iloha (5.19), (5.20) je jedno-
znacné resitelnd tehdy a jenom tehdy, kdyz existuji k,m € N a A € RY™"
tak, Ze matice Ay je regquldrni,

r(4) <1, (5.22)
a pro viechna teseni © € C(I, R™) homogenni okrajové tlohy (5.21) je
" (2)]e < Alz|e (5.23)

Poznamka 4 Predpoklady tohoto tvrzeni a piipadné dusledku dokazanych
v (Kiguradze & Puza, 1997a), resp. (Kiguradze & Puza, 2003), garantuji
i tzv. korektnost (spojitou zdvislost feseni na zménach pocateénich podminek
a pravych stran) uvazovanych linearnich tloh, nezbytnou pro ispésné nume-
rické feSeni téchto loh.

Véta 5.2 (viz. (Puza & Novotnd, 2018) - Theorem 2.)
Necht jsou splnény predpoklady Véty 5.1, podminka (5.23) plati na C(I; R™)
ax € C(I; R") je fesenim okrajové ilohy (5.19), (5.20). Pak pro libovolné
zo € C(I; R") a kazdé v € N maji prdvé jedno fesent x, € C(I; R") i okra-
jové lohy

2, () = p(z,-1)(t) + 9(t), (5.24)
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z,(to) = A}

co — 1(p" (xy-1)) — 1 (ZPH(@))] : (5.25)

a platt
lim ||z —2,]lc = 0. (5.26)
v—0o0

Dukaz: Z predpokladu véty plyne, ze tloha (5.19), (5.20) ma podle
Véty 5.1 praveé jedno feseni z. Integraci rovnosti (5.19), jeji ndsobnou iteraci,
vyuzitim okrajové podminky (5.20) a predpokladu regularity pfi k-té iteraci,
obdrzime pro feseni x nasi ilohy i rovnice

t)+9(t) =

~—~

z(t) =c+p'(z)
t

= p*(x)(t) + (B +p'(E)(t))e + (4(t ) pH(9)(t) =
= pH(@)(t) + i, P E) (e + S, pH@) () =
= p""(@)(t) + DH™(g, o) (1),
kde i
c= A,;l co—U(p (Z )]
respektive :

z="Tzr =Tz,
kde T,'T : C(I; R") — C(I; R™) jsou spojité operatory

Tx —C+p< >+§:pk’1(x)+Dk7l<g7CU>7
Tz = p"™(z) + D™ (g, o)

T=T7T"=T(T"").

Staci dokdzat, ze operdtor T je kontrakei. Bud'te proto z,y € C(I, R")
libovolné vektorové funkce, pak podle (5.23)

Tz — Tylc = [p""(z — y)|. < Alz — ylc,

kde A € R} ar(A) < 1. Odtud plyne, ze uvedeny operator T je kontrakei
s Lipschtzovou konstantou ¢ = r(A) € [0,1).

Protoze T': C'(I; R™) — C(I; R™) je spojity a T™ = T je kontrakei, z Tvr-
zeni A.2 plyne, ze i rovnice x = T'x ma praveé jedno feseni x, které je soucasné
feSenim nasi okrajové ulohy a které lze ziskat metodou postupnych aproxi-
maci z, = Tz,_1 (v € N), kde je zg € C(I; R™) libovoln4, tj. prostfednictvim
feseni tloh (5.24), (5.25).
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Poznamka 5 Vyse popsand metoda konstrukece feseni (metoda postupnych
aproximaci) je v jistém smyslu stabilni - je-li z feSenim ulohy (5.19), (5.20)
a T, (v € N) fesenim tulohy

T, (t) = p(T,—1)(t) + g(t) + g, (t), I(2,) = co + Cy,

28
lim /]gy(t)\dt—i—\é,,o:(),
tin (

pak 7, konverguje stejnomérné na I k feseni z.

pricemz

Ozna¢me u,(t) = z(t) — z,(t), t € I. Potom u, vyhovuje rovnicim
uy (t) = pluy-1)(t) + D" (3, ).

Z uvedené podminky a spojitosti D*™ plyne, 7e lim, o, D*™(g,,¢,) = 0 a
z vlastnosti operatoru plyne p*™, ze lim, o u, = 0. Odtud vyplyvé tvrzeni
(viz. téz prace (Puza & Novotnd, 2018)).

V praci (Puza & Novotnd, 2018) uvedend tvrzeni popisuji metody po-
stupnych aproximaci feseni uloh obecnéjsich i piimo popisujicich linedrni
dynamické ekonomické systémy. Napiiklad volbou [(x) = x(t;) obdrzime
z Dusledku 1 publikace (Puza & Novotnd, 2018) resp. Véty 5.2, kritérium jed-
noznacné tesitelnosti Cauchyovy pocatecni tlohy pro obecny linearni systém
s Volterrovskym operatorem.

Dusledek 5.1 Necht p : C(I,R") — L(I; R™) je linedrni silné ohraniceny
Volterriv operdtor vzhledem k t, € I, g € L(I,R"), to € I a ¢y € R". Pak
Cauchyova pocdatecni linedrni uloha

'(t) = p(x)(t) + 9(t), x(to) = co

ma prdvé jedno reSeni x, pro libovolné xo € C(I; R") a kazdé v € N md
jediné reseni x, 1 uloha

2, () = plxy-1) () + g(t), 2, (to) = co

a plati (5.26).
Dukaz: Polozme [(x) = x(ty). Ziejmé pro kazdé k € N

Ay =1 (Zp“(E)) =Y Bt =

i=1



(" (2)(t) = [p(p* " (2)(s)ds = 0 = ["p )(s)ds. Proto téz
f=Eapht(a)(t) = pm()(t).

Protoze p je Volterrovsky, existuje podle Lemmy 5.2 m € N a matice A
s prvky mensimi nez % tak, ze plati podminky (5.22) i (5.23). Tvrzeni plyne
z Véty 5.2.

a
Ay

Dusledek 5.2 Necht P,P, € L(I; R™"™), funkce 7 : I — R je spojitd a
T(t) <tmnal, go € L(I;R"), to € I, ¢y € R" a h je na intervalu (—oo,0)
spojitd a ohranicend. Pak Cauchyova pocdtecné loha pro linedrni systém
s jednim (obecné nekonstantnim) zpozdénim (5.14), (5.17) md prdvé jedno
resent x, pro libovolné xy € C(I; R") a kaZdé v € N md jediné teSeni x,
i pocdtecni uloha

2, (t) = Pt)zy-1(t) + x1(7() Pr(t)2y-1 (7°()+

) + (1= xr(7(1)) Prt)h(7(t)) + go(2), (5.27)
xy(to) = co,

T

(1) = { 7(t) pro T(t) >t

t; pro T(t) < ty,
a plati (5.26).

Poznamka 6 V pripadé pozadavku spojité navaznosti feSeni x pocatecni
tulohy (5.14), (5.17) na funkci h popisujici feseni x pro t < (<) t;, nahradime
konstantu ¢y hodnotou lim, - h(t ).

Analogické tvrzeni lze z Dusledku 5.1 odvodit i pro Cauchyovu poc¢ateéni
ulohu pro linedrni systém s libovolnym koneénym poc¢tem zpozdeéni (5.7).

O jednoznacné existenci a konstrukei feseni okrajové tlohy

'(t) = p(x)(t) + g(t), x(to) = lo(x) + co, (5.28)

vhodné pro pouziti v modelech ekonomickych procesi, lze analogicky odvodit
1 nasledujici tvrzeni.

Véta 5.3 (viz. (Skapa € Novotnd, 2019), Theorem 5.3)

Necht p : C(I, R") — L(I; R™) je linedrni silné ohraniceny Volterriv operdtor
vzhledem kt, € I, ly: C(I; R") — R"™ linedrni ohraniceny funkciondl, ty € I,
g € L(I; R") a cy € R". Jestlize existuji k,m € N a A € R™" tak, Ze ma-
tice A, = E — | (Zlepifl(E» je requldrni, r(A) < 1 a podminka (5.23)
plati na C(I; R™), pak loha (5.28) md prdvé jedno teseni x, pro libovolné
xg € C(I; R™) a kazdé v € N md jednoznacné teSeni x, i pocdtecni iloha

2),(t) = p(z,—1)(t) + g(t),
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w(to) = Ay Heo + lo(p"(20-1)) + Z lo(p™'(9))]
a plati (5.26).

Dikaz: Analogicky dikazu Véty 5.2 garantuji predpoklady podle Véty
5.1 existenci pravé jednoho teseni x dlohy (5.28). Integraci rovnosti (5.19), jeji
nasobnou iteraci a vyuzitim okrajové podminky (5.20) s I(z) = z(to) — lo(x)
pii k-té iteraci odvodime, ze toto feSeni x uvazované tlohy je i feSenim rovnice
x = Tz, kde operédtor T : C(I; R") — C(I; R") je definovédna vztahem

Tz = pk,m<x> + Dk7m<§> CO))

kde
P ) = p" (@) (1) + | D P HE) @) | AL (0 (2)),

o+ 10 Y (07 @)+ D @)

i=1 =1

ka 9760 [sz 1

Operator T je tedy spojity, oznacime-li T' zobrazeni definované na C'(I; R"™)

Ta =p*'(2) + DM(g, o),

je ziejme T : C'(I; R") — C(I; R™) spojity operdtor a T™ = T(T™ ') = T.
Protoze pro kazdé x,y € C(I; R") je

Tz — Tyl = P (x — y)|. < Az — yl.,

kde, podle predpokladu véty, je r(A) < 1, je operator T kontrakei s Lipschit-
zovou konstantou ¢ = r(A) € [0,1) a z Tvrzeni A.2 plyne, ze rovnice x = T’z
mé pravé jedno feSeni x, které je soucasné feSenim okrajové tlohy (5.28) a
které lze ziskat popsanou metodou postupnych aproximaci.

Napiiklad volbou p(z)(t) = P(t)x(t) + x1(t(t))Pi(t)x(7°(t)), to = ¢ a
lo(x) = Bx(t,), kde B € R™", obdrzime feseni 2-bodové linedrni tlohy
obsahujici pro B = F periodickou tlohu.

Dusledek 5.3 Necht P,P, € L(I; R"™™), funkce 7 : I — R je spojitd a
7(t) <tmnal, g € L(I; R"), ¢co € R, h je na intervalu (—o0,0) spojitd a
ohranicend a B € R™*". Jestlize matice

A =F - B,
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resp.

A= E—B+B /tr(P(t) o (r(0) Py (8) )t

t

je requldrni a existuje m € N a matice A € R™™ tak, Ze r(A) < 1 a podminka
(5.23) s k=1 resp. k =2 plati na C(I; R"), pak md linedrni dloha (5.14),

x(t;) = Bx(t,) + co, x(t) = h(t) prot <t

jediné resent x, pro libovolné xy € C(I; R") a kazdé v € N ma jediné resend
x, md také tloha (5.27),

() = AT {CO LB /t " o)) + g(t))dt}
resp.

it = 05" [a0 5 | (v ([ 1) 0+ w010+ ) ) ]

t

a plati (5.26).

Dusledek 5.4 Necht P, P, € L(I; R™™), funkce 7 : I — R je spojitd a
T(t) <tmnal, g € L(I; R"), ¢co € R", h je na intervalu (—o0,t;) spojitd a
ohranicend, matice A = ftlT(P(t) + xr(7(2))Pi(t))dt je reguldrni a ezistuje
m € N a matice A € R"™" tak, zZe r(A) < 1 a podminka(5.23) plati na
C(I; R™). Pak ma linedrni systém (5.14) prdvé jedno teseni x vyhovujici
podmince (5.18), pro libovolné xo € C(I; R™) a kazdé v € N md jediné tesentd
x, také iloha (5.27),

2 (t) = A~ /t ; {p ( /t (1) (s)ds + g) () + g(t)} dt

a plati (5.26)

5.2.2 Linearni pripad s oddélenou ¢asti bez zpozdéni

Vyuzijme nyni tvaru uvazovaného systému linearnich diferencialnich rovnic
s oddélenou ¢ésti bez zpozdéni a okrajovych podminek v Cauchyové tvaru:

'(t) = P(t)x(t) + po(x)(t) + g(t), (5.29)
$(t0) = lo(ﬂ?) + Co, (530)

77



kde P € L(I,R™™"), operdtor py : C(I,R") — L(I,R") je linearni silné
ohraniceny a Volterruv vzhledem k ¢, € I, funkcional I, : C(I, R") — R™ je
linedrni ohraniceny, to € I, g € L(I, R") a ¢y € R™.

V praci (Skapa & Novotna, 2019) je popséna metoda konstrukce fesenf
této ulohy prostiednictvim posloupnosti feseni pridruzenych jednodussich
linearnich okrajovych tloh, vyuzivajici znalosti Greenova operatoru ptidru-
zené ulohy. To mezi jinym dovoluje vyuzit pro konstrukci feseni takovych
uloh na uzavieném intervalu I C R dalsi postupy.

Obecné tvrzeni o jednoznacéné fesitelnosti ulohy (5.29), (5.30) je uvedeno
ve Véte 2 (Puza & Novotna, 2018).

Véta 5.4 ((Kiguradze & Puza, 2003) Theorem 1.3.2)

Necht Py € L(I,R™"), operdtor py : C(I,R") — L(I,R") je silné ohra-
niceny, to € I, funkciondl ly : C(I,R") — R" je linedrni ohraniceny a
g€ L(I,R"), co € R" a homogenni tiloha

Z'(t) = Po(t)x(t), x(to) = lo(x) (5.31)

md pouze trividlni Feseni. Necht ddle pro kazdé x € C(I, R™) plati nerovnost

/T IGolt, 8)po()()]ds < Alzlc, (5.32)

t

kde Gy je Greenova matice tulohy (5.31) a A € R™ je matice, vyhovujici
podmince

r(A) < 1. (5.33)
Pak md +iloha (5.29), (5.30) prdvé jedno reseni x € C(I, R™).

Duikaz: Oznacime-li p(x)(t) = Py(t)x(t) + po(x)(t) a l(x) = x(to) — lo(x),
pak z predpokladu véty plyne, ze jsou splnény i predpoklady véty Theorem
1.3.2 (Kiguradze & Puza, 2003). Uloha (5.29), (5.30) mé tedy pravé jedno
feseni z € C(I, R™).

Véta 5.5 (viz. (Skapa € Novotnd, 2019), Theorem 5.5.)
Necht jsou spinény predpoklady Véty 5.4 a x € C(I; R") je vesenim okrajové
ilohy (5.29), (5.30). Pak pro libovolné xo € C(I,R") a kazdé v € N md
jediné reseni x, © uloha
x,,(t) = Po(t)z,(t) + po(zu—1)(t) + g(1), (5.34)
wl,(t(]) = lo(llfl,) + Co, (535)
a plati (5.26).

78



Dikaz: 7Z Véty 5.4 plyne jednoznacnd existence feseni uvazované tlohy.
Déle, je-li x fesenim okrajové tlohy (5.29), (5.30), je i feSenim tlohy

2'(t) = Ro(t)z(t) + g0(t), U(x) = co, (5.36)

kde go(t) = po(x)(t) + g(t), kterd ma pravé jedinou fundamentdlni matici
Yy € C(I, R™™) a jedinou Greenovu matici Gy : I x I — R™" takové, ze
feseni okrajové tlohy (5.36) lze vyjadrit Greenovou formuli

z(t) = Yo(t)co + /t T Go(t, s)go(s)ds.

Oznac¢me dale
Tx =Yy(t)eo + /t ' Go(t, s)[po(z)(s) + g(s)]ds.

Reseni okrajové tlohy (5.29), (5.30) ziejmé vyhovuje rovnici z = T, kde
operdtor T : C(I; R™) — C(I; R") je spojity a kontraktivni, nebot z predpo-
kladu véty plyne, ze pro kazdé =,y € C'(I, R")

t,,>
T — Ty, < / Golt, s)po(z — y)(s)lds < Alz — .

t

je 7(A) < 1. Operator T je tedy kontraktivni s Lipschitzovou konstantou
qg=r(A) €[0,1).

Z véty o pevném bodu Tvrzeni A.1 plyne, Ze feSeni rovnice x = Tx
lze najit jako stejnomérnou limitu na intervalu I konvergujici posloupnosti
feseni z, uloh x, = Tx, 1 (v € N), kde zq € C(I, R") je libovoln4, tedy
uloh (5.34), (5.35).

Véta 5.6 (viz. (Skapa € Novotnd, 2019), Theorem 5.6)
Necht P € L(I, R™™), pro t,s € I plati podminka

( / t P(&)dé) P(t) = P(t) ( / t P(g)dg) : (5.37)

po : C(I,R") — L(I,R") je silné ohraniceny linedrni operdtor, to € I,
lo: C(I,R") — R" je linedrni ohraniceny funkciondl a homogenni iloha

() = P(t)x(t), x(ty) =0 (5.38)
md pouze trividlni reseni. Necht ddle pro kazdé x € C(I, R") plati nerovnosti

po(2) ()] < Fo(t)lz]e, [lo(2)] < Aolzle,
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exp < /t: P(s)d8> Ao+ | /t: cxp < / t P(g)dg) Po(s)ds| < A,

kde Ao, A € RY™, Py € L(I, RY™) ar(A) < 1.
Pak pro libovolné g € L(I, R") a co € R™ md vloha (5.29), (5.30) prdvé
jedno reseni x € C(1, R"™).

Dikaz: Nejdrive ukazeme, ze za uvedenych predpokladu ma iloha (5.29),
(5.30) pravé jedno feseni. K tomu, staci podle véty Theorem 1.1.1. (Kigu-
radze & Puza, 2003) prokazat, ze pridruzend homogenni tiloha

#'(t) = P()x(t) + po(x)(t), x(to) = lo(w)

ma pouze trividlni feseni. Oznacme proto = feSeni pridruzené homogenni
ulohy. Potom, podle véty Theorem 1.3.2. (Kiguradze & Puza, 2003)

2(t) = exp ( /t t P(s)ds) lo(z) + /t: exp ( / t P(g)dg) pol(2)(s)ds

a odtud z predpokladu véty postupné plyne
|zle < Alzfe,
odtud (E — A) |z|c < 0 a s pouzitim (5.33) x(t) =0 na .
Véta 5.7 Nechl jsou splnény predpoklady Vety 5.6 ax € C(I; R™) je fesenim
okrajové ulohy (5.29), (5.30). Pak pro libovolné xo € C(I, R™) a kazdé v € N

ma jediné reseni x, i uloha (5.34),

l'y(t[)) = lo(ZE,/_l) + ¢ (539)
a plati (5.26).

Diikaz: 7 véty 5.6 plyne, Ze uvazovand uloha ma prdvé jedno feseni
xz € C(I; R"). Pak je vektorové funkce x také fesenim rovnice x = Tz, kde

(T2)(t) = exp ( /t: P(s)ds) (lo(&) + o)+

+ / o [ t PAEE ) [n(o)(s) + 9(5)] ds
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Zobrazeni T je spojity operdtor T : C(I; R") — C(I; R") a pro kazdé
z,y € C(I; R™) je

T =Tyl < eap (f;, P(s)ds) lio(w — )|+
| Jiy exp (! P€)dE) po(w — y)(s)ds]

< [ean (U, P(s)ds) Ao+ | [ eap (J) P€)dE) Pols)ds | 2 = yl.
< Alz—yle

a protoze A € R™" r(A) < 1 je operator T kontrakci s Lipschitzovou
konstantou g = r(A) € [0, 1).

Z Tvrzeni A.1 pak plyne nejen existence jediného feseni rovnice x = Tz a
tedy i uvazované okrajové tlohy, ale i jeho konstrukce metodou postupnych
aproximaci feseni prostfednictvim tdloh z, = Tz, (v € N), které od-
povidaji okrajovym tlohdm (5.34), (5.39), pticemz funkce xy € C(I; R")
libovolné.

Poznamka 7 Vyse uvedend metoda postupnych aproximaci je opét v diive
uvedeném smyslu stabilni.

Pro aplikace teorie dynamickych systému se zpozdénim je naptiklad vhod-
ny dusledek pro ptipad obecnych zpozdéni a dusledek pro pripad zpozdéni
konstantnich.

Dusledek 5.5 Necht matice P, P, € L(I, R"*™) (i =1,...,5), P spliuje na
intervalu I podminku (5.37), iloha (5.38) md pouze trividlni Tesent, funkce
i1 — R(i=1,...,5), jsou spojité, 7;(t) <t prot €  ah: (—o0,t;) — R"
je spojitd ohranicend funkce.

Pak md pocatecni iloha (5.7), (5.17) pro libovolnd g € L(I, R") acy € R"
jediné teseni x € C(I, R"); pro libovolné xo € C(I, R") a kazdé v € N md
jediné reseni x, 1 uloha

2, (t) = P(t)a,(t) + Sy xi (1)) Pi(t)zu—1 (77 (¢))

+35, (1= xr(7(1)) Bi()h(m:(2)) + g(2), (5.40)
2(to) = co (5.41)

kde
90 :{ Z(t) g:z :Eg ig (i=1,...,3). (5.42)

a plati (5.26).

81



Dukaz: Oznacme

(Toz)(t) = exp ( /t t P(s)ds) cot

n / exp ( / t P(g)d&) [Z xf<n<s>>Pi<s>a:<n0<s>>] s

go(t) = / xp ( / t P(&)d&) [iu — X(r () Ps)h(ri(s)) + 9(s)]| ds.

=1

Ziejme je zobrazeni T' = Ty + go : C(I; R") — C(I; R") spojité. Dokazeme,
ze pro dostatecné velké m € N je operdtor T = T™ = T(T™ ') kontrakei.

Bud'te z,y € C(I; R") libovolné, pak Tz — Ty = Ty(x —y) a Ty je linedrn{
spojity a Volterruv operator vzhledem k t;. Z Tvrzeni 5.2 plyne existence
matice A s prvky mensimi nez % am € N takové, ze pro kazdé x € C(I; R")
7™ (z)|. < Al|z|.. Operdtor T je tedy kontrakei s Lipschitzovskou konstantou
q=r1(A) €[0,1) a tvrzeni dusledku plyne z Tvrzeni A.2.

Poznamka 8 Zvlastni pripady vyse uvedenych tvrzeni pro pripady lineér-
nich systému bez zpozdéni odpovidaji tvrzenim o konstrukei feseni linearnich
uloh I. Kiguradze (Kiguradze, 1986). Staci zvéazit dusledky pro okrajové tilohy

'(t) = Pa(t)z(t) + P(t)z(t) + g(t),
x(to) = lo(x) + co.

Dusledek 5.6 Necht A; € Ry (i =1,...,5), h: [t; — A, t;)) — R, kde je
A =max {Ay, ... Az}, spojitd funkce, P = diag(p1,...,pn), P; € L(I, R™*")
a existuje matice A takovd, Ze r(A) < 1 a na intervalu I

[ ([ Pr@rde) stnits - AolRG)as] < 4
Pak pocatecni uloha
a'(t) = P(t)x(t) + i, Pi(H)z(t — Ay) + g(t), (5.43)

(5.17) md pro kazdé g € L(I,R") a ¢y € R" jediné reseni z € C(I, R"), pro
libovolné xo € C(I, R") a kaZdé v € N md jediné reseni x, i uloha

()= P(t)x,(t) + X x1(t — A)Pi(t)x, 1 (t — A)

v 1=

+E (1= Xt = A9) P(0)h(t — Ai) + 9(2),
(5.41) a plati (5.26).

(5.44)
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Priklad konstrukce reseni

Pro ilustraci vypoctu (k feseni konvergujicich) aproximaci feseni dané lohy
je pouzito pouze takového poctu aproximaci, jejichz grafy jsou v danych
meéritkach rozlisitelné; pritom je v nize uvedenych obrazcich oznacena ...
yteckovane“ funkce ,historie“ u, — — — _startovaci funkce“ xzy itera¢niho
procesu, — - —- Cerchované aproximace TeSeni a plnou carou posledni
vypocitana aproximace feseni x,,.

Piiklad 5.1 Na intervalu I = [0, 3] 7esme pocdteénd ulohu

() = —%m(t) +2z(t — 1) — y(t — 1) + sin(t),
y'(t) = =) —yt) + 2yt — 1)+ 1,

z(t) =1, y(t) =cos(t) prote[-1,0],
z(0)=1 y(0)=1

a) Volbou zo(t) = 1, yo(t) = 1 obdrzime 4. aproximaci Tesent tilohy, viz.
obrazek 5.4.

Resend je invariantni k volbé ,pocdtecnich® funkei, jak ilustruji ndsle-
dujici dva priklady.

b) Volbou zo(t) = sin(t), yo(t) = sin(t) obdrzime 4. aprozimaci reSend
ulohy, viz. obrdzek 5.5.

c) Volbou xo(t) = 1, yo(t) = sin(t) obdrzime 5 aproximaci reseni wulohy,
viz. obrdzek 6.6.
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— — Startovaci funkce 1. aproximace
*+ « « « Historicka funkce — - — i. aproximare

— = Startovaci funkee . aproximace
* + » + Historickd funkce == i aproximare

Obr. 5.4: Resen{ piikladu 5.1, varinta a), zdroj: vlastni zpracovéni
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— — Startovaci funkce
— - — i aproximace

n.aproximace * * * * Historicka funkce

— — Startovaci funkce 1. aproximace
+ « « « Historicka funkce — - — i. aproximace

Obr. 5.5: Reseni prikladu 5.1, varianta b), zdroj: vlastni zpracovani
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— — Startovaci funkce 1. aproximace
*+ « « « Historicka funkce — - — i. aproximare

— = Startovaci funkee . aproximace
* + » + Historickd funkce == i aproximare

Obr. 5.6: Reseni pitkladu 5.1, varianta ¢), zdroj: vlastni zpracovani
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5.3 Pripad nelinearniho ekonomického
modelu

Neustale narustajici pozadavek na komplexnost ekonomickych modelu je tizce
spojen s rostouci slozitosti vzajemnych vztaht mezi jednotlivymi proménny-
mi. V mnoha ptipadech jiz neni mozné spoléhat pouze na jejich linearni
zavislost ¢i na dostatecnou presnost v piipadé, kdy linearni vztah ma nahra-
dit vztah nelinearni. Nelinedrni dynamické modely lze vyuzit v mnoha oblas-
tech ekonomiky a fizeni podniku, Ize jimi popsat naptiklad vyrobni cyklus,
ekonomicky rust nebo ekonomicky chaos.

V této praci jsou v kapitole 6 blize analyzovany nelinearni dynamické mo-
dely z oblasti ekonomiky a fizeni podniku, které nemohou byt zcela efektivné
popsany pomoci linearnich vztaht. Jedna se predevsim o model reakce trhu
akcii na informaci o novém produktu, model systému vyroby, skladovani a
prodeje a model detekce kybernetickych titokt na pocitacovou sit podniku.

Popis nize pouzité matematické symboliky, definice pouzivanych pojmu
a z literatury prevzata potfebna tvrzeni jsou uvedena v kapitole Piilohy na
str. 172.

Uvazujme nyni okrajové tilohy pro nelinearni dynamické systémy se zpoz-
dénimi na intervalu I = [t;,t,] a uvazujme je ve tvaru (5.8)

?(t) = P()a(t) + f(t, z(m1 (1)), - .., x(7:(1))),
s doplnujicimi a linedrnimi okrajovymi podminkami (5.9), (5.10),
x(t) = h(t) pro t < t,

x(to) = lo(x) + co,

kde P € L(I; R™"), f € K(I x R**";R"), 7 € C(I;R), 7;(t) <tprot el
(j=1,...,8),9 € L(I; R"), to € 1,1y : C(I; R") — R™ je linearni spojity
vektorovy n-dimenzionalni funkciondl, ¢p € R™ a h : (—o0,t;) — R" je spojita
a ohranicena vektorova funkce dimenze n.

Analogicky k ivaham o fesitelnosti linearnich okrajovych tloh pro systémy
se zpozdénimi je vhodnéjsim vyjadienim uvazovaného nelinedrniho systému
se zpozdénimi tvar (5.12)

v(t) = P@O) + 1l xa(n(t)(n P(1) + (L= xs(n(®))h(i (D), .-,
xr(m () (1)) + (1—X1(Ts(t)))h( s(0)];

kde opét x; je charakteristicka funkce intervalu I a T]Q je ,zuzeni“ zpozdéni
7; na intervalu I.
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Resenfm systému (5.8) budeme rozumét vektorovou funkei z € C/(I, R"),
kterd pro skoro vSechna t € I vyhovuje systému (5.12) a feSenim okrajové
ulohy (5.8), (5.13)

z(ty) = lo(x) + co, x(t) = h(t) pro t <t
feseni systému (5.12) spliujici podminky (5.13).

Uvedend tloha (5.8), (5.9), (5.10) je pfitom zvlastnim piipadem obecné
nelinearni ulohy pro systémy tzv. funkcionalnich diferencidlnich rovnic

2 (t) = F(z)(t), H(z) =0, (5.45)

kde operdtor F': C(I; R") — L(I; R") a funkciondl H : C(I; R") — R" jsou
spojité, pricemz pro kazdé p € R, je

sup{||[F(z)| - v € C(I; R"), lzllc < p} € L(I; Ry)

sup{[|H(z)|| : = € C(I; R"), ||z]lc < p} < +o0.

Resenim této regulérn{ ilohy rozumime kazdou funkei z € C (I; R™) pro skoro
vSechna t € I spliujici danou funkcionalni diferencidlni rovnici a vyhovujici
uvedené okrajové podmince.

K naplnéni pro konstrukci feseni takovych okrajovych tloh nezbytnych
podminek jejich jednoznacné tesitelnosti je publikovany princip apriorniho
odhadu (viz. (Kiguradze & Puza, 1997b)). Pro nase ucely vyuzijeme jeho
dusledku.

Dusledek 5.7 Necht existuji p € R, linedrni silné ohraniceny operdtor
p: C(I; R") — L(I; R") a linedrni ohraniceny funkciondl | : C(I; R") — R"
tak, Ze okrajovd tloha (5.21)

md pouze trividing reSend a pro kazdé A € (0,1) a libovolné reseni x okrajové
tlohy
'(t) = p(x)(t) + A[F(z)(t) — p(2)(t)],
l(z) = Ni(z) — H(x)]

je |||l < p. Pak dloha (5.45) md alespori jedno tesent.
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7 tady publikovanych tvrzeni o jednoznacné tesSitelnosti regularnich ne-
lokalnich okrajovych tloh, jejichz odvozeni se opird o princip apriorniho
odhadu, vyberme kriteria pro systémy obycejnych diferencidlnich rovnic se
zpozdénymi argumenty.

Pro zéklad aplikace metody postupnych aproximaci pro konstrukei feseni
nejcastéji studovanych tloh postacuje nésledujici dvojice tvrzeni o existenci
a jednoznacnosti ulohy

2 () = diag(p(t))a(t) + f(t, 2(t), 2(r(1))). (5.46)
x(to) = lo(x) + co a z(t) = h(t) pro t < t, (5.47)
tj. ulohy
(1) = diag(p(t))a(t)+
lt 2(8) xa (r(0)a (7)) + (1 — xi(r(B)A(r ()], (5.48)
x(to) = lo(x) + co, (5.49)

kde p e L(I; R™), f € K(I x R*;R"), to € I, Iy : C(I; R") — R" je linedrn{
ohraniceny funkcional, ¢p € R", 7 € C(I[; R), 7(t) <tna I,

) = { 7(t) pro 7(t) >t

7 pro 7(t) < 1,

ah:(—o0,t;) — R" je spojitd a ohrani¢end funkce.
Tvrzeni jsou uvedena v modifikované podobé.

Véta 5.8 (viz. (Gelashvili € Kiguradze, 1995), Corrolary 1.2”)
Necht p(t)sgn(t —to) < 0 na I, na mnoziné I x R*"

Sgn [(t —to)z] f(t,z,y) < P(t)|z| + Pa(t)]yl + 9(t) (5.50)

a na mnoziné C(I; R")

|lo(z)] < Aolzc, (5.51)

kde Py, P, € L(I; RY*"), g € L(I; R"), Ay € RY" a pro matici A € R}
takovou, Ze na intervalu I

J {Ao + ]/t [Pi(s) + x1(7(s))Pa(s)]ds|| < A (5.52)

jer(A) <1, kde 6§ € (0,1] tak, Ze diag expft (s)sgn(s —tg)ds) < JE. Pak
md dloha (5.46), (5.47) alespori jedno Feseni x € C(I; R™).
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Dikaz: Obecnym fesenim homogenm’ho systému 2’ (t) = diag(p(t))z(t) je
ziejmé funkce x(t) = diag(exp ft )c, kde ¢ € R™, a tedy feSenim pomocné
homogenni lohy

2'(t) = diag(p(t))x(t), z(to) =0
je z(t) = 0.
Uvazujme nyni feseni x okrajové ulohy

2'(t) = diag(p(t))x(t) + Af[t, 2(t), xr(r(£)2(7°(t) + (1 — xz (7 (1)) A (1)),

LC(tQ) = )\[lo(l') + Co]

pro libovolné A € (0, 1). Vynasobenim 1. rovnice Sgn[(t — to)x(t)], integraci
od ty po t a vyuzitim 2. rovnice postupné dostaneme

o(0)] = diag(eap | pls)sgn(s — ta)ds)fo(to) +

to

Y / diag(ezp / p(E)sgn(€ — to)d€)Sgn[(s — to)r(s)

fls, z(s), x1(7(8))z(7%(s))+
+(1 = xs(7(s))h(7(s))lds <

< §TAolelc + o] + | / Py(s)(s)|ds|+

+\/ xr(T (s)]|z(r° \ds|+\/ s)ds|] <

< Alzle +6(lcol + [g]L)-

Odtud plyne, ze (E — A)|z|c < 6(|co| + |g|L) a protoze r(A) < 1, pak
lzllc < p=||(E—=A)"15(|co|+|g|z)||- Tvrzeni o existenci fesen{ tilohy (5.46),
(5.47) plyne z Dusledku 5.7.

Véta 5.9 (viz. (Gelashvili & Kiguradze, 1995) Corrolary 1.5”)
Necht p(t)sgn(t —ty) <0 na I, na mnoziné I x R*™

Sgn[(t —to)(z — )] [f(t,2,9) — f(£,7,9)] < Pi(t) |z — 2| + Pa(t)]y — 7]
(5.53)
a na mnoziné C(I; R™) plati nerovnost (5.51), kde maticové funkce P, Ps,
éislo 6 € (0,1] a matice Ay a A splriiuji predpoklady predchozi Véty 5.8. Pak
md dloha (5.46), (5.47) prdvé jedno feseni x € C(I; R™).
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Dikaz: Polozme v podmince (5.53) z = y = 0. Z této podminky plyne
podminka (5.50), v niz g(t) = Sign[(t — to)z]f(¢,0,0). Podle piedchozi véty
ma tedy uvazovana tloha alespon jedno feSeni.

Predpoklddejme, ze tloha (5.46), (5.47) ma dvé feseni = a T a oznacme
u =z — . Pak u € C(I; R") vyhovuje okrajové tloze

u(t) = diag(p(t))u(t) + f(t,x(t), x(r(1))) — f(t, 2(1), 2(r(1)))

Nésobenim 1. rovnice Sgn|[(t —to)(x(t) — Z)], integraci od ¢y po t a vyuzitim
okrajové podminky postupné dostaneme

ju(t)] < diag(exp / p(s)sgn(s — to)ds)|u(to)|+

1 diag(ery | p(€)snte ~ t0)de)Sonl(s ~to)(a(s) — ()
(s,2(5),2(r(5) = fs, (), (r(s))ds| <
<0 |luta) +| / Pu(s)lu(s)lds| + / () Pau(r(5)ds

< Alulc

a protoze r(A) < 1, vyplyva odtud, ze |u|c < (F — A)71O, tj., Ze u(t) = 0
na intervalu I, tedy x(t) = z(t) na I.

Poznamka 9 Citovand tvrzeni z prace (Gelashvili & Kiguradze 1995)
plynou z predchozich dvou vét volbou p(t) = p € R™\R", Py(t)+x1(7(t)) Pa(t)
= P € R} a piip. § = 1 a specifikaci funkcionalu okrajovych podminek.

Poznamka 10 Analogicky lze odvodit kriteria jednoznacéné existence reseni
linearnich okrajovych 1loh pro nelinearni systémy s s-zpozdénimi.

Pro Cauchyovu pocatecéni tlohu z predchozich vét plyne

Dusledek 5.8 Necht je p(t)sgn(t — to) < 0 na I a na mnoziné I x R*"
splnéna nerovnost (5.53), kde maticové funkce Py, Py € L(I; RT*™) a existuje
matice A € RY*" takovd, Ze r(A) <1 a na intervalu I

t
31 [ 1Ps) + xalr(s)) Palo)] ds| < 4
to
Pak 7loha (5.46), (5.17) md prdvé jedno resent.
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Véta 5.10 (viz. (Skapa € Novotnd, 2019), Theorem 5.3)

Necht jsou splnény predpoklady Véty 5.9 a x € C’(I; R™) je reSenim okrajové
ilohy (5.46), (5.47). Pak pro libovolné xo € C(I;R™) a kazdé v € N md
jediné reseni x, 1 uloha

2 (t) = diag(p(t))z, (t)+
2 (8, Xt (H(O) s (PO(1) + (1 — xa(r DAy O
ZE,/(tD) = lQ(QTV_l) + ¢y (555)

a plati (5.26).

Diikaz: 7 piedpokladu véty plyne, ze tiloha (5.46), (5.47) md podle Véty
5.9 pravé jedno feseni = € C'(I; R™). Oznacime-li pro toto Feseni

go(t) = flt,x(t), xa(r(1)x(7°(8)) + (1 = xr(($)h(7(1))],
pak je x také resenim ulohy
2 () = diag(p())z(t) + golt), w(to) = lo() + co.

Stejné tak kazda z tloh (5.54), (5.55) ma, jakozto linearni po¢atecni tloha,
pro kazdé v € N praveé jedno feseni z, € C(I; R").

Ozna¢me u,(t) = x(t) — x,(t), t € I. Pak na intervalu I pro vektorovou
funkci u, € C(I; R") plati

u, (t) = diag(p(t))un (t) + [f (t, 2(t), z(7(1))) = f(t, 2y -1(1), 201 (7(1)))],

Uu(to) = l0<uufl)

a po vynésobeni 1. rovnice Sgn|[(t—to)u,—1(t)], integraci od ¢y po t a vyuzitim
okrajové podminky postupné obdrzime

lu(t),| < dmg(exp/ p(s)sgn(s — to)ds)|u, (to)|+

H/t diag(ewp/ p(§)sgn(§ — to)d€)Sgnl(s — to)u,—1(s)]
[f(s,2(5),2(7(5))) — f(5,2,-1(8), 2,-1(7(s)))]ds| <
\lo(uul)!ﬂ/t [Pr()|un—1(5)] + x1(7(5)) Pa(s)|uy—1 (7°(s))|]ds| <

S A|UV—1|C‘

Odtud plyne, 7e |u,|c < Alu,_1|lc < A?|u,_s|lc < ... < A¥|ug|c a protoze
r(A) < 1, lim, o, AY = O a tedy lim,_, ||z — x,|| = 0, tj. plati tvrzeni véty.
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Dusledek 5.9 Necht jsou splnény predpoklady Disledku 5.8 a x € C(I; R")
je tesenim pocdtecnd ulohy (5.46), (5.17). Pak pro libovolné xo € C(I; R™) a
kazdé v € N md jediné reseni x, i uloha (5.54), (5.41) a plati (5.26).

Vzhledem k tomu, ze operator

t

(Tox)(t) = 5/ [Pi(s)a(s) + xr(7(s)) Pa(s)a(m°(s)]ds
to

je Volterruv a tedy pro jeho iterace plati Tvrzeni 5.2, plyne z Dusledku 5.9

(analogicky Dusledku 5.5).

Dusledek 5.10 Necht je p(t)sgn(t —ty) < 0 na I a na mnoZiné I x R*™ je
splnéna nerovnost (5.53), kde maticové funkce Py, Py € L(I; R™™), funkce
TeC(;R), 7(t) <tprotel ah:(—oo,t;) — R" je spojitd ohranicend.

Pak md poédtecnt dloha (5.46), (5.17) prdvé jedno teseni x € C(I; R"),
pro libovolné xq € C(I; R") a kazZdé v € N md jediné teseni x, i iloha (5.54),
(5.41) a plati (5.26).

Poznamka 11 Numerické procesy popsané ve Vété 5.10 a prip. v Dusledku
5.8 - 5.10 jsou stabilni ve stejném smyslu, jak bylo uvedeno u linearnich tloh
- viz. Pozndmka 5 a Poznamka 7 v odstavcich 5.2.1 a 5.2.2, tj. je-li  feSenim
ulohy (5.46), (5.47) a Z, TeSenim uloh

T, (t) = diag(p(t))7,(t) + f(t, 7,1 (1), T -1 (7(1))) + o (D),

ju(h)) = lO(jy—l) +co+ EV)
pricemz

tr
lim ( / 5, (®)ldt + Je]) = 0,

V—00 tl

pak 7, konverguje stejnomérné na I k feseni x.

Priklad konstrukce resSeni

Pro ilustraci vypoctu (k feseni konvergujicich) aproximaci feseni dané tlohy
je pouzito pouze takového poctu aproximaci, jejichz grafy jsou v danych
meéritkach rozlisitelné; pritom je v nize uvedenych obrazcich oznacena ...
Lteckované“ funkce ,historie“ u, — — — startovaci funkce® xzy iteracniho
procesu, — - —- ¢erchované aproximace feSeni a plnou ¢arou posledni
vypocéitana aproximace feseni x,,.

93



== i-14 aproximace n-td aproximace
— — Startovaci funkce * * * * Historicka funkce

Obr. 5.7: Reseni piikladu 5.2, varinta 1, zdroj: vlastni zpracovani

Piiklad 5.2 Na intervalu I = [0,40] 7esme pocdatecni ilohu
#(1) = ax(t)(1 — a(t — 1)),

sx(t) = 0,1 pro t € [=1,0], a pocdtecni podminkou z(0) = 0. Uloha je
lokdlnimi metodami Tesena v (Bellen € Zennaro, 2013).

a) Volbou zo(t) =1 a a = 0,3 obdrzime po 60. aproximaci Tesent ulohy,

viz. obrazek 5.7.

b) Volbou xo(t) = 1 a a = 1,4 obdrzime po 60. aproximaci reseni tulohy,

viz. obrazek 5.8.

c) Volbou xo(t) = 1 a a = 1,7 obdrzime po 60. aproximaci resend tlohy,
viz. obrdzek 5.9.
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== i-td aproximace n-td aproximace
— — Startovaci funkce * * * * Historicka funkce

Obr. 5.8: Reen{ piikladu 5.2, varinta 2, zdroj: vlastni zpracovéni

== i-14 aproximace n-td aproximace
— — Startovaci funkce * * * * Historicka funkce

Obr. 5.9: Reseni prikladu 5.2, varinta 3, zdroj: vlastni zpracovéni
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5.4 Aplikace nového postupu na reseni
ekonomického modelu

V tomto odstavci bude demonstrovano na puvodni tloze cyklu stavby lodi
(Tinbergen, 1931), ze diky nasi teorii lze puvodni feseni s tispéchem rozsitit
a ziskat tak vyrazné ptresnéjsi informaci o chovani zkoumaného modelu.

Ve svém clanku s ndzvem ,, A Shipbuilding cycle?“ J. Tinbergen (Tinber-
gen, 1931), (Tinbergen, 1959) demonstruje vztah mezi lodarskym primyslem
a prepravnimi tarify pro dopravu zbozi jako typ tzv. ,zékladni fluktuace®.
Toto téma je obecnou ukazkou zajimavych charakteristik nasledku teorie eko-
nomickych fluktuaci, které ma velky vyznam pro lodaisky primysl, proto si
vyslouzilo velkou pozornost J. Tinbergena.

Fluktuace v lod'afském priumyslu podle Tinbergena do znaéné miry uréuje
kolisani v rtstu celkové nosnosti obchodniho lod'stva urcité zemé. Objem
stavby lodi do znacné miry zavisi na vysi prepravniho tarifu pro dopravu
zbozi. Ta je naopak korelovana s celkovou dostupnou tonazi lodi. Vzrust
celkové nosnosti se projevi pravdépodobné jiz v roce néasledujicim po zvyseni
sazby, jelikoz ve tticatych letech minulého stoleti trvalo zhotoveni nové lodi
pravé jeden rok. Tento jev lze oznacit za tzv. opozdénou korelaci.

Vyse zminéné souvislosti vedou k nasledujicimu vyzkumnému problému:
Jak velka by byla celkova nosnost lodi a turoven jejiho zvySovani, pokud by
popsané vztahy nemély zadné vyjimky?

Tento vztah, ktery Tinbergen nazyva ,reakéni mechanismus“, bude v
mnoha piipadech vést k cyklickému pohybu, nazyvanému ,cyklus stavby
lodi“ neboli ,the shipbuilding cycle®.
celkové nosnosti lodi a drovni celkové nosnosti lodi o dva roky diive.

Problém Tinbergen popisuje nasledovneé:

e uroven stavby lodi je funkei poptavky majitelu lodi po prepravni ka-
pacité,

e vySe prepravniho tarifu zavisi predev§im na nabidce prepravnich kapa-
cit majitelu lodi.

Vliv dalsich faktoru je dle Tinbergena zanedbatelny. Tinbergen uvazuje
celkovou zménu tonéze jako funkci ¢asu, oznac¢me ji f(¢). Rychlost zmény cel-
kové tondze v ¢ase t oznacuje f’(t) a odvozuje, ze snizeni ¢i navyseni celkové
tondze zdvisi na intenzité, se kterou budou dopravei reagovat (predpokldda,
ze intenzita reakce je konstantni). Stavba lodi, pfipadné rychlost zmény
tonaze souvisi s tonazi v ¢ase t — A. Tinbergenova rovnice ma potom nasle-
dujici tvar:
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F1(t) = —af(t — A), t€[0,T]. (5.56)

kde A je zpozdéni (A > 0, konstanta), a je intenzita reakce, (a > 0, kon-
stanta), T" konec sledovaného obdobi.
P1i analyze modelu vychazi z predpokladu, ze feseni f(¢) je mimo interval
[0, 7] jiz déno:
f(t) =h(t),t € [-A,0], (5.57)

kde h(t) je jistd dand funkce (pro zjednoduseni spojitd) a Ze FeSeni rovnice
(5.56) spojité navazuje na funkci h(t), tedy prirozené pozadujeme, aby feseni
rovnice (5.56) spliovalo poc¢ateéni podminku

£(0) = h(0). (5.58)

Tinbergen charakterizuje ¢tyti pripady zavislosti na hodnotach sou¢inu
parametru a a A:

[ aA < % ~ 0.37, jinymi slovy v pfipadé kratkého zpozdéni a malé
intenzity reakce nenastane zadny cyklicky pohyb, pouze jednostranna
adaptace k rovnovaze f(t) = 0, coz odpovidé trendu,

II. aA € (0.37, %), ziskdme ztlumenou sinusoidu (sinusovou vlnu), tedy
postupné priblizovani k rovnovaze plynulym snizovanim amplitudy (ve-
likosti) fluktuaci.

III. aA = 7, ziskdme cistou sinusoidu, to znamena cyklicky pohyb s kon-

stantni amplitudou.
IV. aA > 7, ziskdme sinusoidu s amplitudou rostouci v case.

Vyse uvedeny model (5.56), (5.57), (5.58) je linedrni diferencidlni rovnici
s konstantnim zpozdénim a pocatecni podminkou. Pro numerické feseni to-
hoto pocatecniho problému bylo vyuzito Dusledku 5.2. a to s pouzitim Teseni
posloupnosti uloh

7, () = —axs(t = A)zy 1 (t = A) —a(l = xs(t = A)h(t = A),

2,(0) = h(0),
kdete I =[0,T],v e N,a, A€ Ry, he C([-A,0;R) axy € C(I;R).
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Obr. 5.10: Resenf tlohy 5.56 pivodni metodou, zdroj: (Tinbergen, 1959)

g e i e, g pr)
0 i 6
1 Y P

|— g e a<Pi/4 —— a=Pi/4 —— a>PE-"4|

Obr. 5.11: Reseni tlohy 5.56 novym postupem, zdroj: vlastni zpracovéni na
zékladé (Novotna & Sustrovd, 2015)
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Obr. 5.12: Regeni tlohy 5.56 v pifpadé nekonstantniho zpozdéni, zdroj:
vlastni zpracovéni na zdkladé (Novotnd & Sustrova, 2015)

Pro demonstraci moznosti nového pristupu k feseni puvodniho problému
v (Novotna & Sustrova, 2015) se piedpokladalo, ze ,historicky vyvoj“ pied
okamzikem t = 0 lze simulovat funkei h(t) = cos(t). Parametr a byl volen
podle Tinbergenovych zaveéru aA < % ~ 0.37, aA € (O.37,§), aA = 7,
aA > 7, parametr A = 2. Vysledek feseni je evidentné v souladu se zévery,
které ucinil Tinbergen.

V piipadé, ze ,historicka funkce“ je tvaru h(t) = 2sin(t) + 1, ziskdvame
feSeni, z nichz je patrna stejnd zavislost délky cyklu na parametru a, nicméné
evidentné se méni absolutni délka cyklu. V élanku (Novotnd & Sustrové,
2015) se také analyzuje situace, kdy je prubéh cyklu ovliviiovan i samotnou
délkou casového zpozdéni.

Predpoklad konstantniho zpozdéni je umély, ve skutecnosti bude délka
zpozdéni kolfsat. Proto byla v élanku (Novotna & Sustrova, 2015) uvazovéna
situace, ze zpozdéni A(t) neni konstantni, ale je funkei ¢asu t. Parametr a
pak byl zvolen podle Tinbergenovych zaveéru.
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Kapitola 6

Aplikace nového postupu
v oblasti ekonomiky a rizeni
podniku

Jak jiz bylo zminéno v ivodnich kapitolach této prace, modelovani slozitych
problému v oblasti ekonomiky a fizeni podniku s sebou pfindsi nutnost vy-
rovnat se s faktem, ze vztahy jednotlivych velicin maji v case promeénlivy
charakter. Klasicky model z oblasti podnikového prostiedi je vSak obvykle
omezen na vztahy a vzajemné propojeni v konkrétnim okamziku a eliminuje
vliv faktoru z ptredchozich obdobi. V této kapitole budou uvedeny tlohy,
na kterych je demonstrovana moznost uplatnéni novych poznatku prezento-
vanych v habilita¢ni praci z oblasti podpory rozhodovani v oblasti ekonomiky
a Tizeni podniku, vyuzivajici teorii diferencialnich rovnic se zpozdénym ar-
gumentem.

Diky pocitacovému zpracovani iloh pak bylo mozné v publikacich vysled-
ky prezentovat graficky.

Rozhodovani v ekonomice a fizeni podniku

Smyslem podnikani je tvorba zisku, ktery je obvykle jeho hlavnim cilem a mo-
tivaci. Je také vyznamnym kritériem pii rozhodovéani o zakladnich otédzkach
ekonomiky podniku, napiiklad o objemu vyroby, novych vyrobcich ¢i in-
vesticich. Podnikové cile ovliviiuji rozhodovani podnikového managementu
o vyuziti prace, volbé technologii, vysi kapitdlu pripadné o zpusobu zpra-
covani informaci. Tyto zdroje jsou k dispozici v omezeném mnozstvi a tikolem
managementu podniku je rozhodnout o jejich vyuziti tak, aby byly splnény
cile podniku (uspokojovani potieb zakazniku, maximalizace zisku, maxima-
lizace hodnoty podniku, maximalizace podilu na trhu atd.), které by mély
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zohlednovat kromé ekonomickych aspektu i ekologické a socialni ¢innosti pod-
niku. Z toho vyplyva, ze podnikové cile obvykle nejsou redukovany pouze na
jeden, tim narusta mnozstvi a slozitost problému k vyreseni, aby byly cile
naplnény.

Rizeni podniku muzeme vnimat jako souhrn takovych ¢innosti, které ve-
dou k zajisténi podnikatelského procesu a dosazeni cile podniku. Manazeri
podniku se musi orientovat v dynamicky se vyvijejicim prostiedi, kde je velmi
nesnadné predvidat budouci vyvoj a musi rychle a adekvéatné reagovat na
casté zmény probihajici v trznim okoli, nestaci je pouze ptijmout. Spokoje-
nost zakaznika tedy 1zce souvisi se schopnosti podnikového managementu
rozpoznat jeho pozadavky a pohotové se jim pfizpusobit. Pouze takovy pod-
nik, ktery je schopen pruzné reagovat, splnit pozadavky zdkazniku a posky-
tovat jim kvalitni sluzby, ziskd nové zakazniky, udrzi si ty stéavajici, zvysi
svoji konkurenceschopnost a nasledné i prosperitu.

V souvislosti s rozvojem podniku a zvySovanim jeho vykonnosti musi
vlastnik nebo manazer rozhodovat o zménéch, s nimiz je spojeno riziko
netspéchu a uréitd nejistota. Rizeni podniku je tedy spojeno s rozhodovénim
a moderné pojaté strategie podniku se ve stale vetsi mite zaméruji i na oblast
piimé podpory manazerského rozhodovani. Manazerské rozhodnuti je obecné
charakterizovano jako vybér nejvhodnéjsiho rozhodnuti z mnoha nabizenych
a zkoumanych alternativ, které se tykaji nejisté budoucnosti a sleduji efek-
tivni naplnéni podnikovych cilu (Petiik, 2009).

Proces manazerského rozhodovani l1ze chapat jako prubézny proces, ktery
je tfeba provadét na vsech urovnich fizeni podniku a maji znacny dopad,
ktery muzeme sledovat v Case:

e strategickd (dlouhodobd) rozhodnuti,
e takticka (stfednédobd) rozhodnuti,

e operativni (krdtkodoba) rozhodnuti.

Ad) operativni (kratkodobd) rozhodovani

Operativni rozhodovani se tykd samotné transformace vstupu a zahrnuje
napt.: alokaci zdroju, stanoveni ceny a objemu vyroby, urceni vyse vydaju
na marketing a vyzkum a vyvoj. Rozhodovéani tohoto typu probihd perma-
nentné a je v ramci podniku decentralizovano. Vétsina téchto rozhodnuti se
opakuje, a kromé rizika a nejistoty jsou charakterizovana i relativné kratkym
intervalem mezi vznikem potteby takového rozhodnuti, jeho uskutecnénim a
efekty z ného vyplyvajicimi. (Strakové a kol., 2017)
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Ad) takticka (stfednédobd) rozhodnuti

Takticka rozhodnuti jsou rozhodnuti podpurné. Vytvareji procedury k zis-
kavani zdroju, k zajisténi vhodné vnitini struktury a pozadovaného toku
informaci.

Ad) strategickd (dlouhodobd) rozhodnuti

Strategicka rozhodnuti se na rozdil od vyse zminénych typu tykaji vztahu
mezi podnikem a jeho vnéjsim prostiedim. Takovy druh je tedy nevyhnutelné
centralizovdn na nejvyssi trovni fizeni podniku, nebot se dotyka veskerych
zdroju podniku. Strategickd rozhodnuti jsou relativné méné casta a jejich
dusledky se projevuji az po urcité dobé. (Strakova a kol, 2017)

Manazerské rozhodovani je vzdy podstatou fizeni podniku. Muzeme na
néj pohlizet jako na vybér z nékolika moznych variant feseni urcité rozho-
dovaci tlohy ve vymezenych podminkach. Manazerské rozhodovani o daném
problému ma dva vzajemneé souvisejici aspekty, a to obsahovy aspekt charak-
terizujici vécny rozhodovaci problém a formalni aspekt zaméreny na potiebny
zpusob a algoritmus feSeni rozhodovactho problému (Knapové, 2008).

Samotna kvalita rozhodovani je ovlivnéna osobnosti jednotlivych mana-
zeru — zejména jejich znalostmi, schopnostmi a dovednostmi, typem feseného
problému, vybavenosti modernimi technickymi prostiedky fizeni a komuni-
kace, casovym horizontem rozhodovani, zménami ve vnéjsSim prostiedi pod-
niku a podnikatelskym rizikem, které provazi v trzni ekonomice vSechny pod-
nikatelské aktivity. Jednd se o celou fadu dynamicky se ménicich procest,
které se vyznacuji ruznym stupném informovanosti manazeru a také urcitym
logickym sledem névaznosti rozhodovacich procesu, a to od dlouhodobé ori-
entovanych procesu az po fizeni v redlném case. (Ulverova, 2009).

V soucasné dobé jiz podnikovy management nemuze sva rozhodnuti pro-
vadét pouze na zakladé zkusenosti a tvahy, ze se udalosti z minulosti budou
opakovat. Proto je potfeba se dusledné soustiedit na kvalitné provedenou
analyzu a prognézu vyvoje zkoumaného jevu. Reseni rozhodovacich problému
podniku probihd jako kontinudlni proces, které muzeme rozlozit na nékolik
etap:

e identifikace rozhodovaciho problému a jeho zmapovani,

e analyza a formulace problému a stanoveni kritérii pro hodnoceni variant
(definovani hodnotici funkce a metody vybéru),

e priprava a formulovani variant feseni - tomuto bodu bude jesté vénovana
pozornost,

e stanoveni dusledku pro jednotlivé varianty feseni a vybér nejvhodné;jsi
varianty tfeseni.
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Ruzné varianty feseni mohou byt v nékterych piipadech evidentni, feseni
ni vhodné vytvoreny model.

Na podniky pusobi jak vnitini, tak vnéjsi faktory, které se vzajemné
ovliviiuji a simulace ¢asto zustava jedinou vhodnou metodou zkouméani cho-
vani téchto dynamickych systému. Jeji nespornou vyhodou je vyuziti modelu
zkoumaného problému pii hledani vhodného feseni, protoze provadéni expe-
rimentu v redlném prostiedni podniku je obvykle spojeno s obtizemi a rizi-
kem negativniho dopadu, nebo i s nemoznosti experiment provést. Simulaéni
experimenty se obvykle zaméruji na zjisténi, jaky je vliv zmén parametru
obsazenych v modelu na chovani determinovanych stavovych velic¢in.

Teoretickym zakladem takovychto simulaci je systémova dynamika a s ni
souvisejici systémové mysleni. Pro modelovani a simulaci muzeme na podnik
nazirat jako na otevieny systém, ktery vstupy ze svého okoli transformuje na
vystupy — jinymi slovy transformuje hmoty a energie, tedy vstupy prevzaté z
okoli, do podoby vystupu pro okoli. Jednd se o mnozinu prvku se vzajemnymi
vazbami zameérenymi na dosazeni urcitého stanoveného cile. Timto cilem
je uspokojovani potifeb spottebitelu pii dodrzeni principu hospodarnosti.
Okoli podniku predstavuji dodavatelé, odbératelé, penézni tustavy, véritelé,
trh prace, pravni normy, spravni organy a dalsi (Lanca & Sedlacek, 2005).

Z duvodu velkého mnozstvi zpétnych vazeb a celkové slozitosti neni jed-
noduché chovani dynamického systému v podnikovém prostiedi pochopit
a analyzovat. Simula¢ni model ndm umozni rychle a bez rizika odhado-
vat a porovnavat dusledky ruznych scénaru a dale s nimi experimentovat.
Vysledné modely, popisujici zkoumané varianty, jsou vyjadieny objekty, je-
jich vystupy jsou obvykle grafy a tabulky, které usnadnuji manazerum jejich
praci. Pro modely nékterych procesnich problému je dokonce mozné vyuzit
data realného procesu a simulace pak pracuje s aktudlnimi daty v realném
case. Simulace se tak muze stat spojujicim clankem mezi teoretickym po-
pisem chovani zkoumaného systému a jeho skuteé¢nym chovanim v praxi a
mohou byt vhodné vyuzity pri strategickém i operativnim rozhodovani.

V nasledujici ¢asti habilitaéni prace se zamérime na vybrané dynamické
modely z ruznych oblasti rozhodovani v prostiedi podniku, které mohou
slouzit a slouzi k tomu, aby manazera upozornily na vzdjemné zavislosti
mezi zménami a problémy s témito zménami souvisejici.
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Softwarova podpora

Specializovanych programu, schopnych resit konkrétni matematické tlohy,
je velka tfada coz je dano historickym vyvojem, kdy tyto programy vznikaly
v zévislosti na potfebach jednotlivych univerzit & vyzkumnych pracovist.
Mezi matematické programy muzeme zaradit i programy zameétfené na tvorbu
grafu (napf. Graph, Gnuplot), statistické programy (napi. Statistica, Ori-
gin, SPSS), pripadné programy, umoznujici mimo jiné provadét numerické
vypocty (napt. MATLAB, Scilab, Maple). Neékteré z nich byly vytvoreny
komplexnéji a umoznuji feSit nékteré tlohy integralniho a diferencidlniho
poctu, tvorbu grafi, numerické vypocty a mnoho dalsiho.

Standardnim jazykem pouzivanym v matematickych programech je ob-
vykle anglictina. Nékteré programy nabizeji i dalsi jazyky, nicméné vétSina
nazvu funkei (prikazi) vychédzi z anglictiny (napf. simplify, solve, atd.).

Soucasné s potiebou zohlednit v dynamickych modelech ¢asové zpozdéni
vyvstala potfeba numericky fesSit diferencidlni rovnice se zpozdénim, coz
vedlo i k poptavce po dostupném, i¢inném a robustnim software, umoznujicim
resit tyto typy problému. Bylo tedy potieba vytvorit software zohlednujici
problémy specifické pro diferencialni rovnice se zpozdénim. Diskuzi o téchto
otazkéach lze najit v (Baker a kol.,1995; Thompson & Shampine, 2001) a
(Thompson & Shampine, 2006). Jednou z prvnich dostupnych moznosti bylo
pouziti tesitele dmrode (Neves, 1975), pouzivajiciho kubickou Hermitovu in-
terpolaci. Pii konstrukei dklag6 (Corwin a kol., 1997) simulovali retardované
a neutréalni diferencidlni rovnice se zpozdénfm zavislym na stavu. Resen{ je
zalozené na metodé Runge-Kutta. Jemu je blizké feSeni v jazyku Fortran
90/95, kterym je dde_solver (Thompson & Shampine, 2006)).

Dalsi vyuzivanou moznosti bylo fesit diferencidlni rovnice se zpozdénym
programem zppaut (Ermentrout, 2002). Pouziti softwaru zalozeného na tiidé
obecnych linedrnich metod se také diskutuje v (Hoppensteadt & Jackiewicz,
2006) nebo (Bellen & Zennaro, 2013).

V ptipadé feseni iloh z ekonomiky a fizeni podniku popsanych v nasledu-
jici kapitole byl vyuzivan systému Maple, vyvinuty v Kanadé na University
of Waterloo. Maple lze povazovat za viceucelovy matematicky softwarovy
nastroj, umoznujici uzivateli fesit vypocty symbolicky a vyuzivat Siroké spek-
trum funkci. Tento systém poskytuje pokrocilé, vysoce vykonné matematické
vypocetni jadro s plné integrovanou numerikou a symbolikou.

Dalsi vyhodou systému Maple je, ze kromé moznosti provadét analytické
vypocty se vzorci zvlada i numerické vypocty a vysledky je mozné zobrazit
i graficky. Tento systém tedy poskytuje podporu pro vyuzivani kvantita-
tivnich metod pro praxi, aplika¢ni ulohy, védecké vypocty pro mnoho oboru
aj., coz je mimo jiné dano i tim, ze jsou k dispozici i specializované knihovny.
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6.1 Model systému vyroby, skladovani
a prodeje

Vedeni podniku musi ¢init rozhodnuti nejen o tom, co a v jakém mnozstvi
bude podnik vyrabét a jakou pouziji technologii, ale i jak nastavi cenu svého
vyrobku a jak upozorni spotiebitele na piitomnost svého vyrobku na trhu
apod. Rozhodovani podniku v teorii mikroekonomie je zpravidla zizeno na
dva zakladni problémy: na volbu vystupu a volbu ceny.

Model, popisujici proces vyroby a prodeje zbozi pomoci soustavy ne-
lindrnich rovnic priblizuji ¢lénky Grigoriava a Khailov (Grigorieva & Khailov,
2005), (Grigorieva & Khailov, 2015). Pii sestaveni modelu vychézeli z prin-
cipu, blize popsanych napiiklad v (Lancaster, 2012). V ¢lancich se podrobné
diskutuji moznosti feSeni z hlediska teorie optimalniho fizeni. Uplatnéni Pon-
trjaginova principu pii feSeni podobného problému ve své stati popisuji Gri-
goriava a Khailov v publikaci (Grigorieva & Khailov, 2015). Autofi (Gorski &
Lokshin, 2002) ptiblizuji nelinearni matematicky model mikroekonomického
systému, ktery vyrabi a prodava zbozi kazdodenni potieby.

V tomto odstavci uvazujeme nelinedrni matematicky model dynamického
ekonomického systému, ktery se zabyva vyrobou, skladovanim a prodejem
spotfebniho zbozi. Model vychazejici z publikaci (Grigorieva & Khailov,
2005) a (Gorski & Lokshin, 2002), na rozdil od modelu puvodniho, vsak
zohlednuje, ze zmény zpusobené postupnou spotiebou na strané zakaznika a
poskozenim zbozi na strané prodejce se projevi s jistym zpozdénim, tedy ze
systém je ovliviiovan zménami v minulosti. Model 1ze na intervalu ¢ € [0, 7]
vyjadrit takto:

2 (t) = u(t) — n(p)(Y — z2(t))z1(t) + ki1 (t — Ay) o)
2h(t) = n(p)(Y — 2a(0)21 (£) + Koot — Ay) |

21(0) = 2%, 25(0) = 5. (6.2)

V systému uvazujeme proménné x; - mnozstvi zbozi na trhu a x5 — zasoby
zakazniku, a proto jsou nezaporné.

Jako parametry figuruji v — hladina produkce, k1 — mira ,znic¢eni“ zbozi,
ko — mira spotieby, p — prodejni cena, n — koeficient miry prodeje pro kazivé
zbozi n(p) = o (ng je vhodnd konstanta), Y — poptavka. Parametry A; a A,
vyjadiuji dobu potiebnou k zachyceni zmény proménnych x; a x5 a budeme
je naddle nazyvat zpozdénim. Parametry Y, ki, ks jsou konstanty.
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Ptirozenym dusledkem pozadavku spojité navaznosti feseni z;(t) z inter-
valu [0, 7] k ,historické* funkei h;(t) (t € [—A;,0]) je zpfesnéni pocatecni
podminky fesen{ z;(¢) (6.2) s 29 = h;(0) i = 1,2.

Tento model muze byt vyuzit pii planovani vyroby, nebo jako soucdst
modelu fesicich otazky kooperace, nebo naopak konkurence.

a) p=0.08+ 0.02*cos(0.02%*t) b) p =0.08+ 0.02*cos(0.6*1)
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Obr. 6.1: Vliv kolisani ceny na chovani modelu 6.1, zdroj: vlastni zpracovani
na zékladé (Novotna & Skapa, 2018)

Jedna se o systém dvou nelinedrnich rovnic se dvéma zpozdénimi a separo-
vatelnou linearni ¢asti bez zpozdéni. Pro numerické feseni tohoto poc¢atecniho
problému (blize popsaného v kapitole 5.3) bylo vyuzito (5.9), resp. (5.10) a
to s pouzitim feseni posloupnosti tloh:

.T,h/(t) = u(t) + [a1 + bll'gyfl(t)]ilil,,(t)—i‘
+er[xr(t — Az (t— Ar) + (1 — x(t — Ay))ha(t — Ay)],

2o, (t) = az + boway (¢)]z1,-1 (1) +
+CQ[X_[(t — Ag)ﬂ?g,,_l(t — Ag) + (1 — X[(t — AQ))hQ(t — Ag)],

(6.3)
kdet € I = [O,T], Vv E N, ai,bi,cz- S R, A,L S RJr hl S C([—A“O],R), a
Tio € C(I, R) (Z = 1,2)

Tustrativni pifklad v clanku (Novotnd & Skapa, 2018) vychazi z redlné
situace a pouziva data vyrobniho podniku, dodavajictho plastové kelimky
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Obr. 6.2: Vliv postupného navysSovani ceny na chovani modelu 6.1, zdroj:
vlastni zpracovani na zdkladé (Novotnd & Skapa, 2018)

podnikum pusobicim v oblasti vendingu, neboli prodeji a provozovani pro-
dejnich automatu, zejména automatu na kéavu, coz je specificky sektor sluzeb.
Soucasné prostiedi pro podnik znamenad, ze se musi vyrovnavat s tlakem na
snizeni cen pii neustalém zvySovani ndkladu na provoz. Lze také pozoro-
vat, ze se zvysSuje konkurenéni boj, coz vede k nutnosti dusledné se snazit
o optimalizaci procesu.

Podniky provozujici automaty na kavu je zasobuji na frekventovanych
mistech, kde je nutno zbozi doplnovat nékolikrat tydné. Proto je tfeba, aby
dodavatelé kelimku velmi pruzné reagovali na jejich pozadavky na dodavku.
Na druhou stranu, dodavatelé ,,pevnych® ¢asti pro naplnéni automatu maji
nizkou vyjednavaci silu, nebot existuje fada potencidlnich dodavateli, za
které mohou byt vyménéni, a zaroven s mnohymi funguje spoluprace na bazi
vzajemné podpory.

V (Novotnéd & Skapa, 2018) byl sestaven model, simulujici uréitou situ-
aci na trhu a byl zkouman vliv zmény historickych funkci a prodejni ceny
produktu na jeho chovéni.

Grafy na obrazku 6.1 popisuji situaci, kdy cena kolisa kolem hladiny,
ktera je v prumeéru nizsi, nez cena puvodni, nicméné je pro podnik stéle jestée
prijatelnd. V piipadé, ze pfipustime pomérné rychlé kolisani cen, vidime,
ze dochazi k nestabilni situaci na trhu, ktera si bude klast pozadavky na
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velmi pruzné prizpusobovani vyroby. V ptipadé, ze ke zménam ceny dochazi
v delsim obdobi, situace na trhu se postupné stabilizuje.

Cena se vSak obvykle neméni spojité, ale ,skokem®. Grafy, ilustrujici tuto
situaci vidime na obrazku 6.2. V tomto pfipadé byly simulovany dvé situ-
ace. V prvinim piipadé byla cena postupné navysovana a na grafu vidime, ze
zasoby zakazniku kolisaji a zfejmé by v delsim obdobi doslo ke stabilizaci.
Zasoby na trhu vyrazné vzrostli, coz svédci o tom, ze vyrobce na zménu pro-
dejni ceny citlivé reaguje. V ptipadé, kdy se po navyseni cena opét vratila na
puvodni hladinu, se jak hladina zasob zdkazniku, tak mnozstvi zbozi na trhu
adekvatné prizpusobuje i kdyz s vyraznym vykyvem v obdobi, nasledujicim
po zmeéneé ceny.
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6.2 Rizeni zidsob podniku - efekt bice

Soudobé dodavatelské Tetézce jsou casto nachylné k nestabilité objednévek,
s niz souvisi tzv. efekt bice (bullwhip-effect), ktery je v nékterych piipadech
téz nazyvany efektem zesileni (amplification effect).

Prvni zminky o efektu bice muzeme najit v pracech Forrester (Forres-
ter, 2013), (Forrester, 1958). V jinych ptispévcich, napt. (Buchmeister a kol.,
2014; Warburton, 2004b) muzeme najit dalsi podklady o volatilité zésob, po-
pisujici podobny problém jako efekt bice. Stejné tak BeerGame (Sterman,
1989), ktera je urcena pro tcely vyuky teorie fizeni zasob, vykazuje stejny
jev. V 90. letech efekt bice zazil podnik Procter& Gamble pti vyrobé a souvi-
sejici poptavce po plenkach Pampers. Ackoliv poptavka byla konstantni, ob-
jednaval velkoobchod, ktery byl firmou Procter & Gamble zasobovéan, velmi
rozdilnd mnozstvi zasob. To vedlo k obtiznému planovani kapacit ve vyrobé
a tvorbé zasob na kazdém vyrobnim stupni.

Vétsina z téchto podkladu je vsak zamérend na prokazani existence efektu
bice, nebo na identifikaci jeho pfic¢iny, pfipadné na stanoveni moznych proti-
opatieni.

V prubéhu let byly provedeny studie, které se tohoto jevu tykaji a taktéz
na toto téma existuje rozsahla literatura (mimo jiné (Costantino a kol.,
2013; Chatfield a kol., 2004; Lee a kol., 2000) ). Pro zkouméni problému
byly vyuzity riuzné moznosti, které poskytuje napiiklad teorie pravdépodob-
nosti, teorie fizeni (Disney a kol., 2004; Geary a kol., 2006), matematicka
analyza (Csik a kol.,2010; Warburton, 2004b), linedrni analyza stability nebo
pravdépodobnostni zpusob Fizeni zasob a teorie chaosu. 7 dalsich studii je
mozno uvést napf. studii (Kim a kol., 2008), zkoumajici dvé volatility pomoci
systémové dynamiky modelu a kde jsou odvozeny podminky oscilace.

Uvazujeme matematicky model fizeni zasob, rozsiteny o order-up-to po-
litiku dopliiovéani zbozi, na intervalu [0, T] ve tvaru:

dI =(I, = I(t—A)) = D(t) pro I(t—A)<I,
a { (—D(t) ) N S (S
It —A)=1,(t—A) prot € [0,A] (6.5)

Ptitom pfirozenym dusledkem spojité navaznosti feseni I(t) z intervalu
[0,T] k ,historické” funkci I,,(t) (t € [-A,0]) je pocatecni podminka Feseni
I(t) rovnice (6.4) ve tvaru:

1(0) = 1x(0)

a pozadovana hladina zasob I, > 0, casové zpozdéni dodavek A > 0a K > 0
jsou konstanty, D(t) a I,(t) spojité funkce.
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Obr. 6.3: Hladina zasob - nekonstatni poptavka, nekonstantni historicka
funkce, zdroj: vlastni zpracovani na zikladé (Novotna, 2015)

Vyse uvedeny model vychazi z predpokladu, ze obchodnici se snazi mini-
malizovat vysi svych zasob a soucasné je udrzet na tirovni umoznujici pokryt
bézné vykyvy v poptavce. Pozadavek na dodéni ur¢itého mnozstvi zbozi D(t)
(velikost poptavky za ¢asovou jednotku) je vzdy uspokojen. Ucelem Fizenf
zésob je udrzovani aktudlni drovné zésob I(t) okolo pozadované hodnoty I,.

V souladu s realitou pak predpoklddame, ze existuje ur¢ita ¢asova pro-
dleva mezi objednanim a dodanim zbozi - A, zpusobena napiiklad ¢asem
nutnym pro pirepravu zbozi. Z toho plyne, ze mnozstvi zbozi, ptijatého na
sklad v okamziku ¢ je shodné s objednavkou v ¢ase predchazejicim. S tim, jak
jsou zasoby postupné odcerpavany v souladu s poptavkou, je jejich hladina
zpétné doplnovana na pozadovanou uroven. V piipadé necekaného zvyseni
poptavky jsou zasoby postupné dopliiovany, ale diky volitelnému parametru
K je umoznéno jejich doplnéni rozlozit do delsiho casového obdobi.

Tento model (6.4), (6.5) je linearni diferencidlni rovnici s konstantnim
zpozdénim a pocatecni podminkou. Pro numerické feseni tohoto pocateéniho
problému bylo vyuzito Dusledku 5.2 a to s pouzitim feseni posloupnosti tiloh
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([ (Ot = ALy (t — A)]+

. FlL =Xt = ANt = A)+ pro I(t—A)<T,
dt | 4%l — D()]

—D(t) pro I(t—A)>1,

kdet e I=[0,T],v € N, K,A € R, D € L(I; R), I € C([-A,0]; R) a

V élanku (Novotna, 2015) byly analyzovéany podminky, za kterych feseni
osciluje, a situace, kdy historicka funkce a funkce poptavky nejsou konstantni.

Byly pouzity tyto hodnoty: Ij,(t) = 1000 + 200sin(0, 2t), t €< —10,0 >,
D(t) = 20 + 5sin(0, 2t), t €< 0,60 >, I, = 1000, K = 25, A = 10.

Jednd o pripad, kdy parametry modelu nevedou k oscilatorickému fesSeni.
Nicméné nekonstantnost funkei I (t) a D(t) se na Feseni projevi ve smyslu
mirného kolisani a na obrazku 6.6 vidime, ze se zasoby v delsim ¢asovém
horizontu ustali na hladiné, ktera je nizsi, nez byla hladina pted casem ¢ = 0.
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6.3 Rizeni zasob podniku - ¢asteény
backlogging

Nejistotu pri fizeni zdsob muze vyvolat napfiklad nadmérnd spotieba ¢i
prodlouzena dodaci lhuta. Pojistnd zasoba ma za tkol vykryvat poruchy
v dodavkach ¢i poptavce.

Problémem optimalizace a Tizeni zasob v piipadé, ze je tieba zohled-
nit i proménlivou dodaci lhutu, se zabyvali autori (Bandaly, Satir & Shan-
ker, 2016). (Heydari, a kol. 2018) fesili problematiku dodavatelskych fetézcu
v souvislosti s riaznymi zptusobi dopravy. (Kumar & Rajput, 2015) predstavili
model pro fizeni zasob rychle se kazictho zbozi, feseny pomoci fuzzy logiky
s casove zavislou poptavkou a ¢astecnym backloggingem. Model tizeni zésob,
vytvoreny autory (Chowdhury, Ghosh & Chaudhuri, 2017), zohlednuje i in-
flaci a ¢asovou hodnotu penéz.

V tomto odstavci budeme uvazovat model rovnovahy zasob rozsiteny
o order-up-to politiku dopliiovani zbozi s ¢astecnym backlogging, popisujici
situaci, kdy zbozi neni dodavano nepretrzité, ale pouze v predem defino-
vanych okamzicich.

Uvazujeme matematicky model na intervalu [0, 7] ve tvaru:

A= 1)+ (1, —I(t—A) = D(t) I(t—A)<I

Ky poj poj poj
I ,
= = wl—I{t=A4))=D() I(t = A) € [1,,; 1]
—D(t) I(t—A)> 1,
(6.7)
kde

I(t—A) =h(t—A) prot €0, Al

Model vychazi z predpokladu, ze cilem obchodniku je plné uspokojit
poptéavku D(t), diky vysi zdsob I(t), kterd pocitd i s ndAhodnymi vlivy. Proto
je aktualni droven zasob udrzovana okolo tzv. pozadované hodnoty I,. Hla-
dina zésob je tedy postupné snizovana tak, aby byla uspokojovana poptavka
D(t) a je také zvySovana o mnozstvi zbozi, piijatého na sklad.

V nasem modelu fizeni zdsob bude kromé hladiny 7, zohlednéna i vyse
pojistné zasoby I .. Budeme predpoklddat, ze v piipadé poklesu zasob pod
hladinu pojistné zasoby, zméni se potieba rozlozit doplnéni zésob do delsiho
obdobi a alespon ¢ast zbozi je tieba doplnit v kratsim casovém horizontu.
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V tomto ptipadé je tieba zavést dva volitelné parametry K; a K, Ze pro
dodavku zbozi je od okamziku objednani nutno pocitat s prodlevou A, zpu-
sobenou podminkami na strané dodavatele a piipadné i dobou prepravy.

Pfitom pfirozenym dusledkem spojité ndvaznosti reseni I(t) z intervalu
[0, T'] na spojitou ,historickou* funkei h(t), t € [—A, 0] je poc¢atecni podminka
feSeni I(t) rovnice (6.7) ve tvaru:

Z podstaty vyse uvedeného modelu pfitom plyne, ze I, > 0, I . >0, A >0,
Ky, Ky > 0 jsou konstanty, D(t) a h(t) spojité funkce. Oznacime-li pravou
stranu rovnice (6.7) L(I)(t), pak ji muzeme zapsat také ve tvaru
1

dd—Ef) = L(I)(t), t €[0,T] (6.8)
a vzhledem k jeji konstrukci se jedna o linedrni nehomogenni diferencialni
rovnici s konstantnim zpozdénim, s po c¢astech konstantnim koeficientem a
po c¢astech spojitou nehomogenitou.

Vyse uvedeny model vystihuje redlnou situaci, se kterou se pti fizeni zdsob
muzeme setkat, pouze ¢astecné. Pokud se budeme chtit redlné situaci priblizit
co nejblize, musime také zohlednit fakt, ze zbozi obvykle neni naskladnovano
nepretrzité, dokonce ani nemusi byt naskladnovano v pravidelnych interva-
lech. Proto je nutné model jesté mirné modifikovat a vzit v potaz fakt, ze
naskladnéni probiha pouze v urcitych podintervalech intervalu [0, 7.

Ozna¢me si nyni T, mnozinu vSech podintervalu z [0, 7], kdy dochézi
k naskladnéni zbozi. Pak nové upraveny model muzeme vyjadrit s pomoci
vztahu (6.8) takto:

di(t) [ L(I)(t) proteT,
At { —D(t) prot ¢ TSS (6.9)
I(t—A) =h(t—A) prot €0, Al

Jestlize oznac¢ime charakteristickou funkci mnoziny 75

_J IproteTs
XTS(t)_{ Oprot & Ts

pak lze tulohu (6.9) vyjadrit ve tvaru

A0 — o (OLU)(E) — (1= xp (D) D(E) pro t € [0,T],
(6.10)
I(t —A)=h(t—A) prot € [0,4],
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respektive

U0 — L h (= 1) + gL, — Ialt = A))] xpos(Ia(t = A))+

75 Iy = Iat = A))(1 = Xpoj (Iat — A)))(1 = xp(Ia(t - A)))} Xrg ()
—D(t),
1(0) = h(0),
(6.11)
pficemz

IA(t — A) = X[O,T}(t — A)](t — A) + (1 — X[O,T}(t — A))h(t — A)

[ 1protel0,T]
Xjo.r](t) = { 0prot&[0,T] -

Pritom uvedené predpoklady modelu plné vyhovuji vyse zminéné obecné te-
orii funkciondlnich diferencidlnich rovnic, podle niz pro rovnici (6.7) staci
uvazovat lebesgueovsky integrovatelné koeficienty a nehomogenity (funkce
po ¢éstech konstantni i po ¢dstech spojité na intervalu [0, 7] takovymi jsou).
Proto 1ze na rovnici (6.11) aplikovat numericky postup konstrukce reseni a
v citované literatufe metodu postupnych aproximaci. Pro numerické teseni
tohoto poc¢atecniho problému bylo vyuzito Dusledku 5.2 a to s pouzitim feseni
posloupnosti tloh

Uel®) — ()LL) () — (1= X ())D(E) pro t € 0,7,

(6.12)
I,(t —A) = h(t — A) pro t € [0,4],

respektive

I (t)
dt

[ = L)+ 5Ly = Lanoa(t = A))| Xy (Tan-a(t = A))r, (8)+

ey~ Tana(t = D)1 = Xpog (Tt (= AL = Xp(Tanoa(t — A)))
Yo (1) = DI(1),

(6.13)
kde

Inn-1(t = A) = xpn(t = A) L a(t —A) + (1 = Xt = A)h(t = A),
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Obr. 6.4: Hladina zasob - skutec¢ny vyvoj, zdroj: vlastni zpracovani na zdkladé
(Novotna & Sustrova, 2018)

1 pro I(t I,
Xp(L(t)) = { 0 gro [Et§ z I, ’
w10 = { S 10 < e

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 6.2, je vhodné zvoleny zpusob Fizeni zasob jed-
nou z moznosti jak dosdhnout snizeni ndkladu na drzeni zasob, k optimalizaci
vnitinich procesu podniku a nésledné i ke zvyseni zisku. Proces tizeni zasob
zahrnuje ¢innosti jako je analyza, planovani, prognéza, operativni fizeni a
kontrola provadénych operaci a volba vhodného zpiisobu tizeni zésob vede
i ke zvyseni kvality zdkaznickych sluzeb.

Navrzeny model vypoctu rovnovahy zasob byl aplikovan na konkrétni
situace z obchodni praxe a podrobné feSeni prezentovéno v (Novotna &
Sustrova, 2018). Byla pouzita data realné spolecnosti, zabyvajici se velko-
obchodnim prodejem se spojovacim materialem.

Pti feseni autorky vychazely ze skutecnosti, ze spole¢nost nakupuje v ramci
dodavatelského Tetézce od asijského vyrobce a musi predpokladat dobu dodani
objednaného zbozi az 60 dni od objednani. Interval objednéni je piiblizné
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Obr. 6.5: Hladina zasob - modelova situace, nekonstantni historicka funkce,
zdroj: vlastni zpracovani na zékladé (Novotna & Sustrova, 2018)

1 mésic, tedy 20 pracovnich dni a prumérna velikost objednavky je 800 jedno-
tek. Pozadavkem podniku bylo optimalizovat naklady na zbozi zkrdcenim in-
tervalu objednavek a snizenim mnozstvi objednaného mnozstvi, coz by mélo
mit za nasledek snizeni nakladu na skladovani zbozi.

Jak je vidét z grafu na obréazku 6.4 tuto tlohu s uspéchem fesit a diky
tomu vyrazné snizit riziko nedostatku zasob na jedné strané a na druhé strané
snizit naklady na skladovani.
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6.4 Reakce investoru na uvedeni nového
produktu na trh

Predpovidat napt. zda se néjaky konkrétni vyrobek stane hitem, je pfi ruzno-
rodosti spottebitelskych preferenci témétr nemozné. Naopak se dé velmi dobre
ukazat, ze pro ruzné struktury spolecenskych vazeb se muze vyznamné lisit
dynamika sifeni vyrobku (rychlost, skokové zmény apod.). Nové produkty
pritom hraji vyznamnou roli pii vytvareni a udrzovani konkurenc¢nich vyhod
firmy. Spole¢nosti, schopné opakované uvadét na trh nové produkty, maji bez-
pochyby vyhodnéjsi postaveni v konkurenénim prostiedi trhu, zejména pokud
se jedna o kétované spolecnosti. Kazdé dalsi oznameni o uvedeni nového pro-
duktu na trh je potom zalezitosti, ktera se tyka prevazné vétsiny akcionéaru.

Investori mnohdy dochéazeji k rozhodnuti o tom, zda koupit nebo prodat
na zakladé informaci o chovani ostatnich. Avsak drobné rozdily v pocatec¢nich
podminkach mohou mit v dlouhodobém horizontu zavazné dusledky. Uvedeni
nového produktu na trh kétovanou spole¢nosti potom byva ¢asto povazovano
za signal, predpovidajici vykyvy na burze cennych papiru.

V soucasné dobé se predmétem zajmu mnoha vyzkumnych praci stava
pravé pripadny vliv ozndmeni o novém produktu na chovani burzy cennych
papiru (Chen & Wang, 2014; Lee & Chen, 2009). Vétsina téchto studii vsak
pohlizi na uddalosti na burze optikou statistické analyzy a ztraci ze zretele
vliv, ktery ma uvedeni nového vyrobku na akciovy trh.

Tento proces muze byt ovliviiovan ruznymi faktory, jako je citlivost in-
vestora na informace a jeho psychicky stav, nebo chovani ostatnich investoru
a celkové prostiedni akciového trhu. Zptusob, jakym jsou lidé ovliviiovani, byl
interpretovan jako proces, blizky procesu virové infekce v teorii virové dyna-
miky a lze predpoklddat, Ze je analogicky s procesem tzv. ,viral marketingu®.

Teorie viralniho marketingu a viralni reklamy (Hayes & King, 2014; Schul-
ze a kol., 2014) meély revoluéni dopady na marketing. Socidlni sité, kde se
virdlni marketing hojné vyuziva, jsou povazovany za velmi efektivni mar-
ketingovou platformu pro obchodniky (Faruque a kol., 2016). Virdlni mar-
keting (viral marketing) predstavuje metodu, kterd slouzi k dosazeni expo-
nencidlniho rustu povédomi o znacce (nebo produktu ¢i sluzbé) prostied-
nictvim nefizeného siteni informaci mezi lidmi. Toto lavinovité Siteni lze
ptirovnat k virové epidemii — odtud nazev této metody (Hao & Wang, 2016).
Publikace (Lopez-Fernandez, 2015) pak davé virdlni marketing do 8irsich
souvislosti, véetné zamysleni nad spolecenskou odpovédnosti firem. Autori
prispévku (Arcos a kol., 2014) konstatuji, ze virdlni marketing muze byt
vyhodny pti uvedeni nového produktu na trh, avsak jeho t¢innost a méfreni
kampani muze byt slabym mistem této strategie.
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Proces siteni informace o o novém produktu lze rozdélit na nékolik fazi,
coz odpovidé i publikacim (Hao & Wang, 2016) a (Connelly a kol., 2010) pro
tel=10,T:

D — N —d I(t) + BI1)S(L),

O — BI(t—7(t)S(t — (1)) — doI* (1), (6.14)

BU — —dyS(t) + kI(t),

a pozadujeme, aby feseni tohoto systému bylo spojitym pokracovanim funkci
popisujicich chovani procesu v ¢ase t < 0, kde A, dy,ds,ds a 8 jsou kladné
konstanty a spojita funkce 7(t) < ¢ definovand na intervalu [ je zpozdéni
reakce. Pozadujeme tedy, aby

I(t) = L(t), I*(t) = I;(t), S(t) = Su(t), t <0, (6.15)

kde historické funkce I,(t), I;:(t), Sp(t) jsou spojité a nezaporné, pripadné
ohranicené, coz odpovida poc¢ateéni podmince

1(0) = 1,(0) = I, I*(0) = I;(0) = 5. S(0) = s4(0) = So,  (6.16)

s nezapornymi Iy, I}, So.

a)A= 0.5 b) A= 20

000
S000-

400

Sl

Obr. 6.6: Vliv délky zpozdéni na chovani modelu §ifeni informace, zdroj:
vlastni zpracovani na zakladé (Novotnd & Skapa, 2017)

Vyse uvedeny model popisuje vliv uvedeni nového produktu na trh na
chovani investoru za predpokladu, ze odezva investoru neni okamzita a zo-
hlednuje ¢as nutny pro rozhodnuti.
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Pti sestavovani modelu se predpokladalo, ze jeden investor investuje pou-
ze do jedné akcie, pocet potencidlnich investoru je I(t), pocet akcionaiu I*(t).

Potencialni investori maji prirozeny zdroj, ktery reprezentuje konstanta A
a miru jeho poklesu, tj. miru opusténi akciového trhu, reprezentuje konstanta
dy. Déle predpoklddame, ze prvotni nabidka akcii byla nejdfive nabidnuta
nékolika institucionalnim investorum a v ¢ase ¢ = 0 bylo zahajeno obcho-
dovani na burze.

Intenzita ,signédlu® uvedeni nového produktu na trh S(t) je pak odvozenda
od vyse investice do reklamy v ¢ase t a soucin S1(t)S(t) vyjadiuje citlivost
trhu na informace.

Za predpokladu, ze potencialni investor vnimal signal v okamziku ¢ —7(t),
vyhodnocuje ho v intervalu (¢ — 7(t),t), hodnota SI(t — 7(t))S(t — 7(¢)) je
prirustek akcionaiu v ¢ase t a dy mira prirozeného poklesu poc¢tu akcionaru.
Parametr ds pak ovliviiuje velikost zmény signalu a parametr k reprezentuje
miru kontaktu akcionaiu a potencidlnich investoru.

Samotny signal se v priubéhu casu méni nejen v souvislosti s reklamou
a $ifenim informace v mediich, ale je také uvolnovan prubézné. Potencialni
investory samoziejmé mohou, kromé vlastniho tsudku, vyznamné ovlivnit
i stavajici akcionafi prostfednictvim mezilidské komunikace. Proto mohou
nékteii akciondfi mit vliv na intenzitu signalu S(t).

Jednd se o systém ti{ nelinedrnich rovnic se zpozdénim a separovatel-
nou linedrni ¢asti bez zpozdéni. Pro numerické teseni tohoto pocatecniho
problému bylo vyuzito Dusledku 5.9, resp. 5.10 a to s pouzitim feSeni po-
sloupnosti tloh

z, =a—bx,(t) + cx,(t)z,_1 (1)

Y, = exlt = A®)r 1t — AD)21(t — A)+
e = x(t = A (t)hs(0)] — dan(1) 617

2, = —ez,(t) + gx,_1(t)

2,(0) = h1(0), 4 (0) = h2(0), 2,(0) = hs(0),

kdet € I = [0,T], v € N, a,b,¢,d,e,g € R, h; (i = 1,2,3) jsou spojité,
nezédporné a ohranicené funkce a g, yo, 20 € C(I; R).

Prispévek (Novotnd & Skapa, 2017) prezentuje moznost feseni nelinearni-
ho dynamického modelu pomoci nové teorie tzv. funkcionédlnich diferencialnich
rovnic, konkrétné globdlni metodou postupnych aproximaci. V ramci aplikacni
casti je prezentovana moznost jeho feSeni v konkrétnim pripadé a pomoci si-
mulace na pocitaci je demonstrovano chovani modelu.
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Tento model je také v souladu s teorii sentimentu, ktera tvrdi, ze velka
vlna pozitivniho sentimentu nepfimérené ovlivni rust ceny akcie, jejichz oce-
néni je jiz tak vysoké, a v pripadé, kdyz se nenaplni ocekavané velké zisky
(napt. z nového vyrobku), pak investotri odchazeji.

Aplikace tohoto modelu za pouziti redlnych dat muze byt velmi uzitecné
pi pro snizen{ rizika potencidlnich investori, nebot co muze byt pro investora
horstho, nez koupit akcii firmy, kterd rostla (mnohdy bouilivé), a on nakoupil
na vrcholu, a potom sleduje pokles, ¢i dokonce pad ceny akcii firmy, a to i
prestoze firma hléasi zvysujici se prodeje nového vyrobku.
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6.5 Podnikova data a jejich ohrozeni

Firemni procesy v podnicich jsou ¢im dal vice zavislé na sluzbach infor-
macnich a komunikac¢nich technologii (ICT) a tim roste pracovni zatéz IT
oddéleni a také naroky na jeho fizeni. Podnikové procesy v podniku existuji
proto, aby s jejich pomoci mohl podnik dosdahnout svych cilii determino-
vanych podnikovou strategii. Podoba podnikovych procesu proto vychazi z
podnikové strategie. ICT sluzby (sluzby informacnich a komunika¢nich tech-
nologif) jsou podpurné sluzby pro podnikové procesy.

Informacni 1toky na pocitacové sité jsou problémem, u kterého denné
narustd stupen hrozby.

Jako ptiklad muzeme uvést kyberneticky utok v némeckych ocelarnach
(Kovacs, 2014) nebo zniceni téméf jedendcti jadernych zatizeni v Iranu (Kelley,
2013). Rozsahlou analyzu stavajici literatury, kterd se zabyva kybernetickou
bezpecnosti, provedli autofi ¢lanku (Bordoff a kol., 2017).

Skutkovymi podstatami kybernetické kriminality od historie po soucas-
nost véetné prognézy dalsiho vyvoje se zabyva monografie (Smejkal, 2018).
Autor se podrobné vénuje ruznym aspektum kriminality spojenym s pocitaci,
sitémi, Internetem, virtudlnim prostorem, socialnimi sitémi a dalsimi fe-
nomény.

Okamzita reakce odborniki na kybernetické itoky umoznuje identifikovat
slabé stranky pocitacovych siti, které jsou pak chranény programy, zvanymi
ypatch“. Tyto zaplaty jsou vSak k dispozici s ur¢itym zpozdénim a tutocnici
maji dostatek casu na zneuziti této chyby, a to i presto, ze o nich védi vyrobci
opera¢nich systému i dalsitho softwaru. Tento stav je nevyhovujici jak pro
soukromé podniky a jejich management, tak pro vedeni statnich organizaci,
které se podle své ufedni povinnosti musi zabyvat dulezitymi nebo tajnymi
informacemi.

Uvazujeme dynamicky systém ,informacni utok - pocitacové sité“ bez
zpétné vazby. Systém ma nasledujici soucasti: klient A, server B, uzivatel na
strané klienta, lokaln{ sit, ke které je server ptipojen. Tento model je popsan
interakci mezi klientem A a serverem B bez zpétné vazby a vlivem lokalni
sité na server s tokem pozadavku. Pomoci bilan¢nich poméru zapisujeme dy-
namicky systém pozadavku a odpovédi ve tvaru dvou diferencialnich rovnic.

24 () = A(t) — () + 1O
(6.18)

2(t—A 2(t—A
I’é(t) = ngl(t — A) — xQ(t) — M2 l-T-‘l'L'(l(t—i) - J‘iz_izz(t))7

kde 27 = (x(t), 22(t)) - je vektor fazovych proménnych, pocet jejich slozek
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odpovida poctu ,,paketu”, které jsou v daném okamziku ¢ > 0 na i-tém uzlu
(1 =1,2) , A(t) jsou ptichozi datové toky z externich objektu.

Necht A(t) > 0 je pozadavek vyslany uzivatelem A (vstup); A je cas
zpozdéni prenosu informaci z A do B; x1 jsou pakety v A urc¢ené k odeslani
na B (pozadavky); xo jsou pakety v B urcené k odeslani serverem do mistni
sité (odpovedi); i1, pe je kapacita sitky pasma (bandw1dth) piislusnych uzlu,
minformaén{ dtoky* a ,pocitacové sité” g(x) = 1% - funkee vyuziti paketi.

V tomto modelu (6.19) odpovidéd prvni rovnice uzlu ,user-client* a druhd
- uzlu ,server-user”.

Na intervalu I = [0, T'| dostatecné délky je uvazovany systém dvou obycej-
nych diferencialnich rovnic nelinearni a s jednim zpozdénim na 1. komponenté
(1. proménné). Pro numericky vypocet feseni jeho pocédteéni tlohy zadani
prirozené doplnme o podminky v bodé 0 a o popis chovani feSeni pred ¢asem
0, tj. zabyvejme se numerickym fesenim tlohy

2y () = A(t) — i (t) + g(z1(2))
25(t) = paxi(t — A) — 22(l) — pag(@1(t — A)) + g(22(t — A)),  (6.19)
z1(t — A) =hy(t — A) prot € [0; A] 22(0) = ho,

kde ul,/@, hy € Ry, funkce A € L(I; Ry), A € C(I; Ry), hy € C([-A,0; Ry)
ag= 1+CE R+ — R+

Pro numerické feseni tohoto poc¢atecniho problému (blize popsany v ka-
pitole 5.2.2) bylo pouzito tvrzeni (5.5) a vyuziva tlohy ve tvaru

2y (t) = At) — paz(t) + g(z1(t))
2h(t) = po [(x1(t — A)xy (t — A) + (1 — x1(t — A))ha(t))] — za(t)
—pa [(xr(t = A)g(w1(t — A)) + (1 — xs(t — A))g(hi(t))] + g(za(t))

1’1(0) = h1(0> IQ(O) = hg,

(6.20)

122



konkrétné posloupnosti tloh
2y () = A(t) — s, (t) + g(21,(1))

zo(t) = p [(x1(t — A)z1—1(t — A) + (1 = xr(t — A))hi(2))] — 22, (2)
—p2 [(x1(t = A)g(@1p—1(t — A)) + (1 = x1(t — A))g(ha1 ()] + g(z2u (1))

ZE1<O) = hl(O) ZEQ(O) = hg.

(6.21)
sin (t) sin (t)
At) =5 +——"—— 5+ — t €(0;20
® 0.1(t + 0.001) 0.1(t + 0.001) ( )
sin (t)
A(t) =425+ ———— t € (20;35)
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Obr. 6.7: Vliv funkce A(t) na feSeni modelu, zdroj: vlastni zpracovani na
zékladé (Dzhalladova a kol., 2019)

Analyzovany model detekce kybernetickych toku (Dzhalladova, Novotna
a kol., 2019) je zaloZeny na soustavé nelinearnich diferencidlnich rovnic se
zpozdénim a umoznuje nam ziskat kvalitativni feseni (portrét) dynamickych
soustav pomoci obecné teorie Poincaré-Lyapunova, ktery urcuje na existenci
vyjimeénych (staciondrnich) bodu, cyklu (periodickych trajektorii) a jejich
vzajemném usporadani.

Pti studiu nelinearni soustavy se zpozdénim, ktera modelovala dynamiku
v soustavé ,informacni 1itok - pocitacova sit“, bylo zjisténo, Ze prubéh funkce
A(t) ma vyznamny vliv na feSeni modelu, jak je vidét na obrézku 6.7. V redlné
situaci lze oc¢ekavat, ze pravé tato funkce nebude mit charakter konstanty,
ale ze jeji hodnoty budou kolisat.
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6.6 Sireni informace o emisi nové akcie na
kapitalovém trhu

Akciové spoleénosti vydavaji na vefejném trhu cennych papirt, tj. na burze ¢i
mimoburzovnim trhu, své akcie s cilem ziskat kapital pro dalsi rozvoj nebo s
cilem zvysit vlastni prestiz a duvéryhodnost. Hovoii se o takzvanych emisich
akcii. Pokud spolecnost vydava na verejném trhu své akcie poprvé, hovorime
o prvotnich nebo primérnich emisich (IPO - Initial Public Offering). Protoze
se s primarni emisi stava z uzaviené a v soukromych rukou vlastnéné akciové
spole¢nosti spolecnost pristupna Siroké verejnosti, hovoii se o primarnich
emisich jako o ,uvedeni na vefejny trh*.

Samotnym procesem piedstaveni nové emise akcii uvadéné na burzu cen-
nych papirti a vefejny trh se zabyval Meluzin a kol. (2018) a Skapa a Meluzin
(2007).

Burzy s cennymi papiry ve vyspélych ekonomikach se postupné zménily z
prezen¢ni burzy na burzu elektronickou. Tato zména v systému obchodovani
s sebou nese fakt, ze obchodovani na ni neni omezeno zadnym konkrétnim
mistem v regionalnim smyslu, protoze obchodovat je mozné odkudkoliv.
Ucastnici trhu cennych papiru jsou dobfe informovani (predpokladame leh-
kou formu hypotézy efektivniho trhu) a pouzivaji stale dokonalejsi typy mo-
delu pro tizeni investicnich a finan¢nich rizik, investi¢ni analyzy a spravu
aktiv. Zpusobem, jakym lze data z akciovych trhu vyhodnocovat se zabyvaji
ve své praci (Weng a kol., 2018). (Sohangir and Wang, 2018) naopak fesi
jakym zpusobem najit spravny zdroj informaci. Pomoci nastroju z oblasti
topologie popisuje chovni investort na akciovém trhu (Oldham, 2017).

V dalsich uvahach predpoklddejme, Ze proces lze povazovat za analogicky
s procesem viral marketingu.

Velmi struéné muzeme jednotlivé faze popsat jako

»2Awareness® - potencialni investofi zachytili informaci o emisi nové akcie
a zpracovavaji ji v podvédomi,

,Evaluation® — potencidlni investori zvazuji své moznosti a vyhodnocuji,
zda je pro né investice vyhodn4,

Snvestment — v této fazi jiz dospél potencidlni investor k rozhodnuti,
investici realizuje a méni se z potencidlniho investora na akcionare. Je tieba
také uvazovat, ze doba 7, kterou potencialni investor potfebuje na vyhodno-
ceni situace, neni zanedbatelna.
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Cely model muzeme vyjadrit takto:

O — g qI(t) +EI(t) (1 — %) — BI()S(t)

W~ BI(t—7)S(t—7) — 6(6)[(t) (6.22)
BU = —dyS(t) + kI(t)

23(176—0,04“ ) 4+100e—0,044¢

kde 0(t) = oo
stanty, a pozadujeme

» Dy 4, 57 [maxa d3, 6 ak jSOll kladné kon-

1(0) = Iy, I*(0) = I, S(0) =S, (6.23)

pricemz Iy, I, Sp jsou kladné konstanty.
Pro t < 0 déle definujeme, ze

1(t) = Lu(t), I'(t) = Ti(0), S(t) = Sild). (6.24)

kde historické funkce I,,(t), I;:(t), Sp(t) jsou spojité a nezdporné.

Do modelu tedy vstupuje proménna I(t) ,pocet potencidlnich investoru*
(jeden investor investuje pouze do jedné akcie)a proménnd ,,pocet akciondiu®,
oznacena jako I*(t).

Vyjdéme z predpokladu, ze prvotni nabidka akcii byla v prubéhu Road
Show nabidnuta nékolika institucionalnim investorum a v case ¢ = 0 bylo
zahajeno obchodovani na burze a timto okamzikem zacali byt uspokojovani
drobni investori, resp. fyzické osoby. Tudiz intenzita ,signélu® S je odvozena
od vyse investice do reklamy.

Parametr g vyjadiuje podil investoru, ktefi opousti trh. Reprezentuje tedy

zaclenime také rust poc¢tu potencidlnich investoru &1(t) (1 — %), kde & je
mira rustu potencidlnich investori. Obvykle je tento parametr vyssi nez q.

L4 je maximalni kapacita akciového trhu a intenzita informace o nové
emisi je oznacena jako S(t). V modelu je tfeba zohlednit i citlivost trhu na
informace, kterou reprezentuje kladna konstanta .

Miru pfirozeného poklesu poctu akcionditu oznacime §(t). Pro sestaveni
rovnice ¢asového ubytku informace z druhotné dlouhodobé paméti za pted-
pokladu spojitého procesu uceni i zapominani v ¢ase byla vyuzita teorie
prezentovand v (Strizenec, 1966).

Miru zmény signalu oznacime jako ds, souvisejici jak s vysi investice do
reklamy a Sifenim informaci, tak s faktem, ze potencialni investofi jsou do
jisté miry vuci signalu rezistentni.

Je tfeba jesté vzit v uvahu, Ze informace se $it{ také mezilidskym kontak-
tem, ktery samoziejmé existuje i mezi akcionari a potencidlnimi investory.
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Cést potencidlnich investort bylo osloveno v pritbéhu Road Show a zbyvajici
Cast se 0 moznosti nové investice dozvida zprosttedkované, pies burzu ¢i pres
manazera emise, ktery bude zodpovédny za prubéh emise. Miru kontaktu
mezi akciondii a potencidlnimi investory reprezentuje parametr k.

Jednd se o systém t¥i nelinedrnich rovnic s konstantnim zpozdénim 7
a separovatelnou linearni ¢asti bez zpozdéni. Pro numerické feSeni tohoto
pocatecniho problému bylo vyuzito Dusledku 5.9 resp. 5.10 a to s pouzitim
feSeni posloupnosti uloh

Ll = p— gl (t) + () (1 - fm—“)) — BIL,(t)S, (1)
Wl — BL, 4(t = 7)Sua(t —7) = S(1) I3 (1) (6.25)
—dS;t(t) = —d3S,(t) + kIL,(t), t >0
23(1_6—0,04415)+1006_0$044t
kde n € N, §(t) = . ’
L,(t) = In(t), I;(t) = I;(t), Su(t) = Su(t), prot <0 (6.26)
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Obr. 6.8: Piipad, kdy se situace na burze stabilizuje, zdroj: vlastni zpracovani
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Obr. 6.9: Pripad nestabilni situace na burze, zdroj: vlastni zpracovani

Prezentovany model (Novotna a kol. 2020) zkoumd mechanismus sife-
ni informace v procesu IPO v prostiedi burzy cennych papiru a vysledky
modelovani znazornuji dusledky chovani systému jako celku, a to z pohledu
emitenta i investora.

Graf 6.8 zobrazuje situaci po uvedeni podniku na burzu, kdy v prvnich
dnech obchodovéni si podnik kupuje vétsi a vétsi pocet investoru (zejména
privatnich). Vidime, ze v prvnich tydnech obchodovéani prudce klesé pocet
potencialnich investoru, zatimco pocet investoru naopak kratkodobé vzrusta.
Soucasné muzeme pozorovat zvyseni intenzity signalu S v obdobi poklesu
zajmu o akcii, ktery mé ale vyrazné slabsi odezvu, nez tomu bylo v prvnich
dnech.

Zhruba po rocnim obchodovani se ustali pocet investoru, coz je spojeno
i s prvnim ro¢nim vykazovanim hospodatskych vysledku existence podniku
na burze, a porovnanim predikovanych hospodarskych vysledki.

Graf 6.9 demonstruje situaci, kdy podnik nema jasné vymezenou strategii
a tato strategie neni vhodné komunikovana s investory, manazeii emise davaji
vic a vic prosttedku na reklamu. Podnik se nevhodné prezentuje a proto
kolisaji jak pocty investoru, tak potencidlnich investoru a podnik se postupné
stavé neduvéryhodnym.
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6.7 Nabidka a poptavka na trhu s dribezim
masem

Zdrojem bohatstvi a moci jsou v soucasném svété potom piredevsSim in-
formace a schopnost s nimi efektivné nakladat. Jsou to pravé informace,
které rozhoduji o tom, ktery subjekt ¢i jednotlivec bude v dnesni spolecnosti
uspésny a ktery nikoli. Pokud chce byt podnikatel Uspésny, potfebuje mit
prehled o prostiedi a novych trendech, coz ho muze v budoucnu ochranit pred
odbytovymi potizemi, poklesem trzeb nebo snizovanim zisku. Pro uspésnou
ekonomickou situaci tedy je nutnd rychlost hodnoceni informaci, ziskdvani
novych zdroju, efektivni komunikace, spoluprace mezi lidmi atp. Naptiklad
rozvoj zemeédélstvi do znacné miry ovliviiuje vSechny odvétvi vyroby, na-
vazujici na produkei komodit zemédélského puvodu, proto je pro odbératele
zemeédélskych produktu dulezité mit moznost predvidat budouci jeho pohyby.

Typickym znakem soucasného ekonomického vyvoje ve svété je rust vza-
jemné zavislosti a propojeni trhu jednotlivych narodnich ekonomik i nadna-
rodnich uskupeni ve formé globaliza¢nich procesu. Vstup na jednotny trh
méa vSak zasadni dopad na ekonomické postaveni domaécnosti i podniku.
Pri konstrukci strategie podniku je proto nutné vyuzivat nastroje, vhodné
pro zkoumani moznych dopadu hospodarsko-politickych opatieni. V tomto
pripadé jsou hojné vyuzivany modely zalozené na vypoctu vseobecné rov-
novahy, zohlednuji makroekonomicky ramec.

Hlavni myslenku rovnovéahy trhu, kterou intuitivné prestavil A. Smith,
zpracoval do podoby samostatné teorie obecné rovnovahy L. Walras.

Veédecky piinos L.a Walrase k rozvoji ekonomie byl plné docenén az po
jeho smrti, predevsim po druhé svétové valce diky J. R. Hicksovi a I. Fishe-
rovi. Autori G. Debreu a K. J. Arrow pak potvrdili konzistenci teorie celkové
rovnovahy, véetné vymezeni podminek existence. Za striktnich podminek po-
dali teoreticky matematicky dukaz Walrasovy hypotézy, ze prizpusobovaci
procesy vyusti do stabilni rovnovahy.

V soucasné dobé se muzeme setkat napiiklad publikacemi, které zkou-
maji Walrasovu dynamiku na experimentalnich trzich (Crockett a kol., 2011;
Donier & Bouchaud, 2016; Hubbard, 2013; Hirota a kol., 2005), statémi
zabyvajicimi se ekonomickou rovnovahou (viz. naptiklad (Anello a kol., 2011;
Bobalova & Novotnéd, 2015; Codognato a kol., 2015; Donato a kol., 2008; Jofré
a kol., 2007).

Dalsim piikladem linedarniho dynamického modelu je rovnice popisujici
chovani trhu a vychézejici z predpokladu Walrasovy teorie, Ze relativni zména
trzni ceny v Case se fidi rovnici rovnovahy mezi poptavkou a nabidkou:

P'(t) = ki(dy — 51+ dop(t) — sop(t — A)). (6.27)
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Model vychazi z predpokladu Walrasovy teorie (Walras, 1984), ze rela-
tivni zména trzni ceny p(t) v ¢ase t se tidi rovnici rovnovahy mezi poptavkou
D(p(t)) anabidkou S(p(t)). Piirozenym pozadavkem spojité navaznosti fesent
p(t) z intervalu [0, 7] k ,historické“ funkci

p(t) = ph(t)7t € [_A7 0]7 (628)

kde o funkci pj(t) pro zjednoduseni predpoklddame, Ze je spojitd, je poc¢dtecni
podminka feseni p(t) ve tvaru

p(0) = pr(0), (6.29)

kde ki, dy, da, s1, s2, A jsou konstanty (A > 0).

Pokud chceme analyzovat dynamiku cen, vyroby a spotieby zejména u ko-
modit, muzeme vychéazet z predpokladu Walrasovy teorie. Zakladni dyna-
mickd formalizace tohoto vztahu je pak nasledujici:

P = f(D(p) — S(p)), (6.30)

pricemz vlastnosti tohoto modelu budeme dale analyzovat s vyuzitim linedrni
aproximace. Nyni predpokladejme, ze nabidka reaguje na zmény ceny s urci-
tym zpozdénim. To lze matematicky formalizovat takto:

D(p(t)) = dy + dop(t), ds < 0, S(p(t)) = 51 + sap(t — A), s3>0, (6.31)

kde A vyjadruje dobu potfebnou k realizaci zmény dodavek v zavislosti na
vyvoji cen a budeme ji nadédle nazyvat zpozdénim. Pro numerické teseni
tohoto pocateéniho problému bylo vyuzito Dusledku 5.5 a Dusledku 5.6. a to
s pouzitim feSeni posloupnosti 1iloh

z,(t) = a+bx,(t)+exr(t—A)z,1(t—A)+c(1—x(t—A))h(t—A), (6.32)
2,(0) = h(0), (6.33)

kde t € 1

= [0,7], v € N, a,b,c,A € R, A >0, h € C([-A,0;R) a
$0€C(I;R>.

Cilem préce (Bobalovd & Novotnd, 2015) je analyzovat chovani modelu
z hlediska oscilatori¢nosti v piipadé zmény vstupniho parametru. V ramci
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aplikacni ¢asti této publikace pak byla demonstrovana konstrukce feseni mo-
delu a ukézka feseni v podminkdch Ceské Republiky.

Délka zpozdéni odpovida schopnosti drubezaiu prizpusobit se zménam
na trhu, coz je jeden rok. Byl analyzovan vliv koeficientu ky, predstavujici
citlivost trhu na zmény podminek.

Na zékladé podminek, za kterych teseni osciluje, uvedenych v ¢lanku
(Bobalova & Novotnd, 2015) byla vypoctena hodnota koeficientu citlivosti
trhu kq, pii jejimz prekroceni feSeni osciluje, nebo prestane byt asymptoticky
stabilni.

Vypoctené teseni pro konkrétni hodnoty k; jsou znazornény na obrazku
6.10. Pro k; = 0,1 se jedna o situaci, kdy je velmi mald citlivost trhu a
feSeni se priblizuje rovnovaznému stavu bez kmitu. Z grafu je patrné, ze
je monoténni a roste ke konstantni hodnoté. V ptipadé k£ = 1 je splnéna
podminka, za které feSeni osciluje a soucasné muzeme pozorovat postupné
priblizovani rovnovaznému stavu, tedy neustale se snizujici amplitudu kmitu.
Posledni graf je pro ptipad k; = 7. Zde vidime sinusové viny s amplitudou,
jez se v case zvysuje a neni zde mozné docilit rovnovazného stavu.
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Obr. 6.10: Model vyvoje ceny masa, zdroj: vlastni zpracovani na zdkladé

(Bobalovéa & Novotna, 2015)
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Kapitola 7

Prinos prace pro védu, praxi a
pedagogickou c¢innost

Ptinosy habilitacni prace lze spatfovat ve tfech rovinach, a to jak v roviné te-
oretické, tak praktické a nasledné i pedagogické. Vsechny uvedené roviny jsou
silné provazany a jak uvodni analyticka, tak i navazujici a hlavni realizac¢ni
cast habilitacni prace s jiz ovéfenymi navrhy novych postupu zkouméani a
prognozovani ekonomickych dynamickych systému se zpozdénimi maji svij
piinos, jak je uvedeno v jednotlivych ¢astech habilitacni prace a nyni sou-
hrnné v jejim zaveéru.

7.1 Prinos pro védu

Potfebna podrobna analyza chovani dynamickych ekonomickych systému a
zejména takovych systému se zpozdénimi, umoznujici citlivéji a presnéji re-
agovat na zmény vstupnich idaju a jejich vliv na chovani systému, vyzaduje
aparat umoznujici takové otazky resit.

Teoretickym piinosem této habilitacni prace je navrh nového postupu
feSeni dynamickych modelu v ekonomice a fizeni podniku, uréenych pro pod-
poru manazerském rozhodovani.

Vysledky vyzkumu predstavuji posun v poznani problematiky feseni 1iloh
dynamického modelovani v ekonomice a tizeni podniku. V préci prezentované
nové postupy konstrukce reseni dynamickych systému pouzivanych v ekono-
mice a Tizeni podniku, jsou formulovany tak, aby zohlednily co nejvétsi pocet
ruznych faktoru, ovliviiujici chovani modelovaného ekonomického systému,
véetné vlivu casového zpozdéni.

Teoretické piinosy této habilita¢ni prace lze také spatfit v jednotlivych
diléich navrzich postupu pro ruzné typy konkrétnich dynamickych modelu,
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vyuzivanych pro podporu manazerského rozhodovéni (viz. ilustrativni piikla-
dy v kapitole 6 a dalsi publikace autorky). Jedna se o:

e navrh postupu feseni dynamickych modeli, popsanych pomoci lineér-
nich systém,

e navrh postupu reSeni dynamickych model, popsanych pomoci pomoci
nelinearnich systému.

Novy postup feseni byl navrzen tak, aby byl vhodny pro Siroké spek-
trum modelu pro podporu rozhodovani v manazerské praxi a navic umoznil
vyuzivat standardni software, tedy aby nebyl vazan na pouziti vysoce specia-
lizovaného programového vybaveni pro feseni systému diferencidlnich rovnic
se zpozdénymi argumenty.

Nové ziskané vysledky iivah o fesitelnosti a vlastnostech feseni takovychto
uloh, opirajici se o tzv. princip apriorniho odhadu - nyni dovoluji pouzit
princip pevného bodu a s nim vazané metody postupnych aproximaci. Tento
postup je zakladem ke konstrukei feseni dynamickych ekonomickych systému
se zpozdénimi i bez zpozdéni.

Dalsim piinosem prace je shrnuti soucasného poznani z oblasti teorie
dynamického modelovani v ekonomice a tizeni podniku i z hlediska moznosti
jejich teseni.

Vystupy habilitacni préce tedy prispivaji k obohaceni soucasného stavu
poznani feseného tématu jak svym Sirsim a snazsim pouzitim pii numerickych
vypoctech feseni konkrétnich 1loh z oblasti dynamického modelovani v eko-
nomii, tak v oblasti teorie okrajovych tloh pro funkcionalni diferencialni
rovnice a je tak soucasti rozvoje téchto oblasti védy.

7.2 Prtinos pro podnikovou praxi

K vyznamnym trendum soucasnosti patii studovat nejruznéjsi modelové situ-
ace, orientovat se v simulovanych podminkéch, hledat vychodiska, optimalni
fesenf apod. Rada aplikaci z rtiznych védnich oborti i zaveéry teoretické ma-
tematiky v poslednich letech ukazuji, Ze modely, zalozené na dynamickych
vazbach, velmi dobte popisuji slozité chovani stavovych proménnych, jako
které mohou v ekonomice slouzit naptiklad investice, spotieba, zasoby a dalsi.

Prakticky ptinos této prace souvisi predevsim s vytvorenim metodického
postupu, s jehoz pomoci lze nyni numericky fesit i tlohy nefeSitelné bézné
dostupnym software, véetné siroké tiidy dalsich tzv. okrajovych tloh (jejich
nejjednodussim piripadem je pravé tloha pocatecni).
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Vytvorené postupy usnadnuji simulovani dusledku ruznych zmén vstup-
nich parametru dynamickych modelt a to umoznuje v manazerské praxi po-
pisovat chovani realného ekonomického systému se zahrnutim zpozdéného
vlivu exogennich i endogennich proménnych.

Néslednd analyza chovani tohoto modelu, ktery simuluje ekonomicky sys-
tém realnéji, muze navic vyznamneé prispét ke kvalitnéjsi predikei ¢i optima-
lizaci chovani redlnych objektu a tim napiiklad k zvySovani produktivity
préace, efektivity fidicich procesu i vSech ostatnich ¢innosti odehravajicich se
uvnitt podniku.

Nejnovéjsi matematické metody, aplikované v oblasti ekonomiky a fizeni
podniku nam umoznuji pracovat s modely, které nam umoznuji predvidat
chovani analyzovaného systému a zohlednit Sirokou skalu faktoru, které na
chovani maji vliv. Z celé fady moznosti, kdy lze uplatnit novy postup reseni
dynamického modelu se zpozdénim v ekonomice a fizeni podniku, nyni pfi-
pomenme alespon nékteré, které byly podrobnéji popsany v kapitole 6.

Tlak na zlepsovani hospodarského vysledku podniku ve finale vede k tomu,
ze je k dispozici stdle méneé zdroju, které by staly mezi jednotlivymi souc¢dstmi.
Typickym prikladem je eliminace zasob z dodavatelskych retézcu. Pti mensim
objemu zasob je pro organizaci obtiznéjsi reagovat na neocekavand zpozdéni
vyroby, pozadavky zdkazniku a dalsi. To znamend, ze soucasti podniku,
k nimz bylo v minulosti mozné pristupovat jako k vzijemné nezavislym,
je nyni nezbytné koordinovat, aby bylo mozné tyto neptedvidané situace
uspésneé zvladat.

Velmi dulezitou roli v fizeni podniku, obchodu nebo vyroby, tedy hraje
fadna sprava zasob. Diky ni podnik ziskdva schopnost udrzovat dostatec-
nou uroven zasob pro nepfetrzitou vyrobu a prodej pti soucasném dosazeni
minimalnich nakladu podniku spojenych se skladovanim zbozi. Pi nakupu
vétstho mnozstvi zbozi 1ze casto snizit naklady na objednani, avsak na druhou
stranu vazou zasoby nemalé mnozstvi finan¢nich prostredku. Pravé v tomto
piipadé lze s uspéchem uplatnit vysledky této habilita¢ni prace, jak je vidét
napiiklad z difve uvedeného piikladu feSeni rovnovahy zasob rozsitenou o or-
der-up-to politiku doplnovani zbozi v kapitole 6.2.

Dnesni vyrobce musi vychazet z predpokladu, ze je jeho tspésnost z velké
Casti zavisla na dvou aspektech — na kvalité zdkaznického servisu a na kvalité
vyrobku. Pokud chce vyrobce zvysit svoji konkurenceschopnost, musi se na
oba dva aspekty plné soustiedit. Existuje mnoho studii, zaméfenych bud na
chovani zakaznika, nebo na proces vyroby, avSak velmi nizkou mérou jsou za-
stoupeny publikace, fesici oba problémy soucasné. V této praci byl predstaven
v kapitole 6.1 dynamicky ekonomicky model podnikového systému, popisujici
soucasné proces vyroby a prodeje spotfebniho zbozi.

Typickym znakem soucasného ekonomického vyvoje ve svété je rust vza-
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jemné zavislosti a propojeni trhu jednotlivych narodnich ekonomik i nad-
narodnich uskupeni ve formé globalizacnich procesu. Rozsahlejsi trh vytvaii
predpoklady pro néarust konkurence ekonomickych subjektu, coz ve svém
dusledku umoznuje lepsi alokaci vyrobnich faktoru smérem k efektivnéjsim
¢innostem a vytvari tak predpoklady pro zvySovani konkurenceschopnosti na
svétovém trhu. Vstup na jednotny trh mé vsak zasadni dopad na vysledky
ekonomické aktivity jak jednotlivych narodohospodéiskych odvétvi, tak na
ekonomické postaveni domacnosti i podniku. Pti tvorbé strategii ekonomické-
ho rozvoje je proto nutné vyuzivat nastroje, vhodné pro zkoumani moznych
dopadu hospodaisko-politickych opatieni. Nové formulovany piistup k feseni
nam umoznuje uspésné vyuziti postupu konstrukce feseni modelu, popsaného
pomoci diferencidlnich rovnic se zpozdénim v pripadé modelovani trznich
vztahu, jak bylo demonstrovano na prikladu trhu s driubezim masem v kapi-
tole 6.7.

7.3 Prinos pro pedagogickou ¢innost

V roviné pedagogické je tato prace prirozené vyuzita v ramci komplexniho
rozvoje vyukové ¢innosti ve vzdélavacim procesu na Fakulté podnikatelské
VUT v Brné a to jak v bakalarském, tak magisterském studiu. V zakladnich
kurzech ekonomickych disciplin a matematiky alespon zminka o prezento-
vaném pristupu k analyze a predikci chovani ekonomickych dynamickych
systému, v magisterském studiu vice podrobnéjsim vykladem a ilustrativnimi
priklady pouziti v nize uvedenych predmétech umozni pedagogum zefek-
tivnit vyuku v souladu se stéle se zvySujicimi pozadavky na vysokoskolské
vzdeélavani.

Samo téma i ekonomické a matematické metody s nim svazané jsou
nadstavbou a doplinkem zakladnich disciplin vyucovanych na vysoké skole
ekonomického sméru. Vliv ¢asového zpozdéni v ekonomickych dynamickych
systémech Ize studentum prezentovat na ukazkach feSenych modelu a to i
diky moznosti vizualizace vysledki. Mimoradny vyznam pro dalsi pedago-
gickou praci mi aktudlni rozsahld resersni c¢ast prace, ktera dava uceleny
nahled na problematiku. Lze ji také vyuzit k ilustraci efektivniho vyuziti
aktudlnich matematickych ptistupu feseni diive nedostateéné studovanych
procesu, k inspiraci doktorandu i mladych odbornych asistentu.

Ziskané nové poznatky lze zaclenit jak do dil¢ich ekonomickych disciplin,
v nichz se prezentuji obecné studie ekonomickych modelt, tak partii uzité ma-
tematiky, kde se prezentuji odpovidajici matematické metody pro analyzu i
predikci jeho chovani.
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Poznatky, ziskané pfi zpracovani teoretické i praktické céasti habilitacni
prace jsou v soucasné dobé autorkou prace postupné implementovany do
vyuky predmétu, zejména ,Matematické modelovani“ a ,Matematickd eko-
nomie”“, konkrétné v tématech, zabyvajicich se spojitymi dynamickymi mo-
dely v ekonomii (viz. sylaby pfedmétu - Priloha str. 178 a str. 180) a byl
soucasti konzultaci a navodu k feseni kvalitativnich otazek chovani konkrét-
nich dynamickych modelu doktorandu a mladsich spolupracovniki.
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Kapitola 8
Zaveér

Nejnovéjsi matematické metody, aplikované v oblasti podpory rozhodovéa-
ni v podnikové praxi ndm umoznuji pracovat s modely presnéji popisujici-
mi realné déje, které dovoli predikovat chovani analyzovaného systému a
zohlednit 8irsi skalu faktoru, nez bylo mozné uvazovat v predchozich ob-
dobich. V dusledku toho se vyznamné zvysi kvalita rozhodovaciho procesu.
Pri specifikaci struktury dynamickych modelu z oblasti podnikové ekonomiky
muzeme jejich dynamicky charakter presnéji popsat zahrnutim zpozdénych
exogennich i endogennich proménnych, a pokud jsme schopni odhadnout hod-
notu jednotlivych parametru modelu, je mozné ucinit zavéry o dalsim chovani
systému, o moznostech jeho stabilizace a pripadné sledovat vliv jednotlivych
parametri modelu na jeho feseni.

Rada modela z oblasti ekonomiky a ¥{zeni podniku, z nichz tato préce
nékteré prezentuje, ukazuji, ze modely vyuzivajici linearni i nelinearni systé-
my obycejnych diferencidlnich rovnic se zpozdénim, mohou vyznamné usnad-
nit analyzu velmi slozitého chovani stavovych veli¢in, ktera je vyznamnou
soucasti rozhodovaciho procesu.

Postup numerickych teseni takovych modeli, uvedeny v této habilitac-
ni praci, je novy a lisi se od postupu pouzivanych v softwarovych balicich
ruznych programu pro feSeni matematickych problému. Pii jeho aplikaci
vSak neni tfeba pouzit specialni software pro rovnice se zpozdénimi, ale je
pro néj naprosto dostacuji ,klasicky* software pro feseni tiloh bez zpozdéni,
ktery je v souc¢asné dobeé jiz velmi rozpracovany. Porovnanim vysledku a mezi
pouzitelnosti byla demonstrovana jeho uc¢innost.

Jak demonstruji konkrétni piiklady z oblasti ekonomiky a fizeni pod-
niku, pfi pouziti dynamickych ekonomickych modelu se zpozdénim dovoluje
novy postup v prubéhu analyzy jejich chovani ménit napt. délku casového
zpozdeéni, interval TeSeni, pripadné dalsi parametry tlohy, majici bezpros-
tredni vyznam pro dany model. Prezentovand metodika tak umoznuje snazsi
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analyzu vlivu zmén jednotlivych parametru. Ziskané vysledky, za predpokla-
du, ze matematicky model odpovida redlné situaci, dovoluji modelovat dopad
jak historie analyzovaného procesu a miru jejiho vlivu, tak vliv zmén vsech
uvedenych charakteristik a prohloubit tak znalosti nutné pro zodpovédné
rozhodovani.

Aplikace nové vytvoreného postupu numerického reseni dynamickych eko-
nomickych modelu se zpozdénimi ukazalo jak novou moznost jednotného
zpusobu feseni , klasickych“ problému této oblasti (diive feSené ruznymi me-
todami), tak moznost jejich 8irsi analyzy i cestu k podrobnému studiu do
této doby nefesenych tloh dynamickych modelu z oblasti ekonomiky a fizeni
podniku se zpozdénimi (napt. nekonstantnimi).
zpozdénimi je jeho ziskani prostfednictvim limity posloupnosti tiloh bez zpoz-
déni. Resen{ takovych diléich dloh piitom ziskdvame standardnimi metodami
numerické matematiky:.

Procesy souvisejici s fizenim a ekonomikou podniku mohou byt popséany,
vedle prozatim pouzivaného tradié¢niho zpusobu, také nepresnymi, nejistymi,
ale soucasné i dulezitymi ,,mékkymi* informacemi. Pro vyjadreni nejistoty ve
vstupnich informacich muze byt v mnoha ptipadech vhodné vyuzita také teo-
rie fuzzy mnozin a misto vyuziti ,klasickych“ diferencidlnich rovnic lze feseny
model popsat pomoci fuzzy diferencialni rovnice. Mnoho téchto problému
vSak neni v soucasné dobé diky své slozitosti feseno. Praveé tato problematika
otevira nové dimenze pro dalsi vyzkum, ktery by meél byt zaméfen na pro-
blematiku feseni dynamickych modelu vhodnych pro podporu rozhodovani
v podniku v podminkach neurcitosti a nejistoty pomoci vhodné modifiko-
vaného postupu ktery byl popsan v této habilitacni praci.
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Priloha A

Upresnéni terminologie a
znaceni

Jak jiz bylo poznamenano v ivodu préace, v poslednich desetiletich se vénova-
lo problematice diferencidlnich rovnic se zpozdénim nékolik ruznych autoru,
diky cemuz se rozsitil pocet publikaci zabyvajicich se touto problematikou.
Soucasné se ale pouzivaly odlisné zpusoby formalniho zapisu, coz bylo moti-
vované potiebami autoru.

Pro popis dynamickych modelu, jejich vlastnosti i metod jejich zkoumani
véetné metody konstrukce jejich feSeni je v této praci pouzita symbolika a
terminologie teorie tzv. funkcionalnich diferencialnich rovnic pouzité v pub-
likacich (Ptza & Novotna, 2018; Skapa & Novotnd, 2019) a v nich citované
literatute, zejména v zékladnich publikacich tzv. tbiliské skoly obycejnych
diferencidlnich rovnic (Kiguradze & Puza, 2003; Kiguradze & Puza, 1997a;
Kiguradze & Puza, 2005; Kiguradze & Puza, 1997b):

R = ] - OO,+OO[, R+ = [0700[;
I = [t;,t,] C R uzavfeny interval;

¥ je tzv. Kroneckerovo delta

sk — lproi=k
t ) Oproi # k;

X, je charakteristickd funkce na intervalu I, t.j.

_J Iprotel
X’(t){Oprot¢[ ’
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R" je n-dimenziondlni prostor sloupcovych vektoru, = = (z;)!; s komponen-
tami x; € R (i = 1,...,n) a normou

n
lzll = Jail;
i=1

R™™ je prostor n x n-matic X = (l”zk)?k:l s komponentami x;;, € R
(i,k=1,...,n) a normou

X1 = lwal;

ik=1

Ry = {(@) € R™: 2,20 (i=1,...,n)}:
R = {(wa)yy € R 220 (k= 1,0, m)} s
jestlize z, y € R a X, Y € R™", pak

r<yey—cscR, X<Y&Y-XeR™,

jestlize v = (w;)i; € R" a X = (wy)})—; € ™", pak

|z = (lza)izy, 1X] = (lzael)ip=1;
det(X) je determinant matice X;
X! je matice inverznf k X;
r(X) je spektralni polomér matice X;
E jednotkova matice;
© je nulova matice;

jestlize x = (x;),, pak

ry 0 0
0O O ,

Sgn(z) = diag (sgn 1, ...,sgn ,);

jestlize X = (w5)7;—; € ™", pak

T11 0 e 0
Xd _ 0 T22 0
0 0 ... zu,



0 12 ... Tin
T21 0 N i)
Xg= "
Tnl Tp2 ... 0

C(I; R") je prostor spojitych vektorovych! funkef  : I — R™ s normou
|zl = max {{|lz(t)]| : t € I};
jestlize x = (x;), € C(I; R"), pak

|zl = (lillo)in

C(I; R™) je prostor absolutné spojitych vektorovych funkei z : I — R™ s nor-
mou
Izl = lllle + 121l

C(I; R™™) je mnozina spojitych maticovych funkei X — R"™*";

L(I; R") je prostor spojitych vektorovych funkei z : I — R™ jejichz kompo-
nenty jsou integrovatelné s normou

tr
], = / o (t)] dt:
t
jestlize x = (x;)"_, € L(I; R"), pak

2], = (llill )iz s
L(I; R"*™) je prostor integrovatelnych maticovych funkei X : I — R™™;
K (I x R™; R) je mnozina funkei f : I x R™ — R, které splnuji podminky ca-
rathéodory, tj. f je lebesquovsky integrabilni na intervalu I vzhledem k prvni
proménné, spojitd vzhledem k druhé vektorové proménné a pro kazdé p > 0

existuje lebesquovsky integrovatelna funkce w takova, ze pro skoro vsechna
t € I avsechna z € R™ s ||z|| < p, je || f(t, 2)|| < w(t)|z|];

K(I x R™; R™) je mnozina vektorovych funkei f : I x R™ — R™ jejichz kazd4a
komponenta vyhovuje podminkam carathéodory.

Wektorové (maticovd) funkce je spojitd, integrovatelnd atd., pokud jsou takové viechny
jejl slozky:.

174



Rekneme, 7e linedrni operator p : C(I; R") — L(I; R") se nazyva:

silné ohraniceny (strongly bounded), jestlize existuje méfitelna funkce
n: 1 — Ry takova, ze ||p(x)(t)|| < n(t)||z||c pro t € I a kazdé xz € C(I, R");

Volterrovsky vzhledem k ¢, € I, jestlize pro libovolné ¢t € [ a funkci
xz € C(I, R") takovou, ze x(s) = 0 pro s € I, ; plati rovnost p(z)(s) = 0 pro
skoro vsechna s € I, 4, kde

[ [te,t] prot. <t
T (] prot <t

Rekneme, ze linedrn{ funkciondl [ : C(I; R*) — R" je ohraniceny, jestlize
existuje a € Ry takovéd, ze ||{(x)|| < al|z||¢ pro kazdé x € C(I; R").

Jestlize p : C(I; R") — L(I; R™) je linedrni operétor, pak zobrazeni |p| ta-
kové, ze
Ip(z)| < [pl(|z]) pro kazdé x € C(I; R").

oznacuje pozitivni operator |p| : C(I; R") — L(I; R™).

Jestlize Z € C(I; R™*") je maticova funkce se sloupci zi, ..., z, a operator
p: C(I; R") — L(I; R™) je linearni, resp. funkciondl { : C(I; R") — R" je
linedrni, pak p(Z) oznacuje maticovou funkei se sloupci p(z1), ..., p(z,), resp.
[(z) konstantni matici se sloupci I(21),...,1(z,).

Jsou-li p : C(I; R") — L(I;R") linearni operédtor a [ : C(I; R") — R"
linedrni funkciondl, z € C' (I; R"), k,m € N a tq € I, pak ozna¢me:

A =1 <ZP¢1(E)> :

jestlize je matice Ay regularni, pak
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a jsou-li g € L(I; R™) a ¢y € R™ oznaéme

DG, e0)(1) =

co— (Zﬁ‘%@)

m

+ 0 9)0),

=1

= [ZZp H(B)®)] A

kde g(t) = [ g(s)ds.

Bud (X, d) metricky prostor a T : X — X zobrazen{ prostoru X do sebe.
Rekneme, ze T je kontraktivni zobrazeni (strucné kontrakce), jestlize existuje
realné ¢islo ¢ € [0;1) takové, ze pro vSechna x,y € X

d(Tx, Ty) < qd(z,y)
Poznamka 12

1. Lineédrni operétor p : C(I; R") — L(I; R") ve tvaru

resp.
p(x)(8) =D xa(n(t) Ptz () (t)),

piipadné jejich soucet, kde P, P, a; (i = 1,...,s) spliuji predpoklady
ekonomickych dynamickych modelu, je Volterruv vzhledem k ;.

2. Kontraktivn{ zobrazen{ je spojité!.

3. Kazdy normovany prostor (X; | -]|) je metrickym prostorem s metrikou
d(z,y) = ||z = yl|.

4. Posloupnost {z,}52; prvku metrického prostoru (X, d) se nazyva kon-
vergentni k prvku zy € (X, d), jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje vy € N
tak, ze pro kazdé v € N, v > 1y je d(z,,x0) < €. Posloupnost {z,}>2,
metrického prostoru (X, d) se nazyva cauchyovskd, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje vy € N tak, ze pro kazdé p,v € N p,v > 14y je
d(z,,,) <e.

5. Prostor C'(I; R") je tiplny? metricky prostor.

1Zobrazeni T : X — X se nazyva spojité zobrazeni metrického prostoru (X;d) do
sebe, jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé z,y € X, d(z,y) < ¢ je
d(Tz, Ty) < e.

2Metricky prostor (X;d) se nazyva iplny, jestlize je v ném kazd4 cauchyovskd posloup-
nost konvergentni
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Tvrzeni A.1 (Kolmogorov & Fomin, 1975) Kazdé kontraktivni zobrazeni T
uplného metrického prostoru (X,d) do sebe md pravé jeden pevny bod z,
pricemz x = limy ooy, kde x, = Tx, 1 pro kaZdé v € N a xy € X je
libovolnyj.

Tvrzeni A.2 (Kolmogorov & Fomin, 1975) Bud T spojité zobrazend tiplného
metrického prostoru (X, d) do sebe takové,ze T = T™ je kontrakci. Pak md
rovnice T'rx = x prdvé jedno reseni x = limy, oo, kde pro kazZdé v € N
x, =Tx,_1 axy € X je libovolny.

Poznamka 13

1. Prvek z € (X,d), pro ktery Tz = x, se nazyva pevny bod zobra-
zeni T a ¢islo ¢ Lipschitzovou konstantou kontrakce 7. Tvrzeni A.1l
je v literature uvadéno pod oznacenim ,,Princip kontraktivniho zobra-
zeni“, princip pevného bodu“, ,Banachova véta o kontrakci“... Tvrzeni
A.2 je odvozeno napiiklad v monografii (Kolmogorov & Fomin, 1975).

2. Necht T : X — X je spojité zobrazeni tiplného metrického prostoru
(X, d) do sebe a existuje m € N tak, ze zobrazeni T =T™ = T(T™ 1)
je kontrakei s Lipschitzovou konstantou ¢ € [0,1). Pak pro vm-tou
aproximaci &, = T x(,—1)m TeSeni x rovnice x = Tz, kde zy € (X, d)

libovolneé, plati

q
l—gq

d(z, xym) < d(0; zp).

3. Necht T': X — X je spojité zobrazeni tiplného metrického prostoru
C(I; R™) do sebe a existuje m € N tak, ze pro zobrazeni T = T™ a
kazdé z,y € C(I; R") plati

Tz — Ty|c < Alz — ylc,

kde A € R ar(A) < 1. Pak zobrazeni T je kontrakei s Lipschitzovou
konstantou g = r(A).

Na zavér vyctu obvykle uzivaného oznaceni a terminologie v teorii obec-
nych funkcionalnich diferencidlnich rovnic, zduraznéme, ze predpoklady ty-
pické v ivahach o ekonomickych dynamickych modelech jsou garantem jejich
,carathéodoryovskosti® a ze tedy lze k jejich zkouméni pouzit novych metod
carathéodoryovského pristupu a pripadné z obecnéjsich vysledku této teorie
ziskavat potfebné dusledky (spojitd zavislost feseni na spojitych zménach
modelu, nezapornost feseni, ... ).
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Priloha B

Sylaby predmétu

B.1 Matematicka ekonomie

Karta pfedmétu MATEMATICKA EKONOMIE

Nazev a typ pfedmétu

MATEMATICKA EKONOMIE

povinny, volitelny Povinny
akademicky rok 2019/2020
vyufovan v jazyce cestina

Rozsah predmétu Kreditové hodnoceni v daném studijnim programu
hodin celkem 52h pocet kreditd 6
- Prednaska 26 h (13x2h) studijni program magistersky navazujici
- Cviceni 26 h (13x2h) rocnik 2

semestr zimni

Zplisob zakonéeni predmétu

| zapocet a zkouska

Charakteristika ziskanych védomosti a dovednosti a cile pfedmétu
Predmét je zaméren na pfesnou matematickou formulaci ekonomickych modell a zaroveii vhodnou ekonomickou interpretaci téchto modeli.
Studenti se seznami se zaklady tvorby spojitych a nespojitych dynamickych modell v ekonomii. Ke tvorbé matematickych modeli jsou pouZivany vybrané
diferencialni a diferenéni rovnice prvniho a druhého fadu. Cilem predmétu je predstavit spojité a diskrétni ekonomicke dynamicke systémy s dirazem na
matematickou formulaci, ekonomickou interpretaci a verifikaci vysledkii. Matematicka teorie je ilustrovana piiklady z dynamickych systému vyskytujicich se v
ekonomicke teorii.

Garant predmétu zodpovédny za naplnéni cilil vyuky a koordinaci jeho vjuky
| Piza Bedfich, doc. RNDr., CSc. ‘

| vyuéujici ‘ Mgr. Veronika Novoina, Ph.D. ‘
Pracovisté

USTAV INFORMATIKY ‘

Fakulta Fp Fakulta podnikatelska ‘
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Prerekvizity - vitet véel, kterd musi student znét pred studiem daného pledmétu
Mikroekonomie, Makroekonomie, Matematika [, Matematika 11

Obsah predméty

Anotace
Smdmﬂnmmmimz&ﬂnﬂymﬁyspcﬂnﬁhnmmﬂwhdwmﬁjchmodalﬁvmKstvmﬁmntﬂmaﬁckj‘chmdslﬁjsoupwﬁv&nywm
diferencidlni a diferenéni rovnice prvniho a druhého Fadu. Cilem predmétu je predstavit spojité a diskrétni ek icke
matematickou formulaci, ekonomickou interpretaci a verifikaci vysledki. Mamﬁckémjedushwimpfﬁhdyzdyumxkuhwwémﬁmkwuﬂchsev
ekonomickeé teoril.
1. Uvod do teorie dynamickych systémi a dy kjch modelil v ek i - zakladni pojmy.
2. Diskrétni dynamické systémy - - diferenéni rovnice
3. Matematické modelovéni dynamické rovnovahy - diskrétni dynamicky pavutinovy model
-lDush\i‘mld.ynmbckasyslémy mmm&hénmwmﬂmmmchémwﬁy

5. Diskrétni dy bcké inflace x
5 Squlbé i icke syst pakovani a prohlouk z&ldadmchpqmﬁztwmdd’aremﬂnichmmt

del dynamic 'mmvéh;r pojity dynamicky pavuéinovy model

n Spoj:hédraamlckémhémy w.ulmﬁwmdelwhobocméwréh
9. Spajité dynamické systémy - Solowiv ristovy model
10. 5 iléﬂ)mmid:ésyslm Philipsiiv model pro uzavienou ekonomiku
11. Modely hospodafskeho qyﬂu
12. Opakovani. Rezerva,

Osnova predmétu

Obecnd osmova predmétu

1. Uvod do teorie dynamickych systémi a dynamickych modelii v ekonomii - zakladni pojmy.
2. Diskrétni dynamické systémy - diferentni rovnice.

3. Matematicke modelovani dy & rovnovahy - disk dynamicky pavaéinovy model.
-Lm;hémidrnamlck&systy mndehﬁmmnm&agmgmmmmmldﬂmwﬁhy
5. Diskrétni d; L

liSqultédymmlnkﬁmlém upmﬂnla])mhhuhsﬂmkl&dni:hpqmﬁ.

7. Spmwédnmckémwmyvmdﬂemm

8. Matematické model d;!nmickemmvﬁhy-:pujﬂydmmckfpwuﬂnwjmdd
9, Spojité dynamické systémy - Wa]rashvmodalvhobecné

10. Spojité dynamické systémy - Solowiv riistovy model.

11. Spojité dynamicke systémy - thpaivmddmmmnaknmmin

12. Muddthpod.éfskéhowﬂu

13. Opakovani. Rezerva

Predndska

Cvideni

Literatura

Literatura, na niZ je pfedmét vystavén

1. ALLEN, R. G. D. Matematicka ekonomie. Prelozil Martin CERNY. Praha: Academia, 1971.
] dend literatura

2. CHIANG, A. C. Fund | methods of mathematical ics. 3rd ed. New York: McGraw-Hill, 1984. ISBN 0-07-010813-7.
3. POLOUCKOVA, A. a E. OSTADALOVA. Diferencidlni a diferenéni rovnice. Ostrava: Vysokd £kola bafiskd - Technickd univerzita, 2003. ISBN 80-248-0267-8.

Typy vuky
| Obecna osnova pledmétu, Plednidtka, Cvideni

Vymezeni kontrolované vyuky a zphsob jejihoe provadéni a formy nahrazovini zamedkané viuky
[ |
Pravidla ukonéeni predmétu a klasifikace

Zapotet studenti dskaji na zakladé Gspéiné prezentace semindmd préce na zvolend téma.

V jeji prvni Gasti fedi student vypracuje béhem 20 minut odpovédi na teoretické otézky.
Vi drubé st zkousky student vypracuje bihem 40 minut piklady. (Jako pomicku miite poufit doporutens skripta.)

Infarmatni systém VUT v Bmé, 16.03.2020 17:07.20 http i vutbe oz
m

179



B.2 Matematické modelovani

Nanev & typ pledmiity

Kl MATEMATICKE MODELOVANT

povinmy, volibalay Povinné voliteloy

akademicky rok 201972020

vywdavan v jazpos nsitina

Foesah piedmity Kreditové hodnoceni v daném studijnim programu

haudin calkem 26 h st kresdith 3

- Piidnadia 26hi{l3x2h) studijnd program hakalarsky
rocnik 2
Smesir Hmaui

Tphsab rakoafen phedméty
[ wkoudka

Charakteristiks riskamych vidomosti a dovednost a cile pfedméin

Student riska schopnost porarumet & popsat fedend vybrampeh ekanomickgpeh problémi s wuditim pfedehoeich § nové nabytych mnalosti matematickich,
Student dokaze aplikoval dosavadni | oovd nabybé matemsticke malosti pii feden rfhnmyﬂl skanamickjch problémd

Cilem predmétu jo sernimit students £ modaly matematicke akonombe a ok jcky mudulfryuﬁmy:hlmlmmkyapﬁlasp’emnu matematickou
Farmulaci v oblast akenomiclyeh modelil a 2irved vhodnon skonomickou interpretac tichto modeld.

Garant pfedmity rodpovdng za naplnéai ot wuky & koonfinac jeho wuky

[ Nowatna Veroniks, Mgr., PhD.

[ udujici | Myr. Varoniks Fovotna, PhD.
Pracaviité
USTAV INFORMATTEY
Fakulta Fakulta p A
Prarsivizity - vitet wio, kbené musi studeat rnalpi'ml studiem dandho piedmitu
| Zalkladni z} ika 12 2: i Cisel, integral, pribih Funkef jedné proménns, snalyzs fuskes dvou proménmpch
Zakladni poanathy 7 mil winie & makroekonomis.
Obeah pledmita
Amolaoe
Piedmdt ji zaméfen na phesnou i formubaci veh modell & raroved vhodnou ekoaomickau interpretact téchto modeld.
Dsnova piedmity
Dbeend osmova predmdte
Piudmét je zaméfen na presnou mabematickou formubaci ok kyeh modell & siroved vhodnou ekoaomickou interpretaci tichio modald, Po ispdinden

absoheisvini predméta budia studenti schopei poﬂb\wlmulmaﬂ:kujubﬂ mastmj pro hlubdi pochopeni skoaomis & aplikovat nabyte matematicks mmalos pi.
fuseni vyhranjeh skonamickjch probbéma.

1. Matematicke: medelovani « skonomil. Elasifikece chonaricko-matematiciych mod ek

2. Matematicki: mo v - Mmmmmmmmlwmm

3. Inkerpolace & aproximace fankd, Interpolace vmni palymomy. L i { matoda. Aprozimace metodon nejmengich Coverch.

4. Matesnaticka analyza vybranych ekonamickych 'n’lvﬁh:ﬂ.[ mozhodovani spotiebitebs.

5. Matematicka mm]ynl qhmyrhﬁbummcky:h zavislosti - mn:‘etl:mnduh:u H ri:uvsl'n‘:}-

6. Metody 'bé.una]yq-u prog Mosdedy nest veh brha, H i efektivmosti

7. Takowvé velitins ¥ ek =~ investice a ak Lace kapitala, haha\whrun}th&mumkl}thfnnk:L

8. Fuak’ai zavishost jako nastrj pro modelovand makroekonomickich jevo. Statickd modaly rovaovaby. Statické pojeti multiplikitory, akcelarator. Matematicke
odvazani modala 15-LM.

9. Matematicky zaklad spajitych dynamickgch mmlu'ﬁl v ekonomi. Analogie diskrétnich a spojitich model. Diferenciflni rovaice jako ndstraj pro modelovini
spojitich makreskonomickych dynamickich procesd 5

10. Diferancislni rovmice jako nastroj poo spajityrh mike ch dynamickych procesdt.

11. Matematicky zhklad diskrétnich dynamiciich modebl ¥ akonomii, Dr.femntmrur.nlru}ubu nastroj poo modelovasd diskeétnich makroskesomickych
dymamickich procest.

12. Diferentni nlm]:n;mhu méstroj pro modelovan diskrétnich mikreskonomickpch dynamickich proces.

13. Aplikace diferendnich a diferencidinich mmic ve vybramyeh mikroekonomickych modalech. Spojité a diskriini modely v logistice.

Prudnddka

Po ispdiném absohovani phedméta budoa studenti schopni powdivat matematik jako ndstroj pro Blubdi pochopesi ekonomie & aplikowat nabyté matematickd

1. Matesnaticke modelavani v . Klasifikace el ickor veh modedil.
2. Matematicke modelovani v i - Hpmﬂfuﬂyp’uﬂﬁlm&l[ﬁmhlrebumi
3. Interpolace & apromimace fankel. Interpolace 2 palymamy. 1 v interpolsini metoda. Aproximace metodon nejmendgich Stverct.

4. Matematicka analyza vybranych ekonamickych zavislosti - mrhodovand spotfebibels.

3. Matematicks snalyea vybranych ekonomickich zivislosti - model produkes 5 vice vstupy.

6. Mutody analyTy & programovani. Modely nedokonalich trho. Hodnoosni efektmoesti produkee,

7. Takova velitina v ekonomi - investice » akumulace kapitalu. Analyzs vyhranych ekonomickych Funket

8. Funkini zavishost jaka nastoj pro modelovand makrekonomickpch jei, Statickd modely rovaovaby. Statické pojeti matiplikttory, skoelerator. Mabematicke

otvoneni modala I5-LM.

-8 Mul'.snab:ly aﬁk].ud:pcyty‘:hﬂmml:h}d mu:Iu}n v eloonomii. Analogie diskeétnich a spojitich modeld. Diferenciilni rovaice jako ndstraj pro modalovand
makroskoaomickych d

10. Diferencislni rovmice jako nastroj pro mndulmﬁm w&gq.h mikmekanomiclych dynamickjch procesi.

11. Matematicky zakisd diskrétnich dynamickych model v akonomii. Diferendni rovnice jako nastroj pro modebovani diskedinich makroskonomickych

dymamickch procest.

12. Diferendai rvmice jako ndstrof pro modelovand diskrétnich mikroskoaomickich dynamickyeh proces.

13. Aplikace diferendnich a diferescidlnich mvmic ve vwhranyeh mikroekonomickych modalech. Spojité a diskrini modely v logistice.

Literatura
Litergurg, na nif je predmd ]
I_HEIN'JI_ 1. Trvad do matematickd elbonomie pro ekonomy. 2. vyd. Bro: CERM, 550, 20017. 189 s ISEN 978-80-214-5512-2.
2. GROS, L: DYNTAR, J. B kit modely pro r ini. 2. upravensd a roziifend vyd. Praha: Vysoka kol chemicko-technologicka v Praze,
2015. 303 s. ISEN 976-B0-7080-210-5.
Doporudend literaurg
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3. PRAZAK, P. Diferundni rovnice s apliaceni v skonoenii. Hradec Kralové: Gaudeamas, 2013, 360 5. ISEN 978-80-T435-268-3,
4 BUTCHER, J. C. (John Charbes). Numérical methods for ordinary differential equations. Thind edition. Chichester: Wiley, 2016 513 £ ISBEN 978-1-119-12150-3.
5. CHIANG, A C. WATNWRIGHT, K. F methods of math i ics. 4th ed. Beston: McGraw-HillTrwin, 2005. 638 . ISAN 0-07-010910-9.

Tupy vuky

Ohecni asnova piedmétu, Piednidi |

Vyymeszeni koatrobovas viuky & rplsob jejibo provsdéni a formy nahrasovini zamedkané wuky

Tifast ne predndsiach je nepovinna. |

Pravidla ukondeni pfedmét a Klasifikace

Farma slousley jo plsemnd, péitems vubujiel sl vyhrarje privo dstndho darkoabeni. Maxmalni pocet bod® ze skoudky jo 100 bodfl, péites student musi rislkat
minkmaled 50 bodh aby riskal hodaoceni slespait E.
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Priloha C

Zivotopis autorky

1. Jméno a prijmeni: Veronika Novotna
2. Narozena: 29.3.1974 ; Brno

3. Vzdélani:

2011 — 2012 Doplnujici pedagogické studium pro zaméstnance VUT
v Brné na ICV VUT v Brné.

1997 — 2002 Studium doktorandského studia na Fakulté podnikatel-
ské VUT v Brné, obor Rizen{ a ekonomika podniku.
Studium uspésné ukoncené obhajenim disertacni prace
na téma ,,Optimalizace portfolia na BCPP“.

1992 - 1997 Studium na Masarykové Université v Brné, Prirodoveé-
decké fakulté obor matematika-ekonomie.
Studium uspésné ukoncené obhajenim diplomové prace
na téma ,Finanéni matematika®.

1988 — 1992 Studium na gymnaziu na ulici Videnska v Brné.

4. Zameéstnani:

2019 - dosud  Zastupkyneé teditele Ustavu informatiky Fakulty podni-
katelské VUT v Brné

2017 - dosud  Clenka akademického senatu Fakulty podnikatelské
VUT v Brné

2015 - 2019  Tajemnice pro védu a vyzkum Ustavu informatiky
Fakulty podnikatelské VUT v Brné

2002 — dosud Zaméstnana na Fakulté podnikatelské VUT v Brné
v pozici odborného asistenta.

1997 — 2002  Zaméstnana na Fakulté podnikatelské VUT v Brné
v pozici technického pracovnika.
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. Pedagogicka praxe:

Prednasejici predmeétu:
Matematika 1, Matematika 2, Statistika, Aplikovana statistika, Vypo-
cetni metody, Matematické modelovani, Matematicka ekonomie

Cuicict predmétu:
Aplikovana statistika, Statistika, Vypocetni metody, Matematika 1,
Matematika 2, Matematicka ekonomie

. Jazykové znalosti: Anglictina, rustina

. Odborné zajmy: Pracuje s ekonomickymi modely a jejich konstruk-
cemi, zejména se zabyva okrajovymi tlohami pro diferencialni rovnice
se zpozdénym argumentem a pokroc¢ilymi metodami umeélé inteligence.

. Projekty:
2020-dosud

2019-2020

2019

2017-2019

2016 — 2018

1999 — 2000

Projekt specifického vyzkumu - Modelovani a optima-
lizace podnikovych procesu v podminkach digitalni
transformace — zodpovédna Tesitelka

Projekt programu Erasmus+ KA107 Mezinarodni kre-
ditova mobilita 2019-1-CZ01-KA107-061099

- autorka projektu

Analyza nedostatkl informac¢nich systému ve firmach
Smluvni vyzkum ¢. 002602/2019/00 - clenka tymu
Projekt specifického vyzkumu - Informacni a znalost-
ni management v ére Prumyslu 4.0 — zodpovédna resi-
telka

Vyvoj novych metod feseni dynamickych modelu fize-
ni podnikit GA16-03796S - ¢lenka tymu

Vyzkum strategického tizeni v ¢eskych firmach

MSM 265100018 - ¢lenka tymu
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Priloha D

Védecké a odborné publikace
autorky

Knizni publikace, monografie

1. SKAPA, S. a V. NOVOTNA, 2019. Application of Dynamic Modelling

i FEconomics. Brno: VUTIUM. 149 s. ISBN 978-80-214-5809-3

Clanky ve védeckych recenzovanych ¢asopisech
s impakt faktorem

1. DZHALLADOVA, 1., S. SKAPA, V. NOVOTNA a A. BABYNYUK,
2019. Design and Analysis of a Model for Detection of Information
Attacks in Computer Networks. Economic Computation and Econo-
mic Cybernetics Studies and Research. 53(3), 95-112. DOI: 10.24818/
18423264 /53.3.19.06. ISSN 0424-267X.

. MUKHIGULASHVILI, S. a V. NOVOTNA, 2019. Some two-point pro-
blems for second order integro-differential equations with argument de-
viations. Topological Methods in Nonlinear Analysis. 54(2), 459-476.
DOI: 10.12775/TMNA.2019.045. ISSN 1230-3429.

. NOVOTNA, V., 2014. Feedback influence on the behavior of financial
system. Computation and Economic Cybernetics Studies and Research.
Bucharest, 2014(1), 217-232. ISSN 0424-267X.

. NOVOTNA, V.aM. BOBALOVA, 2018. Optimal replenishment policy
for deteriorating and non deteriorating items. Engineering Economics.
29(3), 272 - 280. DOI: 10.5755/j01.€e.29.3.14204. ISSN 2029-5839.
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5.

NOVOTNA, V. aS. SKAPA, 2018. Solving microeconomic model using
methods of functional analysis. Economic Computation and Economic
Cybernetics Studies and Research,. Bucharest, 2018(1), 77-88. ISSN
0424-267X.

NOVOTNA, V. a T. SUSTROVA, 2015. Solving Macroeconomic Mo-
del Using Methods of Functional Analysis. Economic Computation and
Economic Cybernetics Studies and Research. Bucharest, 2015(3), 253-
266.

PIOJZA, B. a V. NOVOTNA, 2018. On the construction of solutions of
general linear boundary value problems for systems of functional dif-
ferential equations. Miskole Mathematical Notes. Miskolc, 19(2), 1063-
1078.

Clanky ve védeckych recenzovanych ¢asopisech
SCOPUS

1.

SKAPA, S. a V. NOVOTNA A Bootstrap Estimation of Fxpected Risk
And Return of Strategy Equity Indices: Periodica Polytechnica Social
and Management Sciences. Budapest. 2020(1),1-10. ISSN: 1587-3803.

MUKHIGULASHVILI, S. a V. NOVOTNA The periodic problem for
the second order integro-differential equations with distributed deviation
Mathematica Bohemica. Praha. 2020(1), 1-17. DOI: 10.21136/MB.202
0.0061-19. ISSN: 0862-7959.

BYCHKOV, A. S., V. NOVOTNA, V. I. SHEVCHENKO a A. V.
SHEVCHENKO, 2019. Improvement of the Model of Computer Epide-
mics Based on Expanding the Set of Possible States of the Information
Systems Objects. Journal of Automation and Information Sciences.
51(11), 34-49. DOI: 10.1615/JAutomatInfScien.v51.i11.40. ISSN 1064-
2315.

BYCHKOV, A. S., O. N. SUPRUN, J. KRIZ a V. NOVOTNA, 2019.
On the Issue of Stability of Hybrid Automata by a Part of Variables.
Journal of Automation and Information Sciences. 2019, 51(10), 23-30.
DOI: 10.1615/JAutomatInfScien.v51.i10.20. ISSN 1064-2315.

. JANKOVA, M., V. NOVOTNA a T. VARYSOVA, 2013. Functions of

several variables analysis applied in inventory management. Acta Uni-
versitatis Agriculturae et Silviculturae Mendelianae Brunensis. Brno,
61(7),2221-2227. DOI: 10.11118/actaun201361072221. ISSN 1211-8516.
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6. NOVOTNA, Veronika, 2015. Numerical Solution of the Inventory Ba-
lance Delay Differential Equation. International Journal of Engineering
Business Management. Rijeka, 7(1), 1-9. DOI: 10.5772/60113. ISSN
1847-9790.

7. NOVOTNA, V. a T. SUSTROVA, 2018. Order Management System
Proposal Using Inventory Balance Equation with Non-continuous Reple-
nishment. Periodica Polytechnica Social and Management Sciences. Buda-
pest, 26(1), 1-9. DOI: 10.3311/PPs0.9017. ISSN 1587-3803. Dostupné
také z: https://pp.bme.hu/so/article/view/9017

8. NOVOTNA, V. a V. STEPANKOVA, 2015. Parameter Estimation for
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