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ABSTRAKT

Předkládaná habilitačńı práce prezentuje nové možnosti praktického vyu-
žit́ı matematického modelováńı pro podporu rozhodováńı v oblasti ř́ızeńı
podnik̊u.

Výstupem a hlavńım ćılem habilitačńı práce je nový metodický postup,
který dovoluje numericky řešit ekonomické dynamické modely, ve kterých
je nutno uvažovat časové zpožděńı proměnných. K dosažeńı stanoveného ćıle
jsou využity předevš́ım metody teoretického výzkumu – modelováńı, indukce,
dedukce a zejména analýza a syntéza.

Úvodńı část obsahuje charakteristiku, meze použitelnosti a možnosti ře-
šeńı dynamických model̊u s časovými zpožděńımi, využ́ıvaných v ekono-
mice a ř́ızeńı podniku pro podporu rozhodováńı. Kritická literárńı rešerše
této oblasti potvrdila, že teoretický aparát umožňuj́ıćı řešeńı těchto model̊u
systémů diferenciálńıch rovnic se zpožděńımi a zejména numerické metody
jejich řešeńı jsou nedostatečně propracovány a nedovoluj́ı řešit modely kom-
plikovaněǰśı, bližš́ı realitě a potřebné v podnikové praxi.

V teoretické části práce jsou odvozeny nové postupy řešeńı ekonomických
dynamických model̊u se zpožděńımi, které lze realizovat za pomoci běžně
dostupného software. Oṕıraj́ı se o současné znalosti tzv. funkcionálńıch di-
ferenciálńıch rovnic a úrovńı abstrakce jim odpov́ıdaj́ıćı partie funkcionálńı
analýzy a teorie integrálu.

V aplikačńı části práce je tento nový postup ilustrován řadou vybraných
př́ıklad̊u z oblasti podnikové praxe. Vycháźı z již publikovaných vybraných
autorských stat́ı, v nichž je popsána konstrukce numerického řešeńı konkrét-
ńıch dynamických ekonomických model̊u se zpožděńımi. K výpočt̊um byl
použit software Maple a chováńı model̊u je graficky demonstrováno pomoćı
poč́ıtačové simulace.

Závěrečné kapitoly habilitačńı práce shrnuj́ı hlavńıch výsledky, př́ınosy
práce pro vědu, praxi a pedagogiku a nastiňuj́ı možné budoućı směřováńı
výzkumu.

Nově vytvořené postupy umožňuj́ı podnikovým manažer̊um při popisu
chováńı reálného ekonomického systému uvažovat i vliv zpožděńı exogenńıch
i endogenńıch proměnných na jejich chováńı. To významně přisṕıvá ke kva-
litněǰśı predikci či optimalizaci chováńı zkoumaných objekt̊u a ke zvýšeńı
efektivity ř́ıd́ıćıch proces̊u podniku.
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ABSTRACT

The habilitation thesis presents new possibilities of practical use of mathe-
matical modelling to support decision-making in business management.

The outcome and the main objective of the habilitation thesis is a new
methodological procedure, allowing to numerically solve economic dynamic
models in which the time delay of variables needs to be considered. In order
to achieve the set goal, methods of theoretical research have been used, i.e.
modelling, induction, deduction, in particular analysis and synthesis.

The introductory part contains the characteristics, limits of applicability,
and possibilities of solving dynamic models with time delays which are used
in economics and business management to support decision-making. A cri-
tical literature search in this area confirmed that the theoretical apparatus
enabling solution of these models of systems of differential equations with
delays and especially numerical methods of their solutions are insufficiently
elaborated and do not allow solving more complicated models, which are
closer to reality and required in business practice.

In the theoretical part of the work, new procedures for solving economic
dynamic models with delays are derived, which can be implemented using
commonly available software. They are based on the current knowledge of
the so-called functional differential equations and on parts of the functional
analysis and the theory of the integral corresponding to the equations in
terms of abstraction.

The application part of the work illustrates the new procedure with a
number of selected examples from business practice. It is based on published
selected authorial articles which describe the construction of a numerical
solution of specific dynamic economic models with delays. Maple software
was used for the calculations and the behaviour of the models is graphically
demonstrated using computer simulation.

The final chapters of the habilitation thesis summarize the main results
and the benefits of the habilitation for science, practice, and pedagogy, and
outline potential direction of research in the future.

The new procedures allow corporate managers to consider the impact of
the delay of exogenous and endogenous variables on their behaviours when
describing the behaviour of a real economic system. This significantly contri-
butes to a better prediction or optimization of the behaviours of the exami-
ned objects and to an increase in the efficiency of a company’s management
processes.
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1 Úvod 9
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3.1 Metody využité v habilitačńı práci . . . . . . . . . . . . . . . 14
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6 Aplikace nového postupu v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı
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Kapitola 1

Úvod

Typickým znakem současného ekonomického vývoje ve světě je r̊ust vzájemné
závislosti a propojeńı trh̊u jednotlivých národńıch ekonomik i nadnárodńıch
uskupeńı ve formě globalizačńıch proces̊u. Turbulentńı prostřed́ı prudce se
rozv́ıjej́ıćıch trh̊u vytvář́ı zázemı́ pro zvyšováńı konkurenčńıho boje mezi eko-
nomickými subjekty, což je jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u lepš́ı alokace výrobńıch
faktor̊u či efektivněǰśı výroby a postupně vede ke zvyšováńı konkurenceschop-
nosti v prostřed́ı světového trhu. Vstup na jednotný trh má však zásadńı
dopad na výsledky ekonomické aktivity jak jednotlivých národohospodář-
ských odvětv́ı, tak na ekonomické postaveńı domácnost́ı i podnik̊u. S vývojem
společnosti se adekvátně měńı i podmı́nky pro podnikáńı a současná doba
také vyžaduje ćılenou, co nejpřesněǰśı a co nejkvalitněǰśı reakci podnikového
managementu, což je d̊usledkem nejen rychlého rozvoje všech oblast́ı vědy
a techniky, dynamiky výzkumu, stále efektivněǰśı technologie výroby, ale i
śıĺıćıho rozvoje všech odvětv́ı pr̊umyslu, obchodu a služeb. Znamená to i nut-
nost vysoké přesnosti při výpočtech, využit́ı velkého množstv́ı nových dat a
informaćı a také neustálé doplňováńı znalost́ı.

K řešeńı problémů, kterými se muśı zabývat podnikový management, na-
pomáhá manažerské rozhodováńı, které je významnou součást́ı podnikového
managementu, zasahuj́ıćı do všech oblast́ı ř́ızeńı.

Správná rozhodnut́ı jsou však podmı́něna zodpovědným vyhodnocováńım
č́ım dál větš́ıho množstv́ı informaćı. Nesprávná manažerská rozhodnut́ı, při-
jatá na základě neúplných, př́ıpadně nevhodně nebo nedostatečně zpraco-
vaných informaćı, mohou mı́t za následek značné ekonomické ztráty.

Dospět ke kvalifikovanému rozhodnut́ı ale neńı možné bez masivńıho
použit́ı exaktńıch metod – metod matematické ekonomie. Nav́ıc rychlý vývoj
informačńıch a komunikačńıch technologíı umožňuje stále častěji a úspěšněji
nasazovat tyto metody v praxi a vyžaduje vývoj nových prostředk̊u a postup̊u
řešeńı klasických i pokročilých matematických metod, které dř́ıve chyběly,
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byly špatně dostupné z časového hlediska nebo obt́ıžně použitelné pro roz-
sáhlost.

V podnikové praxi existuje celá řada jev̊u, které se vyznačuj́ı změnami
a dynamikou. Pochopeńı dynamiky těchto změn je pro rozhodováńı pod-
nikového managementu zásadńı, protože chováńı spotřebitel̊u je v dnešńı
době proměnlivé v čase. To je zp̊usobeno t́ım, že spotřebitel je významně
ovlivňován jednak touhou po vynikaj́ıćıch produktech a službách za do-
stupné ceny, jednak prostřednictv́ım interakce se svým okoĺım, např́ıklad
v rámci r̊uzných diskuzńıch skupin na sociálńıch śıt́ıch, nebo d́ıky nově se
vytvářej́ıćımi vztahy mezi maloobchodńıky a spotřebiteli.

Simulačńı modely vysvětluj́ı např́ıklad d̊uvody neočekávaného chováńı
podniku, zisku, ztráty nebo výkonnost́ı podniku, kterou můžeme měřit na-
př́ıklad prodejem, produktivitou nebo pod́ılem na trhu, která je př́ımo závislá
na faktorech jako jsou zákazńıci, pracovńı śıla nebo dobré jméno. Na základě
takových informaćı je možné chováńı podniku namodelovat a zjistit př́ıčiny
jeho úspěchu či neúspěchu.

Podnik proto v daném kontextu můžeme chápat jako dynamický systém
s mnoha prvky a vazbami. V prostřed́ı podniku můžeme za stavové proměnné
považovat veličiny jako jsou produkce, spotřeba, investice a mnohé daľśı.
Model takového dynamického systému je pak většinou zadán soustavou di-
ferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı změny stavového vektoru v čase. Stále
častěji jsou při modelováńı změn a pohyb̊u tyto rovnice využ́ıvány v r̊uzných
vědńıch oborech.

Dále je třeba si uvědomit, že chceme-li modelovat jev a pracovat s ńım
jako se systémem, může j́ıt o systém, který je determinován nejen současnými
podmı́nkami, ale i podmı́nkami z minulosti, nebo systém, který reaguje s ča-
sovou prodlevou.

Předkládaná práce obsahuje popis a charakteristiku dynamických systémů
s časovými zpožděńımi, využ́ıvaných v ekonomice a ř́ızeńı podniku, nově
vytvořený matematický aparát umožňuj́ıćı analýzu chováńı dynamických
matematických model̊u a řadu vybraných př́ıklad̊u model̊u z oblasti pod-
nikové praxe, které ilustruj́ı použit́ı odvozených postup̊u. Proto lze tuto
práci charakterizovat jako převážně teoreticky zaměřenou. Pro zpracováńı
jsou použ́ıvány metody teoretického výzkumu a výsledky jsou prezentovány
na modelových př́ıkladech. Jádro práce se oṕırá o vybrané autorské statě,
v nichž je popsána konstrukce numerického řešeńı konkrétńıch dynamických
ekonomických model̊u.

V hlavńı části práce je použit obecněǰśı postup pro řešeńı a analýzu
chováńı dynamických model̊u. Oṕırá se o současné znalosti tzv. funkcionálńıch
diferenciálńıch rovnic a úrovńı abstrakce jim odpov́ıdaj́ıćı partie funkcionálńı
analýzy a teorie integrálu.
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Nově vytvořený postup umožňuje komplexněǰśı a podrobněǰśı studium do-
posud nedostatečně studovaných dynamických systémů se zpožděńımi, dos-
tatečné zpřesněńı a doplněńı analýzy chováńı

”
klasických“ dynamických mo-

del̊u bez zpožděńı nebo (v mnohých př́ıpadech) alespoň aproximaci řešeńı
ekonomických systémů se zpožděńımi. Důvodem pro odvozeńı nového po-
stupu byla dř́ıve nedostatečně propracovaná obecná teorie takových matema-
tických objekt̊u, která nedovolovala řešit komplikovaněǰśı a reálněǰśı modely
praktických úloh. To mimo jiné dokumentuje i pestrost př́ıstup̊u a postup̊u
k řešeńı konkrétńıch ekonomických model̊u v minulosti.

Z matematického i metodického hlediska se odvozeńı postupu konstrukce
řešeńı děĺı na lineárńı a nelineárńı, a to v souladu s tvarem dynamického
systému, respektive tvarem odpov́ıdaj́ıćı okrajové úlohy. Společným rysem
obou část́ı je využit́ı metody apriorńıho odhadu řešeńı k originálńı konstrukci
řešeńı okrajových úloh pro rovnice (systémy) se zpožděńım (zpožděńımi)
prostřednictv́ım posloupnost́ı jednodušš́ıch okrajových úloh bez zpožděńı.

V rámci aplikačńı části je prezentována konstrukce několika model̊u a
možnosti jejich řešeńı, vycházej́ıćı z vybudované teorie. K výpočtu byl použit
software Maple a chováńı modelu je graficky demonstrováno pomoćı poč́ıta-
čové simulace.
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Kapitola 2

Ćıl habilitačńı práce

Obecným ćılem práce je prohloubit a rozš́ı̌rit možnosti praktického využit́ı
matematického modelováńı pro podporu rozhodováńı v oblasti ř́ızeńı pod-
nik̊u, konkrétně v oblastech popisovaných dynamickými systémy se zpožděńımi.

Hlavńım ćılem práce je navrhnout a popsat postup, který dovoluje pro-
středky numerické matematiky analyzovat a řešit dynamické modely z oblasti
podnikové praxe, ve kterých je nutno uvažovat časové zpožděńı proměnných.
Tyto nové postupy pak budou využity jak k potvrzeńı účinnosti navržených
postup̊u na již publikované analýzy chováńı dynamických model̊u, využ́ıvaj́ıćı
odlǐsné metody řešeńı, tak k jejich hlubš́ımu zkoumáńı, př́ıp. k řešeńı těch,
které ještě řešeny nebyly.

Dı́lč́ımi ćıli jsou:

A) Vymezeńı relevantńıch pojmů týkaj́ıćıch se tématu práce, zejména poj-
mů z oblasti dynamického modelováńı v podnikové ekonomice, a zhod-
noceńı současného stavu poznáńı v této oblasti.

B) Odvozeńı nového obecného postupu konstrukce řešeńı lineárńıch i ne-
lineárńıch dynamických systémů v oblasti ř́ızeńı podnikových proces̊u
se zpožděńımi a vymezeńım podmı́nek jejich použitelnosti na úlohy
nejčastěji se v podnikové ekonomii vyskytuj́ıćı.

C) Testováńı zjǐstěných postup̊u (konstrukćı řešeńı) na dynamických mo-
delech, určených pro podporu podnikového managementu s využit́ım
vhodných prostředk̊u informačńıch a komunikačńıch technologíı.
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Kapitola 3

Výzkumná metodologie a
metody použité v habilitačńı
práci

S ohledem na stanovený předmět vědeckého výzkumu a výzkumné ćıle je
nezbytné pro zkoumáńı daného problému zvolit odpov́ıdaj́ıćı metodologii a
výzkumné metody.

Výzkumné metody jsou nástroje, na jejichž základě źıskáváme poža-
dované vědecké informace, které následně tř́ıd́ıme, interpretujeme a na je-
jich základě uskutečňujeme odpov́ıdaj́ıćı vědecké závěry. Tyto metody se
použ́ıvaj́ı použ́ıvány na bázi určité metodologie. Teorie uvád́ı dva základńı
typy metodologíı - pozitivistickou a normativńı (Dunn, 2004; Ochrana, 2009).

V této habilitačńı práci je použita kombinace normativńı i pozitivńı me-
todologie.

Metody výzkumného procesu tvoř́ı základ vědecké činnosti a jejich výběr
má značný vliv na dosažeńı stanovených ćıl̊u.

V oblasti výzkumu rozlǐsujeme:

1. Empirický výzkum je založen na práci s konkrétńımi daty a exaktńımi
metodami dosṕıvá ke konkrétńım poznatk̊um. Jedná se tedy o metody,
kterými je možno zjistit konkrétńı jedinečné vlastnosti nějakého ob-
jektu či jevu v realitě.

2. Teoretický výzkum, který je v této habilitačńı práci převážně použit,
je založen převážně na dedukci a použ́ıvá metody analýzy a komparace
pojmů, kategoríı, r̊uzných konstrukt̊u apod. (Reichel, 2009)
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Dle Čerńıka můžeme teoretický výzkum dále dělit na:

(a) teoretickou poznávaćı činnost prvńıho druhu (formulace problémů,
konstrukce model̊u a ověřováńı hypotéz),

(b) teoretickou poznávaćı činnost druhého druhu (výstavba teoríı, for-
mulace zákon̊u) (Čerńık a kol., 1987).

3.1 Metody využité v habilitačńı práci

Daľśı možná klasifikace je založena na hledisku zp̊usobu vysvětleńı, resp.
výkladu zkoumaného problému. Na základě tohoto kritéria vymezujeme tzv.
typy vědeckých metod. Patř́ı k nim metody explanačńı a metody inter-
pretačńı. Při explanaci postupujeme od obecného k jednotlivému. Obecným
je známý vztah (např. ve formě

”
vědeckého zákona“), jednotlivým je vysvět-

lovaný jev, který zařazujeme pod daný obecný vztah. Jiným postupem je
interpretace. (Sebera, 2012)

Pro dosažeńı stanovených ćıl̊u této habilitačńı práce bylo použito ši-
roké spektrum explanačńıch vědeckých metod, předevš́ım z oblasti teore-
tického vědeckého výzkumu - modelováńı, indukce, dedukce a zejména me-
tody analýzy a syntézy.

Vedle uvedených empirických a obecně teoretických vědeckých metod
existuj́ı daľśı metody, které se použ́ıvaj́ı v rámci specifické dané skupiny
vědńıch discipĺın. Mezi těmito specifickými vědeckými metodami maj́ı zvlášt-
ńı postaveńı matematické a statistické metody, které umožňuj́ı exaktńı vy-
jádřeńı jev̊u a vztah̊u mezi nimi. Matematika napomáhá k řešeńı problémů
tak, že je matematicky zformuluje a s použije matematické operace k řešeńı
jejich matematických model̊u. Statistika shromažd’uje a tř́ıd́ı data, kvantifi-
kuje jevy a pracuje s teoríı pravděpodobnost́ı. (Sebera, 2012).

Modelováńı: do skupiny vědeckých metod patř́ı modelováńı, které pro-
střednictv́ım formulace problému, vytvářeńı modelu a výzkumu modelu pře-
náš́ı znalost o modelu (jakožto zjednodušeného obrazu skutečnosti) zpět do
reality.

V ekonomické teorii se můžeme setkávat s teoretickými modely, které
vytvářej́ı soubor předpoklad̊u, postihuj́ıćıch určité zákonitosti prob́ıhaj́ıćı
v realitě. Tyto modely objasňuj́ı např. chováńı ekonomických subjekt̊u, tvorbu
cen, produkčńı funkci apod. (Č́ıžek, 1969).
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Vzhledem k významným vztah̊um mezi ekonomickou realitou, konkrétněji
mezi ekonomickými dynamickými systémy a jejich matematickými modely,
je této problematice věnována samostatná pozornost v kapitole 4.1.7.

Analýza: myšlenková metoda spoč́ıvaj́ıćı v rozložeńı celku na jeho kom-
ponenty a následném zkoumáńı, jak tyto komponenty funguj́ı jako relativně
samostatné prvky a jaké jsou mezi nimi vztahy (Hendl, 2005).

V habilitačńı práci je tato obecně vědńı metoda využita jako teoreticko-
metodologický základ pro provedeńı specifické analýzy problému a pro vy-
hodnoceńı poznatk̊u zkoumané problematiky, źıskaných pomoćı literárńı re-
šerše.

Syntéza: tato metoda spoč́ıvá v integraci jednotlivých komponent do
celku. Ćılem je źıskat informace o vzájemných souvislostech mezi komponen-
tami, jež ve výsledku umožńı pochopit celek (Hendl, 2005).

Metoda syntézy je v habilitačńı práci použita zejména jako nástroj pro
formulováńı teoretických závěr̊u.

Analýza a syntéza tvoř́ı ned́ılný celek. Nelze je tedy chápat odděleně,
jelikož se oba tyto postupy proĺınaj́ı a doplňuj́ı. Závěry jsou obvykle formu-
lované metodou syntézy na základě analýzy. Neńı to však pouhé skládáńı jed-
notlivých část́ı, ale odhalováńı nových vztah̊u a zákonitost́ı (Molnár, 2012).

V př́ıpadě této práce se obecné př́ıstupy odráž́ı v analýze jednotlivých
ekonomických dynamických systémů a řešeńı jejich matematických model̊u
s ćılem hledat co nejuniverzálněǰśı metodu jejich zkoumáńı v co nejobecněǰśım
př́ıpadě.

Po źıskáńı dostatečně rozsáhlého množstv́ı publikovaných výsledk̊u o eko-
nomických dynamických systémech na základě výše zmı́něné analýzy byla
použita syntéza použ́ıvaných matematických metod a podstatnou měrou do-
plněna a rozš́ı̌rena ta z metod, která mohla ćıl práce nejlépe naplnit. K tomu
bylo třeba nastudovat a nově využ́ıt řadu výsledk̊u z teorie funkcionálńıch
diferenciálńıch rovnic a abstraktńı matematické i funkcionálńı analýzy.

Abstrakce: myšlenkový proces, v jehož rámci se u r̊uzných objekt̊u
vyděluj́ı pouze jejich podstatné charakteristiky (nepodstatné se neuvažuj́ı),
č́ımž se ve vědomı́ vytvář́ı model objektu obsahuj́ıćı jen ty charakteristiky
či znaky, jejichž zkoumáńı nám umožńı źıskat odpovědi na otázky, které si
klademe (Molnár, 2012).

Konkretizace: opačný proces, kdy vyhledáváme konkrétńı výskyt urči-
tého objektu z určité tř́ıdy objekt̊u a snaž́ıme se na něj aplikovat charakte-
ristiky platné pro tuto tř́ıdu objekt̊u (Molnár, 2012).
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Proces abstrakce je v našem př́ıpadě organickým a neoddělitelným pro-
cesem jak při vytvářeńı, př́ıpadně zpřesňováńı samotného ekonomického dy-
namického systému, tak zejména při vyjadřováńı takového systému matema-
tickým modelem, popsaným systémem diferenciálńıch rovnic se zpožděńımi.

Konkretizace naopak odpov́ıdá v matematickém modelu dynamickému
systému, kterým od obecné teorie a obecně popsatelných výsledk̊u přecháźıme
ke konkrétńımu ekonomickému dynamickému systému.

Indukce: vycháźı z poznatku, že pozorováńı dané jevové kategorie se vy-
značuje jistou vlastnost́ı. Z toho se usuzuje, že tuto vlastnost budou mı́t také
jej́ı daľśı instance. Indukce se použ́ıvá k převedeńı pravidelnost́ı v datovém
materiálu do obecného pravidla (Hendl, 2005).

Dedukce: spoč́ıvá v logickém odvozeńı závěru z množiny jiných tvrzeńı,
která považujeme za pravdivá. Množinu tvrzeńı nazýváme premisy. Dedukce
tedy postupuje od obecného k jedinečnému tvrzeńı (Hendl, 2005).

Metoda dedukce bude v habilitačńım spise využita zejména při dedu-
kováńı závěr̊u vyplývaj́ıćıch z analýzy soudobé teorie.

Tak jako analýza úzce souviśı se syntézou, tak i indukce je těsně spjata
s dedukćı. Indukćı lze dospět na základě zkoumáńı jednotlivých (zejména
empirických) jev̊u k teoretickým zobecněńım, teoretické závěry lze naopak
dedukćı v praxi ověřovat.

Obě tyto obecné metody jsou přirozenou součást́ı modelace reálných pro-
ces̊u matematickými modely a aplikace matematických model̊u v praxi, jak
je v práci opakované ilustrováno.

Z daľśıch metod, využitých pro řešeńı problematiky habilitačńı práce,
jmenujme zejména dynamické modelováńı a metody řešeńı obyčejných a
funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic.

16



3.2 Rámcový postup při zpracováńı

habilitačńı práce

Pro zpracováńı habilitačńı práce byl zpracován rámcový plán postupu, vyjá-
dřený následuj́ıćımi kroky:

1. Stanoveńı oblasti výzkumu, formulováńı a vymezeńı problému;

2. Analýza dostupných bibliografických zdroj̊u, zahrnuj́ıćı domáćı i za-
hraničńı informačńı zdroje, a to s d̊urazem na vědecké práce publiko-
vané v mezinárodně uznávaných časopisech obsažených v databáźıch
WOS a Scopus. Zhodnoceńı současných př́ıstup̊u k problematice;

3. Stanoveńı ćıl̊u habilitačńı práce na základě předchoźıch zjǐstěńı;

4. Volba vhodných metod, jejichž využit́ı je vhodné pro dosažeńı ćıl̊u ha-
bilitačńı práce, výběr vhodného software;

5. Rozvoj teoretického základu - vytvořeńı nového postupu;

6. Ověřeńı nového postupu na známých teoretických nebo nově sesta-
vených modelových př́ıkladech;

7. Diseminace d́ılč́ıch výsledk̊u prostřednictv́ım vědeckých publikaćı;

8. Formulace závěr̊u výzkumu a doporučeńı pro daľśı výzkum.
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Obr. 3.1: Konceptuálńı schéma, zdroj: vlastńı zpracováńı
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Kapitola 4

Současný stav vědeckého
poznáńı

Modelováńı jev̊u, které vycházej́ı z oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku a jsou
popsané statistickými daty, nám umožňuj́ı metody založené zejména na bázi
matematických discipĺın, jako je diferenciálńı počet (Aluf, 2014; Balasubra-
maniam a kol., 2014; Franke, 2018; Nuño & Moll, 2018; Popkova & Ostrov-
skaya, 2018); statistika (Andriansyah & Messinis, 2019; Cieślik & Hien Tran,
2019; Das a kol., 2019; Wu & Zhang, 2019 ); lineárńı a dynamické progra-
mováńı (Zhen a kol., 2017), nebo optimalizace (Beklaryan, 2019; Lankhuizen
& Thissen, 2019; Wang a kol., 2019).

V daľśım textu se budeme soustředit na dynamické modely v oblasti eko-
nomiky a ř́ızeńı podniku, které se vyznačuj́ı závislost́ı na čase. U takových
model̊u je následuj́ıćı stav determinován současnými a často i předešlými
stavy. Jen u velmi málo veličin lze budoućı stav určit pouze na základě
znalosti aktuálńıho stavu dané veličiny. Budoućı stav je obvykle určen i
dř́ıvěǰśımi stavy veličin a vztahy mezi veličinami, které by v modelu také
měly být zachyceny. Tento model pak může, mimo jiné, představovat sou-
stava rovnic, nerovnic či graf̊u. Jako stavové proměnné mohou v podnikové
ekonomice sloužit např́ıklad veličiny produkce, spotřeba, investice a daľśı.

4.1 Modely a modelováńı

V př́ıpadě, že se rozhodujeme a následně potom svá rozhodnut́ı realizujeme,
nejsou naše rozhodnut́ı a později i činy bezprostředně založeny na reálném
světě. Jsme totiž ovlivňováni jednak subjektivńım vńımáńım svého okoĺı,
jednak t́ım, jak vńımáme vztahy mezi jednotlivými předměty našeho zájmu
a také představami o budoućıch d̊usledćıch našich čin̊u. Aniž bychom si
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to uvědomovali, v naš́ı mysli se vytvář́ı model reálného světa. Vytvořeńı
takového myšlenkového modelu nám může v mnoha př́ıpadech napomoci
v úvahách o předmětu našeho zájmu. Tyto úvahy vytvář́ıme zpravidla za
jasným účelem - usnadnit si řešeńı konkrétńıho problému. Vyjádřeno jinými
slovy, vytvář́ıme si v našich představách model reality, který usnadňuje naše
každodenńı rozhodováńı.

S prudkým rozvojem informačńıch technologíı vzrostl i význam teorie
model̊u a modelováńı a v současné době modely nacházej́ı uplatněńı v nej-
r̊uzněǰśıch oborech. Abychom lépe pochopili podstatu modelováńı, muśıme
si nyńı přibĺıžit význam výchoźıch termı́n̊u jako systém a model.

4.1.1 Systém

Pojem
”
systém“ se běžně použ́ıvá, je však vńımán sṕı̌se intuitivně. Použ́ıvá se

v mnoha oborech a také v mnoha významech (např. informačńı systém, poli-
tický systém, ekosystém). Za systém můžeme označit cokoliv, co lze nějakým
zp̊usobem (byt’ i jen obrazně) vydělit z reality, nebo něco, co se nějakým
zp̊usobem lǐśı od svého doplňku. Systém lze také označit jako množinu prvk̊u
a vazeb mezi nimi, která má jako celek určité vlastnosti. Množina prvk̊u, které
nejsou prvky systému, ale maj́ı k němu významné vazby, nazýváme okoĺı
systému. Bez svého okoĺı nemohou existovat např́ıklad ekonomické systémy,
ř́ıkáme o nich, že jsou otevřené, nebot’ tyto systémy se svým okoĺım provád́ı
d̊uležité hmotné, energetické, resp. informačńı výměny. Současně je třeba si
uvědomit, že právě ekonomické systémy jsou ovlivňovány nejen prostřed́ım
uvažovaným v reálném čase, ale i svoj́ı historíı, tzv. hystereźı.

Systém, v němž se od významu času abstrahuje, se nazývá statickým
systémem. Pokud se od významu času neabstrahuje, pak se jen výjimečně
berou v úvahu i jeho vlastnosti, jak je poznává moderńı fyzika. V převážné
většině obor̊u se čas chápe

”
newtonovsky“, to jest jako v klasické fyzice, čili

tak, že je smysluplné mluvit o tom, že dvě
”
události“ nastaly v systému

současně nebo jedna z nich nastala dř́ıve než druhá. Systém, jehož čas se
nezanedbává a je přitom chápán takto

”
newtonovsky“, se v modelováńı a

simulaci nazývá dynamickým systémem (Kindler, 1980).

Za určitých podmı́nek můžeme za systém považovat např.:

a) reálný objekt (přirozený či umělý);

b) projekt reálného objektu;

c) proces nebo komplex proces̊u;
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d) problém nebo komplex problémů;

e) soubor informačńıch, regulačńıch a ř́ıd́ıćıch aktivit, které se vztahuj́ı
k předchoźım bod̊um, např. informačńı systém, ř́ıd́ıćı systém, komu-
nikačńı systém, regulačńı systém;

f) abstraktńı myšlenkovou konstrukci, výrokovou konstrukci, konstrukci
matematických výraz̊u apod. zaváděnou v př́ıpadech a) – e);

g) abstraktńı myšlenkovou konstrukci, výrokovou konstrukci, konstrukci
matematických výraz̊u apod., vytvářenou bez př́ımého vztahu k př́ıpa-
d̊um a) – e).

Pojem systém byl vytvořen předevš́ım pro studium komplikovaněǰśıch
kauzálńıch vztah̊u, tedy vztah̊u mezi souborem určitých př́ıčin a soubo-
rem d̊usledk̊u, zp̊usobených těmito př́ıčinami. Veličiny charakterizuj́ıćı vliv,
kterým p̊usob́ı okoĺı na systém, jsou nazvány vstupy systému. Vněǰśı pro-
jevy systému, které charakterizuj́ı vliv systému na jeho okoĺı, jsou pak jeho
výstupy.

Systém existuj́ıćı v reálném světě můžeme (nebo chceme) nějak repre-
zentovat, nahradit systémem jiným, jednodušš́ım, srozumitelněǰśım, nebo
zvládnutelněǰśım. Zkoumanou skutečnost (systém) budeme nazývat originá-
lem, jeho reprezentaci, což je také systém, nazveme modelem (Posṕı̌sil, 2015).

4.1.2 Model

Slovo model ve významu určité myšlenkové konstrukce má dlouhou historii.
Samotné slovo

”
model“ má sv̊uj p̊uvod ve stavitelstv́ı, kde označovalo mı́ru,

podle ńıž jsou vyjádřeny proporce stavby. Pocháźı z latiny (modus, modulus)
a vyjadřovalo mı́ru, zp̊usob, později též vzor, předobraz aj. Obecně se tedy
modelem rozumı́ zjednodušený obraz reálné situace, př́ıpadně jevu. V tomto
významu se už́ıvá dodnes a slovo

”
model“ se použ́ıvá v běžné řeči ve významu

předlohy.
Umělci jako maĺı̌r Giotto (1267–1336) a renesančńı architekt a sochař

Brunelleschi (1377–1446) zahájili novou etapu vývoje geometrických prin-
cip̊u, např. perspektivy. V té době byly použ́ıvány vizuálńı i matematické
modely (např. pro anatomii).

Základy vědeckého modelováńı pak byly položeny pracemi G. Galilea a
I. Newtona v 17. stolet́ı, kdy se ukázala možnost zkoumat sledované objekty
prostřednictv́ım jejich zástupc̊u, jiných objekt̊u nebo zobrazeńı. Z doby před
simulaćı a virtuálńı realitou z̊ustal v povědomı́ odborný termı́n z praxe -

”
funkčńı model“, a to pro prvńı exemplář navrženého výrobku, který pracuje
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tak, jak by výrobek pracovat měl, přestože jiné vlastnosti výrobku (např.
estetické) ještě nemá. Z této praxe vznikla i interpretace slova model pro něco
zvláštńıho, nezvyklého či nákladného (např. hlavně před druhou světovou
válkou použ́ıvané termı́ny model klobouku, model automobilu apod.).

V modelováńı a simulaci se termı́n model použ́ıván pro analogii mezi
dvěma systémy. Jednoduchými př́ıklady je např́ıklad mapa (model části země
na paṕı̌re), socha (model osoby, zv́ı̌rete atd. v neživém materiálu) nebo dětský
vláček (model skutečného vlaku ve zmenšeném měř́ıtku).

Jak bylo uvedeno výše, slovo model se v současné době použ́ıvána v r̊uz-
ných významech. Vzhledem k tomu, že existuj́ı r̊uzná pojet́ı modelu, chyb́ı
doposud jednotná teorie a lǐśı se i terminologie. Pokud budeme hledat definici
pojmu model, můžeme nalézt seznamy několika deśıtek výklad̊u významu to-
hoto pojmu. Úplná definice modelu se potom zřejmě neobejde bez použit́ı te-
orie množin a matematické logiky. Odlǐsné př́ıstupy k definováńı modelu také
najdeme v př́ırodńıch a technických vědách, logice a společenských vědách,
jiné pojet́ı v kybernetice a daľśıch discipĺınách.

V odborné literatuře se pojem model vyskytuje velmi často, může být
chápán r̊uzně a modely mohou sloužit odlǐsným ćıl̊um. Rozlǐsujeme i r̊uzné
typy model̊u, jako obrázky, schémata, fyzikálńı modely skutečnosti aj. Samo
využ́ıváńı model̊u pro zkoumáńı chováńı reálných soustav bývá akceptováno
jak v technických, tak netechnických oborech. Výhodami obecného modelu
je, že na jedné straně nás nut́ı k vytvořeńı kompletńı teorie (teorie, která bere
v úvahu všechny relevantńı vztahy a jevy) a na straně druhé konfrontuje při
testováńı námi vytvořený model s realitou (tj. naměřenými údaji).

Vlastnosti modelu se mohou lǐsit v závislosti na jeho použit́ı. Mohou se
lǐsit úrovńı formality, jednoznačnosti, bohatosti detail̊u a relevance. Charak-
teristiky záviśı na základńı funkci modelu a na účelu modelováńı.

Podle (Lave,1975) je model
”
Pokusná myšlenková struktura použ́ıvaná

jako testovaćı prostředek“. Můžeme uvést dva základńı př́ıstupy k pojmu
model (Vachek & Lepil, 1990):

1. model jako př́ırodńı nebo umělý objekt, který je v nějakém vztahu se
zkoumaným objektem, a

2. model jako interpretace určité matematické teorie, určitého deduk-
tivńıho systému.

Ćılem tvorby model̊u je źıskat takový obecný model, který je schopen praco-
vat se širokou škálou dat. Od modelu požadujeme, aby byl maximálně možně
efektivńı, i když ho použijeme na reálná data, a ne pouze na data vzorová,
která byla použita při jeho konstrukci (Leahy, 1994).
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Modely mohou mı́t mnoho r̊uzných funkćı:

Vysvětleńı jev̊u: Většina z teoríı vyvinutých ve fyzice patř́ı do této kate-
gorie: Newtonova mechanika, termodynamika, Einsteinova teorie relativity,
kvantová mechanika, standardńı model fyziky částic a mnoho daľśıch.

Nejde však jen o fyziku. Model agregátńı poptávky a úpravy ceny (ag-
gregate demand-price adjustment AD-PA), model agregátńı poptávky a in-
flačńı úpravy (aggregate demand-inflation adjustment AD-IA) nebo Hicks-
Hansen̊uv model IS/LM jsou tři př́ıklady ekonomických model̊u popisuj́ıćıch
makroekonomickou rovnováhu.

Vědci zkoumaj́ıćı laviny výzkumu vytvářej́ı modely založené na statis-
tických a fenomenologických údaj́ıch, které popisuj́ı sněhové podmı́nky na
alpských svaźıch.

Biologové použ́ıvaj́ı modely predátor-kořist nebo epidemiologické modely
ke zkoumáńı vztah̊u mezi r̊uznými formami života.

Předpov́ıdáńı: Po vytvořeńı model̊u, které jevy vysvětluj́ı, je lze použ́ıt
jako daľśı krok k vytvořeńı předpověd́ı o budoućım vývoji jevu v reálném
světě.

V oblasti lavinového výzkumu využ́ıvaj́ı vědci data o stavu a topografické
informace o svaźıch, aby předpov́ıdali pravděpodobnost pádu lavin, jejich
možnou śılu a předpokládané lokality.

Aerodynamické modely předpov́ıdaj́ı např́ıklad ovladatelnost konstruo-
vaného letounu. Klimatické modely se použ́ıvaj́ı k předpovědi účink̊u zvýše-
ného množstv́ı skleńıkových plyn̊u v atmosféře.

Rozhodováńı: Např́ıklad řidič automobilu použ́ıvá myšlenkový model svého
okoĺı a typického provozu na ulićıch, aby se rozhodl, kterou cestou pojede.
Tento model reálného světa, redukovaný na ulice a pr̊uměrný provoz, sa-
mozřejmě neńı v žádném př́ıpadě formálńım matematickým modelem. Je
založen na zkušenostech, a to poněkud vágńıch, pokud to lze v̊ubec vyjádřit
slovy.

Formálněǰśım modelem pro rozhodováńı může být návrh chemické to-
várny se stovkami rozhodovaćıch proměnných a tiśıci daľśıch proměnných a
omezeńı, zapsaných jako matematické rovnice a nerovnice. Představuj́ı pro-
stor, kapacitu, nákladová omezeńı a chemické principy, jako je zachováńı
hmoty.
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Komunikace: Daľśım d̊uležitým aspektem model̊u je, že je lze použ́ıt ke
sdělováńı znalost́ı. Pokud chce osoba A navšt́ıvit osobu B, může se zeptat
na cestu. B nakresĺı správnou trasu na list paṕıru několika tahy a přidá
pár daľśıch značek a text, např́ıklad

”
tady na rohu je žlutý d̊um s malou

zahrádkou“. Tento list paṕıru je vizuálńım modelem okoĺı domu osoby B;
jeho účelem je předat podmnožinu znalost́ı osoby B o jej́ım městě osobě A.

Ostatńı: Podrobné kontrolńı seznamy pro údržbu letounu jsou také modely
(obsahuj́ıćı velmi mnoho podrobnost́ı a jsou explicitńı), stejně jako soubory
formálńıch norem (ANSI, DIN, EU normy, ...), které se v moderńıch zemı́ch
použ́ıvaj́ı k regulaci veřejného života.

Funkčnost modelu je podmı́něna splněńım několika kritéríı:

• měl by být konzistentńı s reálnými daty,

• měl by umožnit ověřeńı hypotéz, které jsou s ńım spojeny,

• měl by být co nejjednodušš́ı a měl by preferovat co nejmenš́ı počet
parametr̊u (principle of parsimony),

• řešeńı by mělo být optimálńı,

• model by měl umožnit racionálńı rozhodováńı (Cipra, 1974).

4.1.3 Modelováńı

Při vytvářeńı model̊u zač́ıná vše od reálného objektu, kterým se zabýváme.
V modelu jsou objekty reálného světa nahrazeny jinými, jednodušš́ımi ob-
jekty, obvykle nesoućımi stejná jména. Znalosti, které máme o reálném světě,
jsou strukturovány podle modelu a vše je redukováno na ty jevy a aspekty,
které jsou považovány za d̊uležité. Model samozřejmě může popsat pouze
část jevu reálného světa, a proto je jeho užitečnost omezena na rozsah jeho
použit́ı.

Činnost zaměřenou ke konstrukci modelu nazýváme modelováńım. Jde
o zjednodušené zobrazováńı vněǰśıho světa a zkoumáńı v něm existuj́ıćıch
objektivńıch zákonitost́ı. Podstatou modelováńı ve smyslu výzkumné tech-
niky je náhrada zkoumaného systému jeho modelem (přesněji: systémem,
který jej modeluje), jej́ımž ćılem je źıskat pomoćı pokusu s modelem infor-
maci o p̊uvodńım zkoumaném systému. Konstrukce modelu a pravidla této
konstrukce jsou zpravidla vázána na řešeńı konkrétńıch úloh teoretického i
praktického rázu. V tomto smyslu tedy plat́ı, že vytvoř́ıme model, v němž

24



modelovaným systémem je právě námi zkoumaný systém. My však budeme
experimentovat s modeluj́ıćım systémem, přičemž ćılem bude dozvědět se
něco o modelovaném systému. Je ale nutné si uvědomit, že teorie nemuśı
být jen zobrazeńım skutečnosti v jej́ı objektivńı podobě, ale že může j́ıt
o jej́ı určitou idealizaci. Časté jsou také př́ıpady, kdy je z určitých d̊uvod̊u
výhodněǰśı pracovat s modelem mı́sto experimentu

”
na živo“. Pokud nahra-

zujeme realitu matematickou strukturou a matematickými symboly a znaky,
hovoř́ıme o matematickém modelováńı.

Obdob́ı historického vývoje modelováńı lze rozdělit do několika etap podle
kvalitativńıch změn v rozvoji modelové abstrakce.

Výraz
”
modelováńı“ pocháźı z latinského slova modellus. Popisuje typický

zp̊usob, jakým se člověk vyrovnává s realitou. Antropologové se domńıvaj́ı,
že schopnost vytvářet abstraktńı modely je nejd̊uležitěǰśım rysem, který dal
homo sapiens konkurenčńı výhodu nad méně rozvinutými lidskými rasami,
jako je člověk neandrtálský, homo neandertalensis.

Ačkoli abstraktńı reprezentace objekt̊u reálného světa se použ́ıvaj́ı již
od doby kamenné, což je doloženo malbami jeskynńıch lid́ı, skutečný pr̊ulom
v modelováńı přǐsel s kulturami starověkého Bĺızkého východu a starověkého
Řecka.

Prvńı rozpoznatelné modely byla č́ısla; poč́ıtáńı a
”
zapisováńı“ č́ısel (např.

jako značky na kostech) je dokumentováno přibližně 30 tiśıc let před Kristem.
Astronomie a architektura byly daľśı oblasti, v nichž hrály roli modely, a to
již kolem roku 4 tiśıce před naš́ım letopočtem.

Je dobře známo, že kolem roku 2 tiśıce před naš́ım letopočtem měly
alespoň tři kultury (babylónská, egyptská, indická) dobré znalosti matema-
tiky a použ́ıvaly matematické modely ke zjednodušeńı svého každodenńıho
života. Matematika se většinou použ́ıvala algoritmickým zp̊usobem určeným
pro řešeńı specifických problémů.

Vývoj filosofie v helénském obdob́ı a jej́ı propojeńı s matematikou vedly
k deduktivńı metodě, která dala vzniknout základ̊um matematické teorie.
Poč́ınaje Thalésem z Milétu kolem roku 600 př. n. l. se geometrie stala
užitečným nástrojem při analýze reality a samotná analýza geometrie vedla
k vývoji matematiky nezávisle na jej́ı aplikaci.

Významńı filosofové jako Aristotelés, Eudoxos a mnoho daľśıch přidali
daľśı d́ılky a během 300 let následuj́ıćıch po Thalésovi se geometrie a zbývaj́ıćı
odvětv́ı matematiky dále rozv́ıjely. Vrcholu dosáhl Eukleidés z Alexandrie asi
v roce 300 př. n. l., když sepsal

”
Základy“, sb́ırku knih obsahuj́ıćıch většinu

matematických znalost́ı dostupných v té době.
”
Základy“ obsahovaly mimo

jiné prvńı stručný axiomatický popis geometrie a pojednáńı o teorii č́ısel.
Euklidovy knihy byly použ́ıvány pro výuku matematiky po stovky let

a kolem roku 250 př. n. l. Eratosthenés z Kyrény, jeden z prvńıch
”
apli-
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kovaných matematik̊u“, použil tyto znalosti pro výpočet vzdálenost́ı Země-
Slunce a Země-Měśıc a pro nejznáměǰśı výpočet obvodu Země pomoćı mate-
maticko-geometrického modelu. Daľśı d̊uležitý krok ve vývoji model̊u udělal
Diophantus z Alexandrie asi v roce 250 n. l. ve svých knihách

”
Aritmetika“,

kde položil základy algebry založené na symbolice a pojmu proměnné.
V astronomii Ptolemaios, inspirovaný Pythagorovou myšlenkou popsat

nebeskou mechaniku kruhy, vytvořil kolem roku 150 n. l. matematický model
slunečńı soustavy s kruhy a epicykly pro účely předpov́ıdáńı pohybu Slunce,
Měśıce a planet. Model byl tak přesný, že se použ́ıval až do doby Keplera
v roce 1619, kdy Kepler sestavil lepš́ı a jednodušš́ı model pro pohyby planet,
který po úpravách Newtonem a Einsteinem plat́ı dodnes.

Vytvářeńı model̊u pro problémy reálného světa, zejména matematických
model̊u, je pro vývoj lidstva natolik d̊uležité, že podobné metody se nezávisle
vyvinuly v Č́ıně, Indii a zemı́ch, jako je Persie.

Jedńım z nejznáměǰśıch arabských matematik̊u je Abu Abdalláh Muha-
mmad ibn Músá al Chvárizmı́ (konec 8. stolet́ı). Jeho jméno, dodnes zacho-
vané v moderńım slovu algoritmus, a jeho slavné knihy

”
O indických č́ıslech“

(dnes nazývaných arabská č́ısla) a
”
Stručná kniha o postupech výpočtu po-

moćı sč́ıtáńı a vyrovnáváńı rovnic“ obsahuj́ı mnoho matematických model̊u
a algoritmů pro řešeńı reálných problémů v obchodě, dědictv́ı, zeměměřictv́ı
a zavlažováńı. Termı́n algebra byl převzat z názvu jeho druhé knihy.

Západńı civilizaci trval vývoj matematiky a matematických model̊u, zpo-
čátku zejména pro zeměměřictv́ı, až do 11. stolet́ı.

Pravděpodobně prvńım velkým západńım matematikem po úpadku řecké
matematiky byl Fibonacci, Leonardo da Pisa (cca 1170 – cca 1240). Jako
syn obchodńıka podnikl Fibonacci mnoho obchodńıch cest do Orientu a v té
době se seznámil s orientálńımi znalostmi o matematiky. Použil algebraické
metody zaznamenané v knihách Al Chvárizmı́ho, aby dosáhl úspěch̊u jako
obchodńık, protože si uvědomil nesmı́rnou praktickou výhodu indických č́ıslic
oproti ř́ımským č́ıslićım, která se v té době ještě stále použ́ıvaly v západńı
a středńı Evropě. Jeho vysoce vlivná kniha

”
Liber Abaci“, poprvé vydaná

v roce 1202, začala představeńım deseti
”
indických č́ıslic“ (0, 1, 2, ..., 9), jak

je nazýval. Toto datum bylo obzvláště d̊uležité, protože přineslo do Evropy
č́ıslo nula, abstraktńı model pro prosté nic. Samotná kniha byla napsána jako
algebraický manuál pro komerčńı použit́ı a podrobně vysvětlovala aritmetická
pravidla pomoćı početńıch př́ıklad̊u, které byly odvozeny např. z měřeńı a
přepočtu měn.

V pozděǰśıch stolet́ıch bylo objeveno stále v́ıce matematických princip̊u a
složitost model̊u rostla. Je d̊uležité si uvědomit, že navzdory úspěch̊um Dio-
phanta a Al Chvárizmı́ho bylo systematické použ́ıváńı proměnných skutečně
zavedeno až Vitou (1540 – 1603). Přesto trvalo daľśıch 300 let, než byla plně
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Cantorem a Russellem pochopena skutečná role proměnných ve formulaci
matematické teorie. Fyzika a popis př́ırodńıch princip̊u se staly hlavńı hnaćı
silou v modelováńı a ve vývoji matematické teorie. Později se připojila eko-
nomie a nyńı vyžaduje modely a jejich analýzu stále větš́ı počet aplikaćı.

Prvńı nástup teorie modelováńı v současném slova smyslu se datuje od
16. stol. a úzce souviśı s rozvojem matematiky a mechaniky. V té době byly
formulovány také základńı principy teorie podobnosti (podobnostńı přǐrazeńı
dvou r̊uzných dynamických systémů).

Daľśı etapou vývoje bylo formulováńı abstraktńıch model̊u ve fyzice v 19.
stol. Předevš́ım druhá polovina 19. stol. se vyznačuje širokým uplatněńım fy-
zikálńıch model̊u. Jedná se o rozvoj fyzikálńı podobnosti a modelováńı na poli
techniky. Postupem času vědci zjistili, že na některé procesy je obt́ıžné apliko-
vat př́ımé fyzikálńı modelováńı, a proto začali využ́ıvat analogii, založenou na
matematické podobnosti r̊uzných fyzikálńıch proces̊u. Největš́ı oblibu dosáhl
tento zp̊usob modelováńı v 50. a 60. letech 20. stolet́ı.

V počátćıch svého vývoje se modelováńı orientovalo předevš́ım na tech-
nické problémy. Situace se změnila s nástupem poč́ıtač̊u a rozvojem kyberne-
tiky. S postupným nár̊ustem využ́ıváńı výpočetńı techniky vznikala možnost
využ́ıt ji pro modelováńı a objevuje se pojem poč́ıtačového modelováńı. Mo-
delováńı se může využ́ıvat jak v technických, tak i netechnických oborech.
Současné možnosti již umožňuj́ı modelováńı a simulaci problémů, které se po-
hybuj́ı na hranici mezi jednotlivými obory. S modelováńım se můžeme setkat
v chemii, biologii, lékařstv́ı, lingvistice, ekonomii apod.

4.1.4 Simulace

Obecně platnou definici pojmu simulace, stejně jako pojmu systémy na pod-
poru rozhodováńı v literatuře nenajdeme. Můžeme ř́ıct, že ćılem simulace je
popsat a analyzovat zkoumaný systém, odhadnout jeho budoućı chováńı a
navrhnout strukturu systému.

”
Základńı myšlenka simulace je vlastně prostá: když nejde problém řešit

analyticky, tak napodob́ıme daný systém pomoćı poč́ıtačového modelu a poté
pozorujeme, co se děje.“ (Fiala, 2010).

Winstona a Goldberg ř́ıkaj́ı, že simulaci můžeme definovat jako techniku,
která napodobuje činnost systému reálného světa a jeho vývoj v čase pomoćı
tvorby simulačńıho modelu. Ten má obvykle podobu souboru předpoklad̊u
o fungováńı systému, vyjádřeného matematickými nebo logickými vztahy
mezi objekty zájmu v systému (Winston & Goldberg, 2004).

V (Chobot & Turnovcová, 1980) můžeme naj́ıt přehled př́ıpad̊u, kdy se
definićı simulace zabývaj́ı daľśı autoři:
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• Podle Shannona je simulace proces tvorby modelu reálného systému a
prováděńı experiment̊u s t́ımto modelem za účelem dosažeńı lepš́ıho po-
chopeńı chováńı studovaného systému či za účelem posouzeńı r̊uzných
variant činnosti systému.

• Taylor definuje simulaci jako numerickou metodu, která spoč́ıvá v expe-
rimentováńı s dynamickými matematickými modely reálných systémů
na č́ıslicových poč́ıtač́ıch.

• Dahl považuje simulaci za techniku, která nahrazuje dynamický systém
modelem s ćılem źıskat informace o systému pomoćı experiment̊u s mo-
delem.

• Zeigler charakterizuje problematiku simulace pomoćı tř́ı element̊u (reál-
ný systém, model, poč́ıtač) a dvou vztah̊u (modelového a simulačńıho).

Využ́ıváńı simulačńıch metod v r̊uzných oblastech má souvislost se za-
váděńım výpočetńı techniky a využ́ıváńım poč́ıtač̊u. Mezi software, který je
využ́ıván pro simulaci lze zařadit např. MATLAB, Maple, MapleSim, Power-
sim apod.

4.1.5 Obecný postup při tvorbě modelu

Proces tvorby modelu můžeme rozdělit na několik fáźı:

Identifikace systému - urč́ıme prvky systému, které jsou pro nás pod-
statné. Dále muśıme popsat jejich vzájemné vztahy, určit rozměr úlohy, jej́ı
parametry apod.

Sestaveńı modelu – po sestaveńı mentálńıho modelu vybereme prostředky
vhodné pro popis prvk̊u vybraného systému a vztah̊u mezi nimi a následně
provedeme transkripci závislost́ı do zvoleného prostřed́ı modelu a model for-
malizujeme.

Zkoumáńı chováńı modelu z hlediska možných změn parametr̊u
- jedná se o fázi laděńı modelu. Testujeme, zda jsou dostatečně zachyceny
sledované vztahy. Pozorujeme vliv malých změn na chováńı řešeńı modelu.
Pokud i malé změny parametr̊u vyvolaj́ı silnou odezvu a neadekvátńı změny
řešeńı, může být model nestabilńı, a proto pro daľśı použit́ı nemuśı být
vhodný.

Srovnáńı řešeńı se skutečnost́ı - v této fázi testujeme model za použit́ı
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reálných dat. V př́ıpadě, že výsledky neodpov́ıdaj́ı praxi, je model ve stávaj́ıćı
podobě nepoužitelný. Pak je nutné se vrátit k fázi 2 nebo dokonce k fázi 1
modelováńı a celý postup opakovat.

Interpretace źıskaných výsledk̊u - tato fáze by měla obsahovat správný
výklad výsledk̊u, vypracováńı doporučeńı a samotné uvedeńı výsledk̊u do
praxe.

4.1.6 Různé typy model̊u

Model̊u existuje mnoho typ̊u a jsou klasifikovány podle r̊uzných kritéríı.
Mohou být statické, nebo dynamické, matematické, nebo fyzikálńı, stochas-
tické, nebo deterministické. Jednou z velmi užitečněǰśıch klasifikaćı je i ta,
rozděluj́ıćı je na simulačńı a optimalizačńı. Právě rozd́ıl mezi optimalizačńımi
a simulačńımi modely je velmi zřetelný, protože jsou konstruovány k úplně
jiným účel̊um.

Při tř́ıděńı model̊u do skupin může být východiskem modelovaná sku-
tečnost a prostředky modelováńı, jakož i charakter ćıl̊u, kterým konstrukce
modelu slouž́ı. Velmi jednoduché je rozlǐseńı materiálńıch model̊u od myšlen-
kových (mentálńıch) model̊u.

Zat́ımco materiálńı modely zobrazuj́ı reálně existuj́ıćı objekty, modely
druhé skupiny maj́ı charakter sṕı̌se teoretický a existuj́ı jen v našem vědomı́.

Myšlenkové modely je možné dále tř́ıdit na představové modely, vytváře-
né hypotetickou konstrukćı nebo idealizaćı skutečnosti podle představ, a na
symbolické modely, jejichž prvky jsou vytvářené symboly nebo znaky. Mo-
dely patř́ıćı do skupiny symbolických model̊u maj́ı velmi bĺızko k model̊um,
u kterých maj́ı rozhoduj́ıćı význam logické a matematické vlastnosti. Takové
modely se nazývaj́ı modely logické či formálńı nebo také matematické.

V následuj́ıćıch odstavćıch se budeme věnovat vybraným model̊um myš-
lenkovým a budeme se soustředit modely matematické a modely založené na
principu umělé inteligence.

Matematické a matematicko-statistické modely

Nejrozš́ı̌reněǰśı skupinou tradičńıch model̊u jsou matematické a matema-
ticko-statistické modely, které bývaj́ı často označovány jako modely kon-
venčńı a jsou postaveny na hlubokých (kvantitativńıch) znalostech.

Matematické modelováńı má celou řadu výhod, jako je obecnost, struč-
nost, přesnost a poměrně snadná ověřitelnost přijatých hypotéz. Nevýhodou
je, že však nejsou zcela a vždy adekvátńı realitě světa, která je sṕı̌se nepřesná
a neurčitá.
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Matematické modelováńı v jakémkoliv oboru může být velmi silný nástroj,
který poskytuje široký matematický aparát pro řešeńı složitých fyzikálńıch,
ekonomických, biologických problémů apod. Je třeba si ovšem dát pozor na
samotnou podstatu problému. Odborńık muśı vytvořit model dostatečně od-
pov́ıdaj́ıćı realitě, ale zase ne př́ılǐs složitý. Matematický model muśı (stejně
jako každý jiný model) objektivńım zp̊usobem znázorňovat jevy a procesy
reálného světa. Matematický model vyjadřuje zákonitosti jev̊u a proces̊u, a
to jak v oblasti vědeckého poznáváńı, tak v oblasti praktické lidské činnosti.
Je zaj́ımavé, že i když matematické modely neobsahuj́ı žádné vztahy, které do
nich nebyly vloženy, přesto poskytuj́ı poznáńı, které do nich nebylo vědomě
dáno. Matematické modely mohou přispět k poznáńı t́ım, že naznač́ı nebo
dokonce umožńı dokázat obecné výsledky, které byly obsaženy v souborech
pozorováńı, ale nebyly z těchto soubor̊u zřejmé. Mohou poskytovat podnět a
inspiraci k budoućımu bádáńı.

Matematický model můžeme zjednodušeně definovat jako určitou formu
zobrazeńı některých aspekt̊u jev̊u a proces̊u reálného světa matematickými
prostředky. Takovým prostředkem může být třeba soustava rovnic obsahuj́ıćı
proměnné (veličiny) a konstanty (parametry).

V 19. stol. se začalo v teoretické matematice už́ıvat významu slova model
ve smyslu přehledného znázorněńı objekt̊u abstraktńı teorie (např. modely
neeukleidovských geometríı, v́ıcerozměrných geometríı, konečných grup). Ve
20. stolet́ı byl pomoćı matematické logiky zformován pojem

”
matematický

model situace“. Na rozd́ıl od převážně geometrických model̊u předcházej́ıćıho
obdob́ı jde o modely v algebře a jiných odvětv́ıch, které maj́ı vypracovaný
kalkul, tj. poč́ıtáńı se symboly.

Matematické modelováńı se zabývá tvorbou matematických model̊u. Jde
o překlad problémů (úloh) z aplikačńı oblasti matematiky (tj. např. z fy-
ziky, biologie, chemie, ekonomie, atd.) do matematicky zpracovatelné formu-
lace. Tato formulace umožňuje numerickou analýzu problému, jej́ımž ćılem
je proniknout do podstaty problému, klást otázky, hledat odpovědi a źıskat
užitečné a potřebné informace o zkoumaném objektu.

Termı́nem matematické modelováńı se také označuje vytvářeńı a analýza
postup̊u, které využ́ıvaj́ı matematické prostředky pro hlubš́ı pochopeńı reál-
ných proces̊u, jev̊u, stav̊u a princip̊u.

Matematické modelováńı je nepostradatelné v mnoha oblastech. Udává
směr pro analýzu problému a objasňuje, co rozumı́me řešeńım problému. Dále
umožňuje d̊ukladné pochopeńı modelovaného systému a umožňuje účinné
využit́ı nových informačńıch technologíı. Po dlouhou dobu svého vývoje bylo
modelováńı zaměřeno předevš́ım na oblast techniky. Avšak nástup poč́ıtač̊u
a vznik kybernetiky výrazně ovlivnily skoro všechny významné obory lidské
činnosti. V současné době existuje velké množstv́ı obor̊u, ve kterých je ma-
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tematické modelováńı př́ımou součást́ı vědńıch a technických oblast́ı. Jsou
to např́ıklad fyzika (fyzikálńı technologie), chemie (chemické technologie),
biologie, ekologie, elektrotechnika, stroj́ırenstv́ı atd. Dı́ky metodám matema-
tického modelováńı se v současné době intenzivně rozv́ıj́ı řada obor̊u. Jsou
to např́ıklad antropologie (klasifikace a rekonstrukce lebek), architektura
(virtuálńı prostřed́ı, technické parametry architektonických návrh̊u), biologie
(proteinová teorie, populačńı dynamika, š́ı̌reńı infekčńıch nemoćı), ekonomie
(analýza trhu a marketing, teorie efektivnosti), farmakologie (dávkováńı lék̊u,
analýza účinnosti nových lék̊u), fyziologie a medićına (biochemické reakce, ki-
netika enzymů, činnost srdce, poč́ıtačová tomografie, magnetická rezonance),
geovědy (predikce zásob ropy a rudy, tvorba map, GPS), chemie (chemická
rovnováha, chemické reakce), hudba (analýza a syntéza zvuku, hudebńı akus-
tika), kriminalistika (identifikace, vyšetřovaćı metody), lingvistika (automa-
tický překlád), meteorologie (předpověd’ počaśı, globálńı oteplováńı), neu-
rovědy (neuronové śıtě, š́ı̌reńı neuronových signál̊u) atd.

U složitých model̊u se obecně přij́ımá potřeba poč́ıtač̊u v procesu výpočtu
řešeńı. U rozsáhlých datových soubor̊u nebo dat, která muśı být źıskána
z r̊uzných zdroj̊u, je akceptována rovněž poč́ıtačová podpora v kroku sběru
dat.

Až do prvńı třetiny 20. stol. se většina matematických model̊u použ́ıvala
k popisu jev̊u a k formulaci kvalitativńıch výrok̊u o popisovaných problémech
reálného světa. Od té doby se situace dramaticky změnila. Obrovský nár̊ust
výpočetńıho výkonu posunoval zájem o matematické modely stále v́ıce od
popisu problému k řešeńı problémů.

Z toho plyne d̊uležitý d̊usledek pro samotné matematické modelováńı a
pro strukturu model̊u: jsou-li nejd̊uležitěǰśı závěry, které lze z modelu vy-
vodit, a kvalitativńı výroky, které jsou odvozeny analytickými prostředky
pomoćı mnoha matematických teoríı, je d̊uležité formulovat model velmi
stručně, zejména přizp̊usobený na mı́ru dostupným analytickým metodám.
Potřeba numerických řešeńı v posledńıch desetilet́ıch však vyvolala nutnost
změnit strukturu modelu a přizp̊usobit ji dostupným algoritmům řešeńı.

Klasifikace matematických model̊u Matematické modely můžeme kla-
sifikovat podle r̊uzných hledisek. Některé z nich si nyńı přibĺıž́ıme.

Klasifikaćı podle charakteru veličin a proměnných v něm vystu-
puj́ıćıch. Rozlǐsujeme je podle jednoznačnosti transformace vstupńıch pro-
měnných na modely deterministické a stochastické.
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Deterministické modely jsou již svoj́ı podstatou velice precizńı. Maj́ı
povahu zákonitost́ı, jež při dodržeńı určitých předpoklad̊u a podmı́nek plat́ı
vždy, neboli vyhovuj́ı každé empirické situaci. Matematický model je vyjád-
řeńım problému pomoćı fyzikálńıho a matematického formálńıho aparátu.
Jedná se o matematický nebo fyzikálńı popis reálné situace na základě stav̊u,
tok̊u (finančńı, materiálové, nehmotné,. . . ) a vazeb mezi jednotlivými složka-
mi. Dı́ky těmto model̊um je možné pro řešeńı problémů využ́ıvat i výpočetńı
techniku.

Klasickou formou reprezentace neurčitosti, která je bližš́ı reálnému svě-
tu, je aparát matematické statistiky. Je pro něj charakteristická nejis-
tota, kterou pocit’ujeme i kolem samotné matematické formy modelu. Zjed-
nodušeně lze přijmout definici stochastického modelu jako rovnice nebo sou-
stavy rovnic obsahuj́ıćı náhodné veličiny, nenáhodné veličiny (fixńı, pevné) a
parametry (konstanty).

Nejjednodušš́ı stochastické modely jsou lineárńı. Pro reálné složitěǰśı ne-
lineárńı modely se použ́ıvá linearizuj́ıćı zjednodušeńı. Stochastické modely
bývaj́ı též označovány jako pravděpodobnostńı. Dovoluj́ı dostatečně přesnou
matematickou manipulaci se vztahy mezi veličinami, i když ve skutečnosti
plat́ı tyto vztahy pouze přibližně. Statistické př́ıstupy, postavené na př́ıstu-
pech empirické pravděpodobnosti, však - přes svoji popularitu – trṕı řadou
omezeńı. Je to předevš́ım schopnost reflektovat pouze neurčitost typu sto-
chastičnost. Daľśı problém je v nedostupnosti dostatečného počtu pozorováńı.
Časté jsou také problémy spojené s platnost́ı řady apriorńıch předpoklad̊u,
nezbytných pro korektnost statistických metod (Pokorný, 1996). V oblasti
modelováńı a simulace se vedle testováńı statistických hypotéz nejčastěji
uplatňuj́ı metody regresńı a korelačńı analýzy, analýza časových řad a me-
tody v́ıcerozměrné statistické analýzy.

Úkolem regresńı analýzy je nalezeńı teoretické regresńı funkce, vhodné
k vystižeńı sledované závislosti, určeńı bodových, popř́ıpadě intervalových,
odhadu regresńıch koeficientu, určeńı odhadu hodnot regresńı funkce pro
účely prognostické a ověřeńı souladu mezi navrženou regresńı funkćı a expe-
rimentálńımi daty. Základńım ćılem korelačńı analýzy je měřit śılu (inten-
zitu, těsnost) korelačńı závislosti mezi sledovanými veličinami. V aplikaćıch
jde většinou o v́ıcenásobnou regresi a korelaci, protože se sleduje závislost
vybrané náhodné veličiny na skupině dvou a v́ıce jiných veličin.

Ekonometrickým modelem potom rozumı́me matematický model, kte-
rý je matematicko-statistickou formulaćı ekonomické hypotézy. Vyjadřuje
závislost ekonomických veličin na veličinách, které je podle hypotézy vy-
světluj́ı. Tyto závislosti mohou být popsány jednou či v́ıce rovnicemi bud’
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vzájemně nezávislými nebo propojenými vzájemnými zpětnými vazbami. Zp̊u-
sob̊u využit́ı odhadnutého ekonometrického modelu je mnoho a to jak na
makroúrovni při kvantifikaci a testováńı ekonomických hypotéz vycházej́ıćıch
z ekonomické teorie, tak na mikroúrovni při zkoumáńı vztah̊u mezi ekono-
mickými proměnnými, jako jsou poptávka, spotřeba, ceny nebo d̊uchody.
Významnou roli z hlediska teorie rozdělováńı a teorie r̊ustu hraj́ı makroeko-
nomické produkčńı funkce.

V některé literatuře se můžeme setkat s děleńım podle stupně popi-
suj́ıćıch rovnic na modely lineárńı a nelineárńı. Lineárńı model je ten,
v němž lze uplatnit princip superpozice. Obecně plat́ı, že je-li model lineárńı
a lze využ́ıt superpozice, je jeho řešeńı často velmi jednoduché a jednoznačné.
Chováńı takových modelovaných systémů pak lze předpovědět i do budouc-
nosti. Je-li model nelineárńı a nelze tedy využ́ıt principu superpozice, je nutné
pro řešeńı využ́ıt diferenciálńı rovnice, což je mnohdy velmi složité. Neńı také
zaručeno, že se nám podař́ı předpovědět stav modelovaného systému i do bu-
doucnosti. V praxi se často využ́ıvá možnosti zjednodušit nelineárńı modely
t́ım, že se linearizuj́ı. Nicméně toto zjednodušeńı je nutné vždy zvážit, vzhle-
dem k tomu, že linearizované modely ne vždy poskytuj́ı uspokojivé výsledky.

Daľśım možným kritériem je časové hledisko. Podle závislosti operátoru
transformace vstupńıch a výstupńıch veličin v čase můžeme modely rozdělit
na dynamické a statické. Pokud se zkoumaná veličina v čase neměńı, pak
čas v modelu v̊ubec neuvažujeme. Takové modely označujeme jako modely
statické. Statický model bývá převážně zapsán nějakým systémem rovnost́ı,
které vyjadřuj́ı strukturu (v širokém smyslu tohoto slova) modelovaného jevu.
V př́ıpadě, že se zkoumaná veličina může v čase měnit (častěǰśı př́ıpad),
pak časové hledisko do modelu zařad́ıme a hovoř́ıme o dynamických mode-
lech. Pro dynamický model je typické, že je tvořen systémem diferenciálńıch,
nebo parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Jejich řešeńı popisuje chováńı mode-
lovaného procesu v čase. Těmito modely se budeme zabývat podrobněji.

Pokročilé metody - umělá inteligence

Velice často jsou v praxi využ́ıvány závěry, které jsou výsledkem rozhodo-
vaćıch proces̊u v mozku experta. Kvalita jeho závěr̊u je závislá na schop-
nosti efektivńıho zpracováńı dostupných informaćı, přičemž jejich neurčitost
- vágnost - má zcela jiný charakter než neurčitost stochastická. Jde o efektivńı
využ́ıváńı pojmové, slovńı neurčitosti, jež je u lid́ı vysoce vyvinuto. Účinné
je i použit́ı nenumerických algoritmů, které umožňuj́ı expertovi začlenit hlu-
boké znalosti společně se znalostmi mělkými s efektem dosažeńı vyšš́ı kvality
závěr̊u při řešeńı problémů, rozhodováńı a ř́ızeńı (Pokorný, 1996).
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Vycháźı-li matematická statistika ze zákon̊u empirické pravděpodobnosti
s využit́ım znalost́ı o rozložeńı hustoty pravděpodobnosti náhodných jev̊u,
vycháźı metody pro práci s vágnost́ı ze zákon̊u tzv. distribuce možnosti. Je
zaj́ımavé, že většina těchto technologíı má sv̊uj p̊uvod v biologických úkazech
nebo v chováńı lid́ı či zv́ı̌rat a mnoho těchto technologíı je analogických se
systémy, které lze naj́ıt v lidském nebo zv́ı̌rećım prostřed́ı (Tsoukalas, 1997).

Umělá inteligence je pojem, který zat́ım neńı jednotně definován, např́ı-
klad M.Minsky (Minsky, 1996) definuje umělou inteligenci takto:

”
. . . umělá

inteligence je věda o vytvářeńı stroj̊u nebo systémů, které budou při řešeńı
určitého úkolu už́ıvat takového postupu, který – kdyby ho dělal člověk –
bychom považovali za projev jeho inteligence“. Jińı autoři (Rich & Knight,
1991) se domńıvaj́ı, že

”
. . . umělá inteligence se zabývá t́ım, jak poč́ıtačově

řešit úlohy, které dnes zat́ım zvládaj́ı lidé lépe.“
Oblast umělé inteligence je velice rozsáhlá a možnosti využit́ı rychle ros-

tou. Použit́ı těchto metod neńı vhodné v př́ıpadech, kdy je potřeba stopro-
centńı spolehlivost nebo pokud je k dispozici deterministická metoda pro
řešeńı úlohy. Naopak velkou výhodou těchto metod je, že výsledek nezáviśı
na počátečńıch podmı́nkách. Možnosti uplatněńı a podmı́nky použit́ı se lǐśı
podle použitého prostředku, procesu, složitosti řešeného systému a defino-
vaného problému. Výsledky pokročilých metod vedou ke kvalitněǰśımu rozho-
dovaćımu procesu, zejména u multikriteriálńıch a obt́ıžně algoritmizovaných
úloh.

Kvalitativńı modelováńı je výsledkem snahy zformulovat pravidla a
odvozovaćı mechanismus pro takovéto každodenńı uvažováńı (Dohnal, 1997).
Kvalitativńı uvažováńı lze použ́ıt v situaćıch, kdy přesné údaje a vztahy
nejsou dostupné nebo použitelné, protože pracuje s obecnými údaji, které
kvalitativně charakterizuj́ı jistý jev. Výsledkem kvalitativńıho uvažováńı je
několik možných scénář̊u daľśıho vývoje systému, ze kterých lze za pomoci
kvalitativńı hodnoty některé vyloučit jako tzv. nekonzistentńı chováńı.

Postupně vzniklo několik r̊uzných zp̊usob̊u tvorby kvalitativńıch model̊u
podle toho, jaký byl zvolen k dané problematice př́ıstup. Kvantitativńı mo-
dely nám poskytuj́ı prostředek k odvozeńı několika základńıch poznatk̊u
o systému, stanoveńı výsledku p̊usobeńı v́ıce proces̊u současně a predikci
začátku a konce proces̊u. Kvalitativńı simulace podle (Kuipers, 1989) vycháźı
ze znalosti struktury systému a počátečńıho stavu. Jej́ım výsledkem je orien-
tovaný graf reprezentuj́ıćı možné budoućı stavy systému. Strukturu systému
můžeme charakterizovat fyzikálńımi parametry systému a omezuj́ıćımi rovni-
cemi, které popisuj́ı vztahy mezi těmito parametry. Tyto vztahy mohou být
např́ıklad jednoduché matematické vztahy jako součet, součin nebo derivace.
Vyjadřuj́ı kvalitativně funkcionálńı závislost dvou parametr̊u.
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Teorie fuzzy množin nám umožňuje popisovat reálné jevy přesněji,
než nám dovolovala klasická matematika a logika. Nevýhodou klasických
př́ıstup̊u je jejich obt́ıžná aplikovatelnost v situaćıch, které jsou popsány
pouze slovńımi proměnnými. Tyto slovńı proměnné vyjadřuj́ı kvalitativńı
hodnoceńı dané situace. Právě takový slovńı popis bývá jedinou dostupnou
a validńı informaćı o popisovaném jevu či situaci.

Fuzzy lineárńı programováńı je jednou z možnost́ı, jak kvalitativńı pro-
měnné korektně uplatnit v modelech. Fuzzy lineárńı programováńı dává
možnost vnést do klasických úloh lineárńıho programováńı prvky, které jsou
klasickými zp̊usoby obt́ıžně popsatelné, nebo které maj́ı při výpočtu pomoćı
klasického LP prázdnou množinu řešeńı. Pro formalizaci pojmové neurčitosti
a jej́ı zpracováńı se v nich využ́ıvá princip̊u fuzzy množinové matematiky a
v́ıcehodnotové jazykové (fuzzy) logiky, popsané v (Zadeh, 1965) a (Dubois &
Prade, 1980). Fuzzy logika nám dává jazyk s vlastńı syntax́ı a sémantikou,
který nám umožňuje slovně popsat kvalitativńı znalosti o řešeném problému.
Fuzzy logiku lze použ́ıt i u netechnických aplikaćı, jak ukazuje př́ıklad apli-
kace pro obchodováńı na burze. Lze jej také s úspěchem využ́ıt v lékařských
diagnostických systémech nebo při analýze rukopisu. Systém fuzzy logiky
lze vlastně použ́ıt téměř v jakémkoli systému, který má vstupy a výstupy.
Systémy fuzzy logiky se dobře hod́ı pro nelineárńı systémy a systémy s v́ıce
vstupy a výstupy. Mohou pracovat s jakýmkoli přiměřeným počtem vstup̊u
a výstup̊u. Fuzzy logika se rovněž osvědčuje v př́ıpadech, kdy systém nelze
snadno modelovat tradičńımi prostředky. Nejrozš́ı̌reněǰśı využit́ı fuzzy mo-
delu jsou expertńı systémy (DSS - Systémy na podporu rozhodováńı), které
jsou sestaveny na základě mělkých znalost́ı poskytnutých experty dané ob-
lasti (Dostál, 2017).

Genetické algoritmy jsou nekonvenčńı vyhledávaćı nebo optimalizačńı
algoritmy, které byly inspirovány ději pozorovanými v procesu evoluce v př́ı-
rodě. Jinými slovy, algoritmus pracuje s jistými jedinci (populaćı jedinc̊u),
jejichž vlastnosti jsou reprezentovány v určité struktuře, která je připodob-
něńım chromozómu tohoto organismu. Ćılem algoritmu je přitom vytvářet
v populaci jedinc̊u stále silněǰśı jedince vyhodnocováńım jeho

”
kvality“, která

muśı být vyjádřitelná funkćı, obvykle nazývanou účelová funkce (fitness fun-
ction) (Goldberg, 1986). Tato vlastnost předurčuje algoritmus k použit́ı na
řešeńı optimalizačńıch problémů, tedy problémů, kdy hledáme nejlepš́ı z mož-
ných řešeńı daného problému.

Většina evolučńıch algoritmů využ́ıvaných pro optimalizaci je inspirována
Darwinovskou evolućı, jež je založena na předpokladu, že biologická evoluce
je výsledkem přirozeného výběru. Tento princip se realizuje pomoćı ohodno-
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covaćı (též účelové nebo fitness) funkce. Můžeme se s ńı setkat např́ıklad v ge-
netických algoritmech v (Mař́ık a kol., 2001; Vondrák, 2009) nebo v př́ıpadě
systémů založených na evolučńım programováńı (Kvasnička, 2000).

Výhodou algoritmu je, že při řešeńı problému pracuje pouze s řetězci
jedniček a nul a kvalitou řetězc̊u. O kvalitě se přitom dov́ıdá při dekódováńı
funkce. Snahou algoritmu je źıskávat co nejlepš́ı řetězce. V algoritmu se
využ́ıvaj́ı pouze tři operátory – reprodukce, kř́ıžeńı a mutace. Při reprodukci
se do nové generace koṕıruj́ı řetězce ze staré generace, kř́ıžeńı spoč́ıvá ve
výměně informaćı mezi řetězci a mutace zp̊usob́ı náhodné změny v řetězci.

Genetické algoritmy nalezly uplatněńı v řadě oblast́ı: numerická opti-
malizace a rozvrhováńı, strojové učeńı, tvorba model̊u (ekonomických, po-
pulačńıch, sociálńıch), apod. Z hlediska dobýváńı znalost́ı z databáźı je zaj́ı-
mavé využit́ı genetických algoritmů př́ımo pro učeńı se koncept̊um nebo
použit́ı genetických algoritmů pro optimalizaci neuronových śıt́ı. Genetické
algoritmy mohou být využity např́ıklad k optimalizaci při alokaci aktiv nebo
k vyhodnocováńı výstup̊u z neuronových śıt́ı (Mař́ık, a kol., 2001).

Umělá neuronová śıt’ je výpočetńı struktura inspirovaná pozorováńım
proces̊u v neuronových śıt́ıch známých ze živé př́ırody. Podstatou je pojet́ı
umělého neuronu, který má napodobit činnost neuronu v lidském mozku.
Umělé neuronové śıtě bývaj́ı vybráno pro modelováńı chováńı složitých sou-
stav d́ıky jejich schopnosti učeńı se.

Základńım schématem je śıt’ složená z primárńıch jednotek – neuron̊u.
Samotné neurony si lze zjednodušeně představit jako

”
černou skř́ıňku“, která

sečte všechny vstupy ohodnocené vahami a takto źıskanou hodnotu použije
jako argument přenosové funkce. Funkčńı hodnota vystupuj́ıćı z neuronu pak
vstupuje do daľśı, vyšš́ı vrstvy nebo vystupuje ven ze śıtě. Neuronové śıtě
mohou mı́t jednu, dvě nebo v́ıce vrstev.

Umělé neuronové śıtě tedy mohou v reálném životě široké uplatněńı,
např́ıklad v modelováńı a ř́ızeńı nelineárńıch proces̊u anebo v predikci časo-
vých řad a v př́ıpadném daľśım rozhodováńı. V praxi se s nimi můžeme setkat
v souvislosti s prognózami daľśıho vývoje v meteorologii, ekonomii, dopravě,
energetice, chemii a také v lékařstv́ı.

Vývoj postupně směřuje ke kombinováńı jednotlivých technologíı za ú-
čelem źıskáńı optimálńıch př́ıstup̊u pro r̊uzné typy datových soubor̊u. Již
dnes se můžeme v literatuře setkat s pojmem hybridńı systém ve smyslu
kombinováńı r̊uzných algoritmů - hybridńı algoritmy (Řezanková, 2001).

Neuronové śıtě našly své uplatněńı v mnoha aplikaćıch teorie fuzzy mno-
žin. Také genetické algoritmy se použ́ıvaj́ı k řešeńı r̊uzných optimalizačńıch
problémů spojených s fuzzy systémy. Genetický algoritmus může generovat
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topologii neuronové śıtě a následně prob́ıhá proces učeńı. V článku (Arminger
a kol., 1997) je na př́ıkladu sledováńı pot́ıž́ı při spláceńı úvěru použita kom-
binace logistické diskriminačńı analýzy, klasifikačńıho stromu a neuronové
śıtě.

4.1.7 Matematické modelováńı v ekonomii

Na rozd́ıl od vědńıch oblast́ı, kde lze experimentovat v kontrolovaném pros-
třed́ı, je ř́ızený experiment v ekonomii velmi obt́ıžně realizovatelný. Jádrem
ekonomické teorie je proto modelováńı, které mimo jiné umožňuje produkovat
r̊uzné scénáře, zhodnotit vliv politiky a posoudit dopady určitých krok̊u na
reálnou společnost.

Matematické modelováńı v ekonomii je obor na rozhrańı matematiky
a ekonomie. Převedeme-li ekonomický problém, který se zdá být obt́ıžně
řešitelný, či dokonce neřešitelný, do

”
matematické řeči“, často zjist́ıme, že

takto popsaný problém již tak obt́ıžně řešitelný být nemuśı. Zjednodušeným
problémem matematickým se tak pokouš́ıme vyřešit složitý problém ekono-
mický. V každé oblasti ekonomie, kde využ́ıváme matematiku, potřebujeme
ekonomickou veličinu a jej́ı chováńı matematicky popsat. Poté s ńı můžeme
pracovat a zkoumat ji využ́ıvaj́ıce širokého matematického aparátu. Jeden
matematický postup dokážeme t́ımto zp̊usobem aplikovat na mnoho ekono-
mických problémů a oblast́ı zájmu.

Matematika se při vedeńı hospodářstv́ı v určité podobě využ́ıvala již
v dávné historii. Dokladem toho je např́ıklad Rhind-Ahmes̊uv papyrus ze
17. stol. př. n. l., který má tvar pásku širokého 33 cm a dlouhého v́ıce než
5 m. Tento papyrus obsahuje hospodářské úlohy, které lze s jistou toleranćı
považovat za matematickou aplikaci v ekonomii.

S matematickým modelováńım, tak jak ho chápeme dnes, se můžeme se-
tkat již v klasických d́ılech z oblasti politické ekonomie, např. v d́ıle

”
Political

arithmetics“ od anglického filosofa W. Pettyho (1623 – 1687).
Nejčastěji však bývá za prvńı vyjádřeńı ekonomického děje pomoćı mo-

delu považována nejslavněǰśı práce F. Quesnayho (1694 - 1774), tzv.
”
eko-

nomická tabulka“, publikovaná v roce 1758 (opakované vydáńı (Quesnay,
1980)). Zabývá se toky mezi zdroji společenského bohatstv́ı ze sféry oběhu
do sféry výroby, která je omezena pouze na výrobu zemědělskou. Jedná se
v podstatě o model prosté reprodukce. Tato tabulka se později stala inspiraćı
pro Leontief̊uv model input-output.

V roce 1805 byla poprvé představena ekonomie jako formálńı studijńı
předmět zvaný

”
historie a politická ekonomie“ a zabývali se j́ı nejčastěji fi-

lozofové, využ́ıvaj́ıćı zejména dedukci a logiku. Např́ıklad A. Smith ve svém
d́ıle použil numerickou analýzu pouze jako prostředek pro kvalitativńı po-
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souzeńı vládńıch politik. Nevyuž́ıvaly se grafy ani rovnice. Stejně tak o něco
dř́ıve J. Locke, filozof 17. stolet́ı, nebo D. Hume využ́ıvali ve své práci čistou
logiku. Kniha J. S. Milla

”
Liberty“ také vysvětluje fungováńı volného trhu

bez použit́ı matematiky.
Souběžně s pokrokem, dosahovaným ve vědě a technice a který je spo-

jován právě s rozvojem matematiky, se rozv́ıj́ı i pokusy o vytvářeńı model̊u
v oblasti ekonomie. Za pr̊ukopńıka ve využ́ıváńı matematiky v ekonomii je
považován předch̊udce Lausannské školy - A. Cournot (1801 - 1877), autor
d́ıla

”
Zkoumáńı matematických principu teorie bohatstv́ı“ (Cournot, 1838).

V tomto d́ıle byla poptávka poprvé zobrazena jako klesaj́ıćı funkce vyjádřuj́ıćı
vztah mezi poptávaným množstv́ım a cenou na trhu, a t́ım Cournot źıskal
možnost vyjádřit mechanismus fungováńı trhu. S jeho jménem je také pevně
svázán model duopolu, který vytvořil.

Společně s využ́ıváńım diferenciálńıho počtu v ekonomii se otevřela mož-
nost hledáńı extrému funkćı (např́ıklad funkce př́ıjmů, náklad̊u, zisku a daľśı).
To souviśı s tzv. marginalistickou revolućı, spojovanou předevš́ım s prvńımi
dvěma představiteli teorie mezńı užitečnosti C. Mengerem v Rakousku a W.
S. Jevonsem v Anglii.

W.S. Jevons ve své práci využ́ıval nejen logiku, ale také matematiku, což
zd̊uvodňoval faktem, že ekonomie pojednává o kvantitách.

C. Menger vycházel z hodnotové teorie a za kĺıčovou považoval subjektivńı
hodnotu. Teorie mezńı užitečnosti je pak vystavěna na teoretickém vysvětleńı
pojmu subjektivńı hodnota.

Švýcarský ekonom L. Walras (1834 – 1910) již použ́ıval matematický
aparát jako ned́ılnou součást svých ekonomických úvah o marginálńı teo-
rii užitku a v teorii ekonomické rovnováhy. Jedná se o originálńı, logicky
vystavěný a předevš́ım univerzálńı model. Řešeńı j́ım definovaného problému
vede k řešeńı soustavy rovnic. Výsledkem je vektor cen, které dané soustavě
rovnic vyhovuj́ı a mohou být prohlášeny za rovnovážné(Walras, 1984).

Již v polovině 19. stolet́ı však francouzský fyzik C. Juglare (1862) (opa-
kované vydáńı (Juglar, 1969)) identifikoval výskyty dynamických proces̊u
v ekonomice a existence hospodářských cykl̊u. Jeho hlavńı myšlenky dále
propracovali van Gelderena (Van Gelderen, 1996) a Kitchina (Kitchin, 1923).

V. Pareto (1848 – 1923), žák L. Walrase, přenesl matematiku do společen-
ských věd a dovedl použ́ıváńı matematiky v ekonomii k dnešńım standard̊um.
V práci

”
Cours d´economie politique“ (1896 - 97) zkoumal zejména princip

dokonalé konkurence (Moore, 2016). Své znalosti matematiky aplikoval v eko-
nomické analýze a rozpracoval systém všeobecné rovnováhy. Jeho daľśı d́ıla
obsahovala zákon o distribuci d̊uchod̊u v tržńı společnosti, d́ıky kterému se
Pareto stal světově proslulým ekonomem.
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Zcela novým zp̊usobem přistupoval k tzv. křivkám indiference, které znala
už anglosaská škola, ale Pareto jim dal zcela nový kĺıčový význam.

Na práci Walrase navázal J. von Neumann (1903 - 1957) t́ım, že uvažoval
obměněnou dynamickou variantu Walrasova modelu.

Nositel Nobelovy ceny Jan Tinbergen se ve 30. letech minulého stolet́ı
zaměřil na výzkum hospodářských cykl̊u, kde se pokusil popsat dynamický
vývoj celkové nosnosti lod́ı v čase. Právě tento model je jedńım z prvńıch
př́ıklad̊u, kde byla v ekonomii využita diferenciálńı rovnice se zpožděńım
(Tinbergen, 1931); (Tinbergen, 1959).

Daľśı významnou publikaćı byla
”
Structure of the American Economy,

1919 - 1929“, kterou sepsal W. Leontief (1906 - 1999) v roce 1941 a která
dala základ budoućım analýzám výrobńıch

”
input-output“ tabulek.

Ekonomické dynamice se plně věnoval také J. Schumpeter (1912) (viz.
opakované vydáńı (Schumpeter, 1987)), jehož zaj́ımala hlavně ekonomická
analýza dynamiky, která spojuje ekonomii, historii a sociologii. Předchoźı
výzkum otevřel cestu novému směru v oblasti ekonomické dynamiky, kterou
se dále zabývali např́ıklad J. van Duijn (Duijn, 1983), S. Kuznets (Kuznets,
1940), J. Mensh (Mensch, 1975) nebo A. Klainkneht (Kleinknecht, 1981).

Jak již bylo uvedeno, jedny z prvńıch dynamických ekonomických model̊u
byly modely zabývaj́ıćı se hospodářským cyklem. Na tyto modely navázal J.
B. Haldane.

J. B. S. Haldane ve svém článku (Haldane, 1934) předpokládá, že nár̊ust
ceny určité komodity bude motivovat výrobce ke zvýšeńı výroby, což povede
k větš́ı ochotě investovat do výrobńıch prostředk̊u. Tyto investice s určitým
zpožděńım zp̊usob́ı r̊ust produkce. Větš́ı a dostupněǰśı množstv́ı výrobk̊u na
trhu bude tlačit cenu dol̊u a ve výsledku bude cena oscilovat kolem rov-
novážné hodnoty.

K významnému propojeńı statistiky a ekonomie došlo ve 40. letech, kdy
v disertačńı práci

”
The Probability Aproach in Econometrics?“ T. Haavelmo

(1911-1999) popsal postupy při odhadováńı parametr̊u ekonomických rovnic
pomoćı statistiky.

Velká hospodářská krize (1929 - 1933) vyvolala potřebu vysvětlit jej́ı př́ı-
činy, což vedlo mimo jiné i k rozvoji makroekonomie. Keynesiánstv́ı a později
neokeynesiánstv́ı napomohlo k formulaci mnoha strukturálńıch makroekono-
mických model̊u, popsaných systémy rovnic. Tyto modely odpov́ıdaly základ-
ńım ekonomickým paradigmat̊um a obsahovaly pravidla chováńı v makroeko-
nomickém kontextu. Využ́ıvaly se zejména pro makroekonomickou predikci
nebo při simulaci možných dopad̊u navrhovaných opatřeńı. Velmi obĺıbené
byly zejména v 50. a 60. letech minulého stolet́ı. Na přelomu 60. a 70. let
pak nastala změna, jejich obliba klesala a naopak začala śılit nespokojenost
s takto pojatými modely.
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A. B. Larson v článku (Larson, 1964) prezentuje teorii cenového cyklu
vepřového masa na základě lineárńı diferenciálńı rovnice s předb́ıhaj́ıćım ar-
gumentem. Inspiroval se problémem rychlých změn poměru ceny vepřového
masa a obiĺı, který nastal v pr̊uběhu druhé světové války. Po skončeńı války
se k problému rychlé změny ceny vrátila řada ekonomů i matematik̊u.

Pr̊ukopnická práce Solowa (1956) představuje z ekonomického hlediska
paradigma schopné popsat dlouhodobé chováńı zemı́ z teoretického i em-
pirického pohledu. Během několika desetilet́ı na práci Solowa (Solow, 1956)
navázali daľśı autoři. Uved’me např́ıklad př́ıspěvek Mankiwa a spol. (Mankiw
a kol., 1992), využ́ıvaj́ıćı fyzický a lidský kapitál (a také následnou empirickou
literaturu, která z něj vzešla) a př́ıspěvek Brocka a Taylora (Brock & Taylor,
2010), dř́ıve označovaný jako model Green Solow, který Solowovo nastaveńı
využ́ıvá ke studiu environmentálńıch otázek.

V článku (Kulikov, 2019) autor prokazuje, že předpoklad časového zpož-
děńı v Solow-Svanově modelu vede ke smysluplné změně v dynamice řešeńı
a umožňuje identifikovat parametry ovlivňuj́ıćı periodické cykly. Z daľśıch
publikaćı, které navazuj́ı na práci Solowa, můžeme zmı́nit publikace (Bambi
a kol., 2012; Benhabib & Rustichini, 1991; Bianca a kol., 2013; Boucekkine
a kol., 1997; Cai, 2012; Dalgaard & Strulik, 2011; Ferrara a kol., 2013; Gori
a kol., 2018; Guerrini, 2013; Guerrini & Sodini, 2014; Kaddar a kol., 2018;
Keller, 2010).

V roce 1976 R.E. Lucas ve své stati
”
Ekonometrické hodnoceńı politiky:

kritika“ (Lucas, 1976) formuloval myšlenku nazývanou v současné době
”
Lu-

casova kritika“. Prezentovaná kritika ekonometrické analýzy modelu v re-
dukované formě byla demonstrována na př́ıkladu spotřebńı funkce odvozené
z hypotézy permanentńıho př́ıjmu, poptávce po investićıch a na Phillipsově
křivce.

M. C. Mackey v článku (Mackey, 1989) uvád́ı podmı́nky pro stabilitu rov-
novážné ceny na základě ekonomických parametr̊u a následky porušeńı této
stability. Ve své práci prezentuje spojitý model cenové fluktuace komodity
založený na diferenciálńı rovnici se zpožděńım. Výsledky M. C. Mackeyho
využ́ıvali mnoźı daľśı matematici, např́ıklad E. Liz a G. Röst (Liz & Röst,
2013).

Oblast ekonomického modelováńı se následně rozpadá na oblast nestruk-
turálńıch model̊u a oblast dále se rozv́ıjej́ıćıch model̊u strukturálńıch. Ne-
strukturálńı modely jsou zaměřeny na analýzu na pozorovaných dat, z nichž

”
odvozuj́ı“ informaci o daľśım vývoji.
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4.2 Dynamické systémy a modely

Slovo dynamický má sv̊uj p̊uvod z řečtiny, kde
”
dynamis“ znamená

”
śıla“.

V dnešńı době chápeme slovo dynamický ve smyslu Newtonova zákona, který
nám ř́ıká, že pokud na těleso p̊usob́ı śıla, pak se těleso pohybuje se zrych-
leńım, které je př́ımo úměrné p̊usob́ıćı śıle a nepř́ımo úměrné hmotnosti tělesa.
Jinými slovy, nenulová výsledná śıla p̊usob́ı nenulové zrychleńı.

Za dynamický systém je považován (viz. např. (Kindler, 1980; Křivý &
Kindler, 2001; Nemyckii, 1962)) systém, jehož stav lze ve kterémkoliv li-
bovolném časovém okamžiku popsat konečnou množinou tzv. stavových pro-
měnných x1(t), x2(t), . . . , xn(t), konstant a rovnic. Stav dynamického systému
v daném časovém okamžiku plně určuje jeho vývoj (tj. určuje hodnoty, které
mohou stavové proměnné nabývat v čase). Pro zkoumáńı chováńı takových
systémů, zejména predikci v r̊uzných podmı́nkách, se efektivně využ́ıvá si-
mulace chováńı dynamických systémů prostřednictv́ım odpov́ıdaj́ıćıch dyna-
mických model̊u. Přirozeně se přitom předpokládá, že vytvořený dynamický
model je realizovatelný a že hodnoty jeho stavových proměnných v čase t mo-
hou být ovlivněny pouze faktory, které p̊usobily před okamžikem t. Čas tedy
vstupuje do dynamického modelu jako vnitřńı proměnná zkoumané závislosti.

Změny hodnot stavových veličin i odpov́ıdaj́ıćı modely můžeme popsat
dvěma základńımi zp̊usoby, př́ıpadně jejich kombinaćı:

• jako diskrétńı modely (změny hodnot X(t) na hodnoty X(t+ ∆t) jsou
náhodné veličiny, jejichž základńı charakteristiky jsou známé),

• jako spojité modely (změny hodnot X(t) na hodnoty X(t + ∆t) jsou
vyjádřeny pomoćı spojité funkce, která je známá),

• jako smı́̌sené modely (část stavových veličin je ovlivňována náhodnými
změnami a část se měńı spojitě).

Podle charakteru uvažovaných vazeb rozlǐsujeme simulace na determinis-
tické a stochastické. Deterministické simulace lze opsat deterministickými
rovnicemi a nerovnostmi, ve stochastických simulaćıch uvažujeme náhodné
veličiny. V simulaci se obvykle uplatńı jen tzv. simulačńı modely, které splňuj́ı
následuj́ıćı požadavky (Kindler, 1980); (Křivý & Kindler 2001):

1. Jejich modeluj́ıćı i modelované systémy jsou dynamické systémy.

2. Existuje zobrazeńı τ existence modelovaného systému do existence mo-
deluj́ıćıho systému; je-li t1 okamžik, v němž existuje modelovaný systém
M1, je mu přǐrazen okamžik τ(t1) = t2, v němž existuje modeluj́ıćı
systém M2, a tak je zobrazeńım τ přǐrazen i stavu S1(t1) = σ1 systému
M1 stav S2(t2) = σ2 systému M2.
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3. Mezi stavy σ1 a σ2 jsou splněny požadavky na vztahy mezi prvky
a jejich atributy, jak jsme je výše popsali pro modely obecně; jako
kdyby každému stavu σ1 modelovaného systému odpov́ıdal stav σ2 mo-
deluj́ıćıho systému tak, že oba stavy jsou ve vztahu statického modelu.

4. Zobrazeńı τ je neklesaj́ıćı; pokud nastane stav s modelovaného systému
před stavem s∗ téhož systému, pak stav, který odpov́ıdá v modeluj́ıćım
systému stavu s, nastane před stavem, který odpov́ıdá stavu s∗. Nebo
mohou oba stavy nastat v modeluj́ıćım systému současně (totiž v př́ı-
padě, že modeluj́ıćı systém neńı

”
tak kvalitńı“, aby dokázal zobra-

zit všechny detaily v modelovaném systému), nikdy však nemůže být
časové pořad́ı stav̊u v modelovaném systému a jim odpov́ıdaj́ıćıch stav̊u
v modeluj́ıćım systému přehozeno.

Požadavek 4 umožňuje tomu, kdo konstruuje modeluj́ıćı systém, aby se při
tom nechal inspirovat vztahy kausality v modelovaném systému. Jestliže
plat́ı, že některé vlastnosti modelovaného systému implikuj́ı, že později na-
stane v tomto systému něco, co ovlivńı jeho stav, lze tuto zákonitost na-
podobit i v modeluj́ıćım systému. Př́ıkladem takovéhoto kauzálńıho vlivu
může být implikace, že pokud je nějaký permanentńı prvek schopen obsloužit
jen jednu transakci a žádaj́ı ho o obsluhu dvě transakce brzy po sobě, pak
druhá z nich muśı čekat ve frontě. Jiným př́ıkladem je to, že když se hodnota
některého aritmetického atributu měńı v čase spojitě a je větš́ı než jisté č́ıslo,
pak bude větš́ı než toto č́ıslo i v jistém následuj́ıćım časovém intervalu.

Dynamický model popisuje chováńı systému ve smyslu, jak se jeden kva-
litativńı stav může změnit v jiný. Výraz

”
dynamický“ se vztahuje k takovým

změnám, které se udávaj́ı v čase a čas je z toho pohledu d̊uležitým fakto-
rem. Stručné shrnuto, dynamickým modelem je každý model, ve kterém jeho
proměnné vystupuj́ı s časovým indexem a ve kterém se ve vztahu vysky-
tuj́ı proměnné současné s minulými. Nejznáměǰśım zástupcem dynamických
model̊u jsou dynamické lineárńı modely.

4.3 Dynamické modely v ekonomice a ř́ızeńı

podniku

Těsně před 1. světovou válkou vznikaly prvńı vysoké školy obchodńı v Ně-
mecku a ve Švýcarsku a nauka o podniku v té době začala být považována
za samostatný vědńı obor. Prvńım řádným profesorem podnikového hos-
podářstv́ı na univerzitě v Curychu, byl zvolen Johann Friedrich Schär. Na
začátku minulého stolet́ı vznikala podniková ekonomika jako nevýznamná
početńı nauka začleněná do vědńıho oboru o národńım hospodářstv́ı.
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Postupně si však podniková ekonomika začala budovat nezastupitelné
mı́sto ve vědeckých discipĺınách. Vzhledem ke stále se zvyšuj́ıćı dynamice glo-
balizovaného prostřed́ı se v současné době podniková ekonomika jako vědńı
obor dostává do popřed́ı ekonomických věd. (Synek, Hoffmann & Mackenzie,
2013).

Hlavńı funkćı systému ř́ızeńı podniku je dosahováńı co nejlepš́ıch výsledk̊u
plynoućıch z jeho strategíı a jejich stabilizace a je tedy d̊uležité, aby vedeńı
společnost́ı postupovaly v souladu s dynamikou měńıćıho se tržńıho chováńı,
dokázaly se rychle adaptovat, být flexibilněǰśı, splňovat nároky trhu a op-
timalizovat výsledky. Dynamika chováńı současných spotřebitel̊u a změny
potřeb, které z ńı vycházej́ı, vyžaduj́ı změny v př́ıstupu na straně výrobc̊u
a jejich systémů ř́ızeńı a podniková ekonomika se tak dostává do popřed́ı
zájmu ekonomických věd.

Proto je pro management podniku velmi d̊uležité porozumět skutečným
potřebám spotřebitel̊u a tyto potřeby promı́tnout do produkt̊u nebo služeb,
které jsou č́ım dál v́ıce propojeny s jejich chováńım a změnami, a zároveň ne-
ustále zlepšovat výrobńı procesy a zvyšovat efektivitu. Z tohoto d̊uvodu bývá
velmi často využ́ıvána možnost simulovat zamýšlený proces změny pomoćı
dynamického modelu. Nejčastěji bývaj́ı tyto modely využ́ıvány v př́ıpadě
výrobńıch proces̊u, marketingu, informačńıch a finančńıch tok̊u.

Jednou z možnost́ı, jak zahrnout dynamiku proces̊u do modelu, je pohĺıžet
na čas jako na spojitou veličinu a na jednotlivé proměnné včetně neznámé
(hledané a analyzované) jako na funkci času. Rychlost a př́ıpadně zrych-
leńı změn takových proměnných lze vyjádřit jejich prvńı a př́ıpadně druhou
derivaćı a celý děj popsat jako dynamický model pomoćı diferenciálńıch rov-
nic. Formálńı zápis matematického modelu přitom vyžaduje jasné, stručné a
názorné zachyceńı složitěǰśıch praktických proces̊u a velmi často odhaĺı ne-
konzistentnost jeho chováńı, např́ıklad tehdy, když popis pomoćı obyčejných
diferenciálńıch rovnic neńı dostačuj́ıćı. Předevš́ım se jedná o modely, jejichž
vývoj může být závislý nejen na okamžitém stavu proměnných, ale i na hod-
notách proměnných v předchoźıch obdob́ıch, tj. i jejich minulým stavem.

Časové zpožděńı obvykle reprezentuje r̊uzné efekty modelovaného problé-
mu, jako jsou efekty transmisńı, transportńı nebo setrvačné. Zpožděńı muže
být jak konstantńı, tj. o určitou časovou periodu, ale stejně tak může být
proměnné, včetně nekonečně malé. S rozvojem nových metod

”
carathéodo-

ryovské“ teorie diferenciálńıch rovnic a zejména se vznikem a rozvojem zo-
becňuj́ıćı teorie funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic, se od druhé poloviny
20. stolet́ı objevuj́ı nové matematické modely, umožňuj́ıćı lépe popisovat i
reálnou problematiku ekonomických vztah̊u.

Pochopeńı dynamiky změn je pro management podniku velmi d̊uležité,
protože chováńı a návyky spotřebitel̊u se v čase měńı, je třeba zohlednit i in-
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terakce mezi r̊uznými diskuzńımi skupinami na sociálńıch śıt́ıch a vztahy mezi
maloobchodńıky a spotřebiteli. Př́ıchod internetu umožnil rychlou výměnu
informaćı mezi spotřebiteli, umožňuje výběr velkého množstv́ı produkt̊u a
služeb, vytvář́ı nové požadavky spotřebitel̊u a t́ım diktuje tempo a druh
změn. Porozuměńı proces̊um změn na trhu a potřeba se jim přizp̊usobovat
tedy muśı tvořit ned́ılnou součást strategie společnosti.

Ř́ızeńı podniku se v minulosti zabývalo předevš́ım modely optimalizace
výrobńıch faktor̊u, investičńıch programů, financováńı, skladováńı. Při řešeńı
se postupně už́ıvaly lineárńı a nelineárńı modely plánováńı, teorie graf̊u, kom-
binatorika, metody rozhodovaćıho stromu a také poznatky z teorie her.

V polovině 20. stolet́ı nastal mohutný rozvoj vědy a techniky a to i v ob-
lasti uplatněńı matematicky v ř́ızeńı podniku. Odkazy lze nalézt např́ıklad
v (Andreeva a kol., 1992; Titov & Uspenskii, 2013).

Stále častěji se zač́ınaj́ı objevovat nové matematické modely, popisuj́ıćı
dynamický model pomoćı diferenciálńıch rovnic, které lze využ́ıt pro reálný
popis r̊uzných děj̊u z praktického života.

V 60. letech minulého stolet́ı byly vytvořeny prof. Forresterem základy
tzv. systémové dynamiky a d́ıky rozvoji informačńıch technologíı systémová
dynamika přispěla k tvorbě dynamických model̊u podnikových proces̊u. Po-
stupně vznikly velmi rozsáhlé modely jako je např́ıklad manažerská hra Beer
Game, modely ekonomických cykl̊u a daľśı.

Současné struktury společnost́ı, které pracuj́ı na vytvářeńı akčńıch plán̊u,
kontrole realizace jednotlivých krok̊u a dosahováńı výsledk̊u, muśı vykazo-
vat vysokou mı́ru flexibility. Management podniku hraje významnou roli v
uskutečňováńı procesu změny a adaptability muśı zajistit nastaveńı zp̊usob
ř́ızeńı, který je flexibilńı a odpov́ıdá č́ım dál v́ıce individualizovaných potřebám
náročných spotřebitel̊u. Z tohoto úhlu pohledu vńımáme současný podnik
jako celek tvořený procesy, jejichž dynamiku je třeba namodelovat, aby bylo
možné předv́ıdat výkonnost.

Systémově orientované ř́ızeńı podniku usiluje o vytvořeńı tv̊urč́ıch mo-
del̊u

”
pro budoućı skutečnosti“. Ř́ızeńı podniku je potom chápáno jako ky-

bernetická věda, která se nezaj́ımá o byt́ı, ale o fungováńı systémů. (Synek,
Hoffmann & Mackenzie, 2013)

Autoři knihy (McGarvey & Hannon, 2004) doporučuj́ı při tvorbě modelu
ř́ızeńı organizace použ́ıt strategii, kterou lze shrnout do následuj́ıćıch krok̊u:

1. Rozděleńı organizace na menš́ı, snadněji řiditelné části.

2. Výběr vhodné techniky tvorby modelu.

3. Vytvořeńı modelu.
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4. Ověřeńı modelu na předpovědi historicky známého vývoje.

5. Formulace nových předpověd́ı.

6. Návrh a zavedeńı změn v organizaci s využit́ım nových předpověd́ı.

Rozhodováńı v podniku na všech úrovńıch ř́ızeńı bylo v minulosti založeno
z velké části na jejich předchoźıch zkušenostech. V současném proměnlivém
prostřed́ı jsou však samotné zkušenosti pro kvalifikované rozhodnut́ı nedos-
tačuj́ıćı. V pr̊uběhu posledńıch let došlo v teorii a praxi ř́ızeńı podniku k
významnému vývoji, na který reaguje i odborná literatura. V článku (Rebs,
Brandenburg & Seuring, 2019) autoři analyzuj́ı odbornou literaturu z oblasti
revenue managementu z let 2004 - 2017. Zaměřili se zejména na dynamické
modelováńı poptávky, optimalizaci sortimentu a controlling.

Matsumoto a Szidarovszky (Matsumoto & Szidarovszky, 2011) sestavili
neoklasický r̊ustový model s produkčńı funkćı ve speciálńım tvaru, který od-
pov́ıdá předpokladu zpožděńı produkce. Na tuto práci pak navázali a jej́ı
výsledky prohloubili daľśı autoři (Ferrara, Guerrini & Bisci, 2013; Matsumoto
& Szidarovszky, 2013; Chen & Wang, 2014). Keller (Keller, 2010) analyzoval
možnosti aplikaćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım v ekonomické dynamice
a ř́ızeńı.

Studie (Aqlan, Lam & Ramakrishnan, 2014) se zabývá konsolidaćı výrob-
ńıch linek pomoćı nově vytvořených simulačńıch a optimalizačńıch strategíı
a formuluje optimalizačńı model na bázi celoč́ıselného programováńı. Auto-
matický systém ř́ızeńı výroby a zásob, reaguj́ıćı na poptávku analyzuj́ı autoři
(Bijulal, Venkateswaran & Hemachandra, 2011). Omezenou výrobńı kapaci-
tou a snahou uspokojit zákazńıky vhodnou kombinaćı produkt̊u se zabývá
publikace (Zhang, Rusmevichientong & Topaloglu, 2017).

Práce (Shorikov & Rassadina, 2013) se zabývá metodickým př́ıstupem k
ř́ızeńı struktury produktového portfolia podniku na bázi dynamického mo-
delováńı, zohledňuj́ıćı i zpětnou vazbu. Nab́ızený př́ıstup umožňuje vyv́ıjet
řešeńı zohledňuj́ıćı zpětnou vazbu a spolu s informačńı podporou vytvář́ı
optimálńı strukturu produktových řad podniku, přisṕıvaj́ıćı k optimalizaci
zisk̊u a udržeńı požadované úrovně zisku po dlouhou dobu. V (Belair & Mac-
key, 1989) byl vytvořen dynamický model přizp̊usobeńı ceny za předpokladu
zpožděné reakce výroby.

Efektivńı p̊usobeńı podniku na trhu je př́ımo závislé na dostupnosti vý-
robńıch zdroj̊u. Kvalitńı informačńı a kvalifikované lidské zdroje pak lze
označit za ty nejvýznamněǰśı. Pro management podniku je nutné mı́t možnost
promı́tnout konfigurace změn v procesech na on-line bázi do controllingových
proces̊u a zavést informačńı toky a metriky. V publikaci (Aghabaghery a kol.,

45



2020) je navržena nová metoda analýzy proces̊u, která využ́ıvá protokoly
událost́ı a také informace o výměně dat mezi organizačńımi jednotkami.

Za jednu z mnoha funkćı výrobńıch i obchodńıch podnik̊u je považována
problematika ř́ızeńı zásob, která má poměrně často zásadńı vliv na celko-
vou výkonnost podnikáńı. Právě efektivńı ř́ızeńı zásob umožňuje organizaćım
uspokojovat poptávku svých zákazńık̊u a vytvářet takové množstv́ı zásob,
které by maximalizovalo zisk a minimalizovalo náklady.

Warburton navrhl model popsaný diferenciálńımi rovnicemi (Warburton,
2004) se zpožděńım pro ř́ızeńı zásob a objednávek, vhodný pro uplatněńı
v ř́ızeńı výroby; později tuto práci rozš́ı̌ril a výsledky publikoval v (Warbur-
ton, 2014). Stejnému problému se o něco dř́ıve věnovali i Csik a spol. (Cśık
a kol., 2010), kteř́ı navrhli přibližné analytické řešeńı problému. S ohledem
na zpožděńı ve výrobńım procesu sestavil Li model kontroly cen a zásob
jednotlivých komodit (Li, 2003).

Problematiku modelováńı systému skladováńı a distribuce, ve kterém
jsou výrobky expedovány ze skladu hotových výrobk̊u př́ımo zákazńık̊um na
základě minimálńıch výrobńıch, skladovaćıch a přepravńıch náklad̊u popisuje
článek (Bucki & Suchánek, 2020). Ćılem práce (Aschauer, Gronalt & Mandl,
2015) je představit dynamický model vztah̊u mezi logistickými strategiemi
a nákladńı dopravou. Dynamický model škod zbož́ı, vzniklých při přepra-
vě zbož́ı od dodavatele k zadavateli objednávky popisuje (Voelkel, Sachs &
Thonemann, 2020).

Autoři (Chaudhary, Kulshrestha & Routroy, 2018) analyzovali 419 vý-
zkumných praćı týkaj́ıćıch se problematiky skladováńı rychle se kaźıćıho
zbož́ı, aby shrnuli jej́ı současný stav a identifikovaly směry možného bu-
doućıho vývoje. (Li a kol. ,2017) analyzuj́ı maloobchodńı dodavatelsko-od-
běratelský řetězec produkt̊u podléhaj́ıćıch zkáze, v nichž obchodńık nab́ıźı
zákazńık̊um možnost úvěru. Aby dosáhli maximálńıho zisku, zkoumaj́ı (Feng
a kol., 2017) vliv ceny, čerstvosti produktu a úrovně zásob na poptávku.

Globalizované hospodářské systémy zahrnuj́ı složité dodavatelské řetězce,
kde je třeba ř́ıdit environmentálńı a sociálńı dopady v souladu s r̊uznými
očekáváńımi zúčastněných stran a zmı́rňovat rizika spojená s udržitelnost́ı.
Článek (Rebs, Brandenburg & Seuring, 2019) poskytuje přehled dynamic-
kých model̊u souvisej́ıćıch s t́ımto tématem, systematizuje simulačńı modely
z pohledu systémového myšleńı v daném koncepčńım rámci a navrhuje postup
při modelováńı.

Koordinačńı model pro kanadský farmaceutický dodavatelský řetězec zpra-
covali Weraikat a kol. (Weraikat, Zanjani & Lehoux, 2016). Analýzu vztah̊u
v dodavatelském řetězci provedli také autoři (Demirel, a kol., 2019), kteř́ı se
zaměřili na základńı aspekty r̊uzných inventárńıch a výrobńıch politik a for-
muluj́ı návrhy pro efektivńı správu, ř́ızeńı a rozvoj dodavatelských śıt́ı. Iden-
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tifikovat hlavńı př́ınosy, typy model̊u, použité nástroje a výzkumné trendy
v oblasti analytického modelováńı koordinace a integrace ř́ızeńı kvality do
dodavatelského řetězce se snaž́ı př́ıspěvek (Cogollo-Flórez & Correa-Espinal,
2019).

Ćılem práce (Govindan, Soleimani & Kannan, 2015) bylo vytvořit přehled
nedávno publikovaných vědeckých př́ıspěvk̊u z oblasti ř́ızeńı a modelováńı
zpětných uzavřených logistických dodavatelských řetězc̊u. Kvantitativńı mo-
dely zpětné logistiky pro udržitelné dodavatelské řetězce můžeme naj́ıt v
praćıch (Brandenburg, a kol., 2014) a (Lozano, a kol., 2014).

Optimalizace portfolia je zásadńı otázkou všech investor̊u při nákupu
akcíı. I když má každý investor jiné preference a jinou představu o optimálńım
portfoliu danou zkušenostmi, dostupnými informacemi, či znalost́ı finančńıch
trh̊u, jejich společným ćılem je maximalizace zisku a minimalizace rizika. K
vytvořeńı optimálńıho portfolia mohou sloužit optimalizačńı modely.

V práci (Gruszka & Szwabiński, 2020) modeluj́ı pomoćı sady nástroj̊u
z teorie pravděpodobnosti analyzovány r̊uzné strategie budováńı finančńıch
portfolíı v r̊uzných tržńıch podmı́nkách. V publikaci (D’Albis & Augeraud-
Véron, 2009) se analyzuje dynamické chováńı mı́ry r̊ustu kapitálu pomoćı mo-
delu s nepřetržitým obchodováńım. Zvláštńı pozornost je věnována několika
realizaćım tzv. vyváženého portfolia, které má kořeny v přirozeném principu

”
buy-low-sell-high“.

Funkcionálńı analýzu při modelováńı portfolia využ́ıvá (Li, Qu & Zhang,
2015). Butt ve své publikaci (Butt, 2019) využ́ıvá diskrétńı pravděpodobnost
a Cui, Gao a Shi použ́ıvaj́ı obdobný př́ıstup. V práci (Cui, Gao & Shi, 2019)
autoři zohledňuj́ı i poplatky za správu portfolia.

Za zmı́nku stoj́ı, že současná literatura v oblasti matematického mo-
delováńı v oblasti finanćı se zabývá i modelováńım tržńı frakce v oblasti
oceňováńı općı (Bouchard, Deng & Tan, 2019; Guéant & Pu, 2017) a dyna-
mického portfolia (Cai, Chen & Dai, 2018; Fischer & Gallmeyer, 2016).

Autoři (Midrigan & Xu, 2014) pomoćı údaj̊u výrobce zkoumaj́ı roli fi-
nančńıch frikćı při určováńı celkové produktivity výrobńıch faktor̊u a pro
posouzeńı vlivu změn použ́ıvaj́ı dynamický model vlivu nových technologíı a
přerozděleńı kapitálových výnos̊u.

Ćılem př́ıspěvku (Kassim, a kol., 2016) je prezentovat systémový dyna-
mický model jako alternativńı př́ıstup k rychlému rozhodováńı při určováńı
poplatk̊u za pronájem budov.

(Verani, 2018) popisuje návrh modelu všeobecné rovnováhy, ve kterém
podnikatelé financuj́ı sv̊uj podnik prostřednictv́ım dlouhodobé smlouvy s fi-
nančńım zprostředkovatelem.

V oblasti marketingu se použ́ıvá celá řada ekonomických a matematických
metod, včetně metod striktně formalizovaných a heuristických. Vybrané me-
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tody přibližuje publikace (Zvyagin, 2016). Článek (Kozlovskyi, a kol., 2018)
představuje metodiku návrhu marketingové strategie, založené na kombinaci
klasických statistických a matematických metod a model̊u, jakož i moderńıch
informačńıch technologíı, včetně metod inteligentńı analýzy.

Pro analýzu prodeje komodit je v marketingu velmi d̊uležitá korelačńı
analýza. Dynamický model korelačńı analýzy prodeje prezentovaný v (Li,
Wu & Chen, 2020) zahrnuje vybrané modely, vycházej́ıćı z databáze časových
řad, která je vytvořena pomoćı databáze transakćı s komoditami. Dokument
(Bockelie & Belobaba, 2017) popisuje nový model chováńı cestuj́ıćıch, simu-
luj́ıćı výběru doplňkových služeb ve spojeńı s itinerářem letecké společnosti
a konkrétńı tř́ıdou j́ızdného.

Prostřednictv́ım virálńıho marketingu může podnik dosáhnout velké po-
zornosti spotřebitele za použit́ı minimálńıch finančńıch náklad̊u. Snaž́ı se
tedy dosáhnout zvýšeńı prodeje, rozš́ı̌rit sv̊uj obchodńı potenciál a vybudovat
určité povědomı́ o konkrétńı obchodńı značce. Článek (Reichstein & Brusch,
2019) zkoumá rozhodovaćı proces jednotlivc̊u v rámci virového marketingu
pomoćı nového dynamického modelu.

Rešerši publikaćı na téma kooperativńı reklamy publikovali autoři (Aust
& Buscher, 2014). Celkem identifikovali 58 vědeckých praćı, využ́ıvaj́ıćıch
matematické modelováńı v této oblasti.

Nejnověǰśı matematické metody aplikované v oblasti ekonomického mode-
lováńı nám umožňuj́ı předv́ıdat chováńı analyzovaného systému a zohlednit
širokou škálu faktor̊u, které na chováńı maj́ı vliv (Alharbi & Naderpour,
2016; Fischer a kol., 2015; Groesser & Jovy, 2016). Dynamické modely se
tedy nyńı použ́ıvaj́ı např́ıklad jako nástroje pro podporu manažerského roz-
hodováńı, zpracováńı podnikatelských záměr̊u či optimalizaci výroby (daľśı
aplikace viz. kapitola 4.3 ).
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4.4 Matematické prostředky pro řešeńı

dynamických model̊u

V této části práce budou stručně charakterizovány vybrané matematické me-
tody, které se v současnosti obvykle uplatňuj́ı v oblasti analýzy dynamických
model̊u.

Pro dynamický model je typické, že je tvořen nějakým systémem dyna-
mických rovnic. Jejich řešeńı popisuje chováńı modelovaného procesu v čase.
Proto bývá požadováno, aby model, tj. př́ıslušné rovnice, měl následuj́ıćı
vlastnosti:

1. existence řešeńı,

2. jednoznačnost řešeńı,

3. spojitá závislost na vstupńıch údaj́ıch modelu.

Prvńı vlastnost je naprosto nezbytná. Model, který by neměl řešeńı, nemůže
nic modelovat — bud’ by modelovaný děj nemohl prob́ıhat, nebo by rov-
nice byly špatně. Požadavek, aby existovalo řešeńı, však neznamená, že toto
řešeńı muśıme znát, nebo být schopni ho nalézt. Pro projekce z modelu často
plně dostačuje matematická analýza př́ıslušných rovnic (např. s využit́ım me-
tod kvalitativńı teorie diferenciálńıch rovnic) nebo přibližné řešeńı nalezené
numericky (což je daľśı d̊uvod, proč neexistuje ostrá hranice mezi modely
matematickými a poč́ıtačovými). (Posṕı̌sil, 2015)

4.4.1 Řešeńı dynamických model̊u bez zpožděńı

Výpočtem řešeńı (obecného nebo partikulárńıho) tzv. př́ımými metodami
(kvadraturami), jejichž největš́ı přednost́ı je přesnost řešeńı a jeho analytický
popis, lze řešit jen velmi omezené množstv́ı diferenciálńıch rovnic a s nimi
spojených otázek. Jinými slovy, pro řadu úloh z oblasti řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic nelze řešeńı určit analyticky, tj. vyjádřit je pomoćı ele-
mentárńıch funkćı, nebo je nalezeńı přesného řešeńı př́ılǐs obt́ıžné. Jej́ı apli-
kovatelnost se d́ıky tomu omezuje na úzce vymezené typy rovnic, např́ıklad
lineárńı, což značně limituje jej́ı využit́ı při řešeńı model̊u, popisuj́ıćıch reálné
systémy. Zbývaj́ıćı modely, popisuj́ıćı co nejvýstižněji řešený problém, je
třeba řešit pomoćı tzv. numerických metod. Ty neposkytuj́ı přesné řešeńı, ale
jen přibližné hodnoty řešeńı s předem danou přesnost́ı. V těchto př́ıpadech
nám metody numerické matematiky umožňuj́ı nalézt řešeńı přibližné.
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Rovnici
y, = f(x, y), (4.1)

v ńıž f je funkćı dvou proměnných, nazýváme obyčejná diferenciálńı rovnice
1.̌rádu, podmı́nku

y(x0) = y0, (4.2)

kde [x0, y0] ∈ Dom(f), nazýváme počátečńı podmı́nkou a dvojici (4.1), (4.2)
počátečńı úlohou pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu.

Podobně

y(n) = f(x, y, y,, . . . , y(n−1)), y(x0) = y0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 (4.3)

je počátečńı úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu a

dyi
dx

= fi(x, y1, . . . , yn) (i = 1, . . . , n), yi = y0i (i = 1, . . . , n) (4.4)

je počátečńı úloha pro systém obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu.

Předpokládejme, že funkce f(fi) na pravých stranách rovnic zaručuj́ı jed-
noznačnou existenci řešeńı uvažovaných počátečńıch úloh (viz. teorie dife-
renciálńıch rovnic). Jestliže y, resp. ~y = (y1, . . . , yn) označuje řešeńı dané
úlohy, pak označme ỹ (ỹi) přibližnou hodnotu řešeńı y (komponenty řešeńı
yi). Chybou řešeńı na intervalu I rozumı́me max {|ỹ(x)− y(x)| , x ∈ I} , resp.
v př́ıpadě úlohy (4.4) pak

∑n
i=1 max {|ỹi(x)− y(x)| , x ∈ I} .

Pro ilustraci použ́ıvaných numerických metod se omezme na přibližný
výpočet řešeńı počátečńı úlohy (4.1),(4.2). Toto řešeńı hledejme na inter-
valu I = [x0, x0 + a], kde a > 0. Podmı́nkami garantuj́ıćımi existenci a
jednoznačnost řešeńı naš́ı úlohy jsou spojitost a lipschitzovskost funkce f
v obdélńıku

D =
{

[x, y] ∈ R2 : x ∈ [x0, x0 + a], y ∈ [y0 − b, y0 + b]
}
⊂ Dom(f)

pro dostatečně velké b. Druhá z podmı́nek znamená, že na obdélńıku D plat́ı:

|f(x, y1) = f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| ,

přičemž konstanta L > 0 se nazývá Lipschitzova.
Z 1. předpokladu dále, mezi jiným, plyne existence konstanty M > 0

takové, že
|f(x, y)| ≤M, [x, y] ∈ D

a že druhý předpoklad se dá zajistit podmı́nkou∣∣∣∣δf(x, y)

δy

∣∣∣∣ ≤ L, [x, y] ∈ D.
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Eulerova (polygonálńı) metoda

Jde o nejjednodušš́ı a historicky nejstarš́ı numerickou metodu pro řešeńı di-
ferenciálńıch rovnic. Vycháźı z názorné geometrické představy - aproximace
integrálńı křivky diferenciálńı rovnice lomenou čarou. Tuto lomenou čáru
(polygon) je možné odvodit v́ıce zp̊usoby. Např́ıklad takto:

• Interval I rozděĺıme děĺıćımi body x0 < x1 < . . . < xn = x0 + a na
n podinterval̊u, délek hi = xi − xi−1 (i = 1, . . . , n);

• Na těchto intervalech postupně konstruujeme lomenou spojitou čáru,
tvořenou úsečkami vycházej́ıćımi z bodu [xi, yi] se směrnićı f(xi, yi)
(i = 0, 1, . . . , n− 1);

• Označ́ıme-li Y0 = y0, Y1, . . . , Yn takto vypoč́ıtávané koncové body
těchto úseček, pak

Yk = Yk−1 + hkf(xk−1, Yk−1) (k = 1, 2, . . . , n). (4.5)

Pro odhad nepřesnosti v j-tém bodě při ekvidistantńım rozložeńı děĺıćıch
bod̊u plat́ı

|Yj − y(xj)| ≤
hN

2L

[
(1 + hL)j − 1

]
,

kde N > 0 je konstanta, pro ńıž na obdélńıku D plat́ı∣∣∣∣∂f(x, y)

∂x
+
∂f(x, y)

∂y
f(x, y)

∣∣∣∣ ≤ N

a L > 0 je Lipschitzova konstanta funkce f na obdélńıku D. Aproximace
hodnoty řešeńı našeho problému v děĺıćım bodě bude t́ım přesněǰśı, č́ım větš́ı
počet děĺıćıch bod̊u použijeme a č́ım bĺıž budeme děĺıćım bodem počátečńımu
bodu [x0, y0] (Novotná & Půža, 2015).
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Metoda Runge-Kutta

Přesněǰśı výsledky přináš́ı při stejném počtu uzlových bod̊u metoda Runge-
Kutta a jej́ı modifikace.

Obecný tvar s-stupňové explicitńı Rungovy-Kuttovy metody je

x(i+1) = xi + h
s∑
j=1

bjKj (4.6)

kde koeficienty Kj, j = 1, . . . , s, jsou určeny vztahem

Kj = f(ti + hcj, xi + h

j−1∑
k=1

ajkKk), (4.7)

a kde koeficienty bj, cj a ajk definuj́ı konkrétńı metodu. Při samotném výpočtu
postupujeme tak, že nejprve spoč́ıtáme koeficientK1, pakK2 pomoćıK1, koe-
ficient K3 pomoćı K1 a K2, . . . , až nakonec Ks pomoćı všech předchoźıch.
Dosazeńım do 4.6 dostáváme hodnotu xi+1.

Nejznáměǰśı Rungova-Kuttova metoda je stupně 4 ve tvaru. Při označeńı
stejném jako u Eulerovy metody,(Y0 = y0), hodnoty Yi (i = 1, 2, . . . , n)
vypočtěme postupně pomoćı formuĺı

Yi = Yi−1 +
h

6
(ki1 + 2ki2 + 2ki3 + ki4), (4.8)

ki1 = f(xi−1, Yi−1),

ki2 = f(xi−1 +
hi
2
, Yi−1 +

1

2
hik

i
1),

ki3 = f(xi−1 +
hi
2
, Yi−1 +

1

2
hik

i
2),

ki4 = f(xi−1 + hi, Yi−1 +
1

2
hik

i
3).

Hodnotami (xi, Yi) (i = 0, 1, . . . , n) je řešeńı naš́ı úlohy aproximováno
přesněji než v předchoźım př́ıpadě.

Tato konfigurace koeficient̊u byla velmi obĺıbená v době, kdy se ještě
běžně nepouž́ıvaly samočinné poč́ıtače, protože se vzhledem ke své jednodu-
chosti jev́ı jako dostatečně přesná. Právě vlivem rozvoje v oblasti výpočetńı
techniky tato metoda v dnešńı době ztráćı na popularitě. Do popřed́ı se nao-
pak dostaly metody vyšš́ıch stupň̊u s mnohem větš́ım nárokem na výpočetńı
požadavky, ale o to přesněǰśı tyto metody jsou.

Odhady nepřesnosti jsou však jak složité, tak
”
hrubé“ (Novotná & Půža,

2015).
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Metoda postupných aproximaćı

Vedle výše uvedených metod maj́ıćıch výrazně lokálńı charakter se zejména
v teoretických úvahách o jednoznačné řešitelnosti diferenciálńıch rovnic a
obecněǰśıch úloh funkcionálńı analýzy použ́ıvá metoda pevného bodu, kterou
lze v kombinaci s principem apriorńıho odhadu využ́ıt jako globálńı na celém
uvažovaném uzavřeném intervalu zkoumaného řešeńı.

Na rozd́ıl od řady aplikaćı v r̊uzných oblastech matematiky (řešeńı line-
árńıch systémů, výpočet nulových bod̊u,. . . ) však pro výpočet řešeńı okra-
jových úloh diferenciálńıch rovnic metoda postupných aproximaćı využ́ıvána
neńı.

Metoda postupných aproximaćı se oṕırá o tzv. Banachovu větu o pevném
bodu (věta o kontrakci, Banachova věta). Uved’me ji, pro ilustraci, v ele-
mentárńım tvaru - pro výpočet kořene funkce jedné proměnné:

Věta 4.1 Necht’ g je spojitou funkćı zobrazuj́ıćı uzavřený interval [a, b] do
sebe. Pak má g alespoň jeden pevný bod.

Je-li nav́ıc g kontraktivńı (tj. |g(x)− g(y)| ≤ q |x− y| pro každé x, y z in-
tervalu [a, b] a q ∈ [0, 1)), pak g má v intervalu [a, b] jediný pevný bod. Pak
pro libovolnou počátečńı aproximaci x(0) ∈ [a, b] je posloupnost

{
x(k)
}∞
k=1

de-
finovaná rovnost́ı

x(k+1) = g(x(k)), k = 0, 1, 2, . . . (4.9)

konvergentńı a limk→+∞ x
(k) = ξ je pevný bod funkce g. (Bachman & Narici,

2000)

Poznámka 1 Jestliže má funkce g na intervalu [a, b] prvńı derivaci ohra-
ničenou č́ıslem q, tj. |g,(x)| ≤ q pro každé x ∈ [a, b] a q ∈ [0, 1), pak je g
kontraktivńı na [a, b].

Analogicky, za ńıže uvedených předpoklad̊u plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı o
”
lokálńı“

řešitelnosti počátečńı úlohy (4.1), (4.2):

Věta 4.2 Necht’ na obdélńıku D = [x0, x0 + a] × [y0 − b, y0 + b] je funkce
f spojitá a lipschitzovská a označme M = max {|f(x, y)| , [x, y] ∈ D}, L -
lipschitzovská konstanta a α ≤ min(a, b

M
).

Pak posloupnost

y0(x) = y0, yk(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yk−1(t))dt, k ∈ N

(tzv. posloupnost postupných aproximaćı) pro dostatečně malé α konverguje
stejnoměrně na intervalu [x0, x0 +α] k řešeńı y = y(x) problému (4.1), (4.2).
Pro odhad chyby k-té aproximace řešeńı na intervalu [x0, x0 + α] plat́ı
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|y(x)− yk(x)| ≤ Mα

k!

(Lα)k

1− Lα
.

Jak je dále uvedeno v kapitole 5, lze tuto metodu za tomu odpov́ıdaj́ı-
ćıch předpoklad̊u použ́ıt i pro numerický výpočet řešeńı diferenciálńıch rovnic
na celém uvažovaném intervalu řešeńı I a výše uvedenou posloupnost jeho
postupných aproximaćı źıskávat řešeńım uvedené posloupnosti úloh prostřed-
nictv́ım ekvivalentńı posloupnosti diferenciálńıch rovnic

y′k(x) = f(x, yk−1(x)); yk(x0) = y0, (4.10)

přičemž můžeme volit y0(x) ≡ y0 na intervalu I.
V každém kroku řešeńı p̊uvodńı úlohy metody postupných aproximaćı tak

řeš́ıme danou počátečńı úlohu pro jednodušš́ı diferenciálńı rovnici a k jej́ımu
řešeńı je obvykle nezbytné použ́ıt numerické řešeńı. Tak źıskáváme nume-
rické řešeńı p̊uvodńı úlohy. Sama realizace tohoto procesu je přitom spojená
s omezeńımi danými výpočetńı technikou (Novotná & Půža, 2015). Uvedený
a následně v kapitole 5 od̊uvodněný postup je přitom použitelný jak pro
úlohy bez zpožděńı, tak i se zpožděńım.

Pro porovnáńı přesnosti uvedených metod a jejich ilustraci v nejjed-
nodušš́ım př́ıpadě - pro diferenciálńı rovnici bez zpožděńı, byly pomoćı soft-
ware Maple řešeny následuj́ıćı tři úlohy. Úlohy byly řešeny metodou př́ımou,
metodou Runge-Kutta (RKF45) a metodou postupných aproximaćı, přičemž
metoda postupných aproximaćı byla použita dvakrát – jednou byly d́ılč́ı
kroky řešeny př́ımou metodou, podruhé opět pomoćı metody Runge Kutta.
Metoda postupných aproximaćı je vždy zahájena konstantńı funkćı. Jednot-
livá řešeńı a graf velikosti odchylky numerických řešeńı od př́ımé metody byly
pro srovnáńı znázorněny graficky.

Př́ıklad 4.1 Uvažujme na intervalu [−1; 2] obyčejnou diferenciálńı rovnici
s počátečńı podmı́nkou

y′(t) = 5t− 2y(t), y(0) = 2.

Př́ıklad 4.2 Uvažujme na intervalu [−1; 1] obyčejnou diferenciálńı rovnici
s počátečńı podmı́nkou

y′(x) =
(y(x) + 2cos(x))sin(x)

cos(x)
, y(0) = 2.
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Obr. 4.1: Př́ıklad 1 - řešeńı a chyby, zdroj: vlastńı zpracováńı

Př́ıklad 4.3 Uvažujme na intervalu [−0.6; 0.6] obyčejnou diferenciálńı rov-
nici s počátečńı podmı́nkou

y′(x) =
(y(x)2 + 2cos(x))sin(x)

cos(x)
, y(0) = 2.

Z podrobné analýzy současných možnost́ı numerických metod řešeńı okra-
jových úloh (nejen počátečńı) jak obyčejných diferenciálńıch rovnic bez zpož-
děńı, tak se zpožděńımi, a z porovnáńı omezeńı jejich použitelnosti i přesnosti
výpočt̊u plyne potřeba dané metody zpřesnit, doplnit oblast jejich použitel-
nosti a př́ıpadně odvodit univerzálněji použitelný nový postup řešeńı.
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Obr. 4.2: Př́ıklad 2 - řešeńı a chyby, zdroj: vlastńı zpracováńı
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Obr. 4.3: Př́ıklad 3 - řešeńı a chyby, zdroj: vlastńı zpracováńı
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4.4.2 Řešeńı dynamických systémů se zpožděńım

Dynamické modely se obecně popisuj́ı pomoćı obyčejných diferenciálńıch rov-
nic, př́ıpadně integro-diferenciálńıch rovnic a takových rovnic se zpožděńımi
nebo obecněji s odkloněnými argumenty.

Všechny v této práci uvedené (a mnohé daľśı) jsou zvláštńımi př́ıpady
tzv. funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic. Po prudkém rozvoji teorie a apli-
kaćı obyčejných diferenciálńıch rovnic se od 19. stolet́ı, zač́ınaj́ı objevovat
úlohy, které z této oblasti vybočuj́ı. Postupně se objevuj́ı modely, při jejichž
zkoumáńı je nutné respektovat nejen vliv faktor̊u vstupuj́ıćıch do děje v čase
t, ale je nutné zohlednit i údaje předcházej́ıćıch časových interval̊u.

Konkrétńı úlohy souvisej́ıćı s řadou nově se objevuj́ıćıch model̊u řešili po-
moćı diferenciálńıch rovnic s odkloněným argumentem již L. Euler a M. Kon-
dors, ale intenzivněǰśı snahy o řešeńı těchto úloh se objevuj́ı až ve dvacátém
stolet́ı a spojujeme je předevš́ım s praćı V. Volterry.

Před několika deśıtkami let se největš́ı úsiĺı vědc̊u při řešeńı ekonomických
problémů zmı́něných v předchoźıch odstavćıch zaměřovalo na analýzu mo-
del̊u popsaných pomoćı obyčejných diferenciálńıch rovnic. Aby však bylo
možné zkoumat vlastnosti model̊u lépe odrážej́ıćıch realitu, bylo nutné vzdát
se tradičńıho vyjádřeńı pomoćı obyčejných diferenciálńıch rovnic a zač́ıt vy-
už́ıvat model̊u vyjádřených obyčejné diferenciálńı rovnice se zpožděńımi.

Ve starš́ıch praćıch (např. Euler či Tinbergen) lze naj́ıt unikátńı postupy
numerického řešeńı těchto konkrétńıch problémů, které však nelze univerzálně
využ́ıt pro jiné úlohy. Mezi pr̊ukopńıky v této oblasti se v 18. stolet́ı řadili La-
place a Condorcet (Gorecki & Fuksa, 1989; Duncan, 1986). Unikátńı, ale izo-
lované postupy lze naj́ıt i v současných publikaćıch (Forrester, 2013). Vědecký
pokrok a nové možnosti využit́ı výpočetńı techniky po prvńı světové válce
vyvolaly potřebu se těmito problémy zabývat intenzivněji.

K rychlému rozvoji teorie diferenciálńıch rovnic se zpožděńım přispěl
N. Minorsky na přelomu 30. a 40. let 19. stolet́ı. Základy teorie stability
obyčejných diferenciálńıch rovnic s odkloněnými argumenty byla propra-
cována Pontryaginem v roce 1942. Po druhé světové válce došlo k rychlému
rozvoji této teorie a jej́ıch aplikaćı.

Následně se pak objevuj́ı daľśı práce věnované teorii funkcionálńıch dife-
renciálńıch rovnic (monografie Bellman & Cooke, 1965; Elsgolts & Norkin,
1973; Hale, 1977; Pinney, 1958).

Vývoj teorie významně ovlivnily práce A.D. Myskhise (Bernfeld & Lak-
shmikantham, 1974; Kolmanovskii & Myshkis, 1992; Myshkis, 1971) a spo-
lečné práce R. E. Bellmana s daľśımi autory (Bellman & Danskin, 1954;
Bellman & Cooke, 1965).

Za nejstarš́ı numerické metody určené k řešeńı diferenciálńıch rovnice se
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zpožděným argumentem, kterou lze řešit širš́ı škálu úloh, lze označit metody
kombinuj́ıćı již známe postupy řešeńı pro rovnice bez zpožděńı (např. Eu-
lerovy metody a metody Runge-Kutta), (Ascher & Petzold, 1995; Cryer &
Tevrnini 1972; Mechee, a kol., 2013) a Bellmanovu metodu krok̊u (Bellman &
Cooke, 1965). Tato metoda využ́ıvá znalosti řešeńı na intervalu předcházej́ıćım
čas t. Jedno takové d́ılč́ı řešeńı pak nazýváme jedńım krokem.(Marušiak &
Olach, 2000; Ralston & Rabinowitz, 1978).

Z daľśıch zp̊usob̊u řešeńı lze zmı́nit předevš́ım Laplaceovu transformaci
(viz. např. (Kalmár-Nagy, 2009; Yi a kol., 2006), jej́ıž hlavńı myšlenkou je
źıskat pomoćı Laplaceovy transformace algebraickou rovnici, vyřešit ji a po-
moćı zpětné transformace źıskat p̊uvodńı řešeńı.

Dále byly pro řešeńı diferenciálńıch rovnic s odkloněným argumentem
využity např́ıklad metody využ́ıvaj́ıćı rozvoj hledaného řešeńı do Taylorovy
řady (Zwerkin, 1965), kubické splajny (Netravali, 1973), relaxačńı metody
WR (waveform relaxation) (Lelarasmee a kol., 1982; Skeel, 1989).

V 80. letech 20. stolet́ı věnovali K. L. Cooke a J. Wiener cyklus článk̊u
vývoji teorie diferenciálńıch rovnic s po částech konstantńım argumentem
(viz. (Cooke & Györi, 1991; Cooke & Györi 1994)), v nichž se autoři zmı́nili
o obt́ıžnosti řešeńı takových rovnic, a konkrétně o problémech spojených
s numerickými výpočty diferenciálńıch rovnic se zpožděńımi pojednává i pu-
blikace brněnského profesora Z. Posṕı̌sila (Posṕı̌sil, 2004).

Dostupná literatura o řešitelnosti systémů diferenciálńıch rovnic se zpož-
děnými argumenty obsahuje řadu výsledk̊u užitečných pro praxi. Obsáhlou a
komplexně provedenou analýzu takových rovnic lze naj́ıt zejména v (Azbelev,
2001; Azbelev a kol., 2002; Azbelev, a kol., 2007; Bellen & Zennaro, 2013;
Bernfeld & Lakshmikantham, 1974; Kanth & Murali, 2018) a (Bobalová &
Maňásek, 2007; Kiguradze & Půža, 2003; Kiguradze, 1997a; Maňásek, 2007;
Kolmanovskii & Myshkis, 1999) a tam citované literatuře. Podrobně jsou
studovány podmı́nky řešitelnosti, tj. existence a jednoznačnosti, uvedených
úloh jak obecných, tak speciálńıch, podmı́nky jejich korektnosti (tj. malé
závislosti řešeńı na

”
malých“ změnách počátečńıch podmı́nek a parametr̊u,

nezbytné k numerickému řešeńı), podmı́nky nezápornosti řešeńı a daľśı.
Systematickému popisu metod konstrukce řešeńı úloh se zpožděńımi a

analýze jejich použitelnosti, podobně podrobně jako je tomu u
”
klasických“

obyčejných diferenciálńıch rovnic neńı věnována dostatečná pozornost, s vý-
jimkou práce (Bellen & Zennaro, 2013), využ́ıvaj́ıćı modifikaćı Runge-Kuta

”
lokálńıch“ metod konstrukce řešeńı rovnic se zpožděńım a (Gelashvili & Ki-

guradze, 1995), obsahuj́ıćı odvozeńı diferenčńıch schémat aplikaćı globálńıho
př́ıstupu v rámci teorie Carathéodory.

Někteř́ı autoři se v současné době demonstruj́ı, že právě kategorie dife-
renciálńıch rovnic se zpožděným argumentem je vhodná k popisu dynamiky,
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v ńıž maj́ı minulé stavy vliv na aktuálńı stav systému (např. Asea & Zak,
1999; Collard a kol., 2008; Doepke a kol., 2015; Hale & Verduyn Lunel, 1993).

Diferenciálńı rovnice se zpožděńım byly využity k popisu periodického
a aperiodického chováńı ekonomických proměnných v publikaćıch, jako jsou
(Belair & Mackey, 1989;; Howroyd & Russell, 1984; Li, 2003; Matsumoto &
Szidarovszky, 2011; Matsumoto & Szidarovszky, 2012; Zhang a kol., 2012).

Dynamické prostřed́ı keynesiánských model̊u, v minulosti charakterizo-
vané převážně diferenčńımi rovnicemi, bylo v praćıch (Guerrini a kol., 2018;
Naimzada & Pireddu, 2014a; Naimzada & Pireddu, 2014b; Naimzada & Pi-
reddu, 2015) popsáno také nelineárńımi modely využ́ıvaj́ıćımi diferenciálńı
rovnice se zpožděńım.

Z daľśıch př́ıpad̊u, kdy je v ekonomii respektováńı časového zpožděńı
jedńım z d̊uležitých faktor̊u, můžeme jmenovat modelováńı finančńıch sys-
témů. Na tento fakt poukazuj́ı Ranjan a Bhardwaj (Ranjan & Bhardwaj,
2015a; Ranjan & Bhardwaj, 2015b). Ř́ızeńı ekonomického systému v pod-
mı́nkách nejistoty pomoćı klouzavého režimu ř́ızeńı studovali Wang, Huang
a Shen (Wang a kol., 2012).

4.5 Zhodnoceńı současného stavu

vědeckého poznáńı

Jak vyplývá z předchoźıch odstavc̊u, ř́ızeńı podniku se stalo komplexńım
problémem, nebot’ na podnik lze pohĺıžet jako na systém, který si lze přestavit
jako skupinu jednotek, které jsou na sobě vzájemně závislé, vzájemně se
ovlivňuj́ı a zároveň tvoř́ı jednotný celek. Stejně jako v př́ıpadě jiných systémů,
muśı jeho části fungovat koordinovaně, aby fungoval celý systém – v našem
př́ıpadě aby byl zajǐstěn úspěšný provoz podniku. Z toho plyne, že vzájemná
propojeńı je třeba ř́ıdit.

Jedńım ze základńıch rys̊u dynamických model̊u v ekonomii a ř́ızeńı pod-
niku, vytvářených v současné době, jsou časová zpožděńı. Je to d̊usledkem
toho, že většina jev̊u, vyskytuj́ıćıch se v komplexńıch ekonomických systémech
v reálném světě, nemá okamžitý účinek, ale objevuje se s určitým zpožděńım.
Tato zpožděńı mohou být r̊uzných typ̊u a mohou nabývat r̊uzných forem.
Současný výzkum ekonomické dynamiky směřuje k využ́ıváńı obyčejných di-
ferenciálńıch rovnic se zpožděnými argumenty. Je tomu tak proto, že některé
ekonomické jevy nelze vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem pomoćı obyčejných dife-
renciálńıch rovnic náležitě popsat.

Z předchoźı analýzy prostředk̊u k matematickému vyhodnocováńı dyna-
mických model̊u se zpožděńımi také vyplývá, že scháźı dostatečně široký
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systematický aparát k realizaci numerických výpočt̊u, který by současně ne-
byl závislý pouze na specializovaných softwarových aplikaćıch a mohl být
použ́ıván všude tam, kde je k dispozici jakýkoliv program pro numerické
řešeńı počátečńı úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice a jejich systémy.

V současné době se numerický výpočet řešeńı diferenciálńıch rovnic a
jejich systémů realizuje s již neodmyslitelnou výpočetńı technikou. Velmi
bohatý je software dovoluj́ıćı výpočty konkrétńıch řešeńı obyčejných dife-
renciálńıch rovnic a jejich systémů bez

”
odkloněného“ (tj. bez zpožděného

nebo předcházej́ıćıho nebo obecně odkloněného) argumentu. Numericky lze
řešit celou řadu daľśıch kvalitativńıch otázek, včetně např. oblast́ı stability
řešeńı, výpočt̊u řešeńı obecněǰśıch okrajových úloh než jen počátečńı (např.
2 - bodové, spec. periodické), a to s požadovanou přesnost́ı. Pro obyčejné
diferenciálńı rovnice a jejich systémy se zpožděńımi je takový software pod-
statně omezeněǰśı a neńı ještě vybaven takovými algoritmy, které by umožnily
náročněǰśı výpočty požadované prax́ı. Nav́ıc je obvykle tento specializovaný,
leč nedostačuj́ıćı, software součást́ı nákladných softwarových baĺık̊u, např.
Maple nebo MATLAB.
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Kapitola 5

Nový postup konstrukce řešeńı
model̊u dynamických systémů
v ekonomice a ř́ızeńı podniku

Matematické modely dynamických proces̊u v podnikové ekonomice jsou zřej-
mě za určitých podmı́nek, které si v daľśım textu ještě upřesńıme, zvláštńımi
př́ıpady dynamických systémů. V této kapitole bude popsán nový obecný
postup řešeńı dynamických systémů, vyjádřených diferenciálńımi rovnicemi
se zpožděńımi, které mohou být využity pro popis řady úloh z oblasti dyna-
mického modelováńı v ekonomice a ř́ızeńı podniku.

Báze nového postupu numerického řešeńı nelokálńıch okrajových úloh pro
systémy diferenciálńıch rovnic se zpožděnými argumenty, použitého v práci,
se oṕırá o aplikaci rozš́ı̌rené klasické Banachovy věty o pevném bodu (Kol-
mogorov & Fomin,1975), o princip apriorńıho odhadu řešeńı okrajových úloh
funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic a jistou specifickou vlastnost operátor̊u
Volterrova typu, k nimž pravé strany rovnic se zpožděńımi patř́ı - viz. A a ńıže
postupně uváděná literatura. Podrobné odvozeńı a zd̊uvodněńı použ́ıvaných
postup̊u je také obsahem teoretické části monografie (Škapa & Novotná,
2019).

V této kapitole uvedená matematické tvrzeńı (Věty) lze rozdělit na dvě
skupiny. V prvńı skupině jsou Věty převzaté ze specializované matematické
literatury (viz. jejich citace), dovoluj́ıćı źıskat v potřebné podobě základńı
informace o řešitelnosti uvažovaných úloh. Druhou skupinu tvoř́ı Věty, jejich
nejčastěji v aplikaćıch použ́ıvané Důsledky a v Poznámkách zpřesněńı vlast-
nosti nového metodického postupu ke konstrukci řešeńı uvažovaných úloh,
které jsou na rozd́ıl od tvrzeńı z předchoźı skupiny plně dokazovány.
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5.1 Matematický popis model̊u dynamických

systémů se zpožděńım v ekonomice

a ř́ızeńı podniku

V matematických modelech proces̊u v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku ob-
vykle, spolu s vlivem uvažovaných proměnných se zpožděńım, tyto proměnné
figuruj́ı i bez zpožděńı, tj. s okamžitým vlivem v čase t, nav́ıc často s lineárńı
závislost́ı. Současně jsou nejčastěji zvažována řešeńı takových dynamických
systémů, nabývaj́ıćıch v daném čase (obvykle počátek) předem daných hod-
not, tj. splňuj́ıćı tzv. Cauchyovy (počátečńı) podmı́nky. Takové matema-
tické modely odpov́ıdaj́ı systémům diferenciálńıch rovnic obsahuj́ıćım lineárńı
část bez zpožděńı a okrajovým podmı́nkám Cauchyova typu. Specifikace
tvaru dynamického systému a okrajových podmı́nek usnadňuje jak źıskáńı
potřebných podmı́nek řešitelnosti úloh, tak použit́ı popsaných postup̊u řešeńı
v konkrétńıch př́ıpadech.

Použit́ı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım nám při konstrukci mode-
lu umožňuje vyjádřit

”
vliv paměti“ (historie) jednotlivých veličin a jejich

vzájemných vazeb. Může se jednat o vlastnosti samotného systému nebo
o zásahy z vněǰśıho prostřed́ı.

V matematických modelech ekonomických dynamických systémů se často
využ́ıvaj́ı diferenciálńı rovnice a jejich systémy, jejichž řešeńı, vyhovuj́ıćı jis-
tým podmı́nkám, modeluje chováńı popisovaných veličin v čase t. Obecně se
jedná o úlohy o řešitelnosti, vlastnostech, př́ıpadně konstrukci řešeńı systémů
obecně nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic

x′i(t) = fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) (i = 1, . . . , n), (5.1)

splňuj́ıćı tzv. obecné okrajové podmı́nky

Hi(x1, . . . , xn) = 0 (i = 1, . . . , n), (5.2)

v nichž funkce f1, . . . , fn a tzv. funkcionály H1, . . . , Hn splňuj́ı v teorii těchto
úloh od̊uvodněné požadavky. Použijeme-li, jako v úvodu, vektorového zápisu,
lze tuto tzv. okrajovou úlohu (5.1), (5.2) zapsat ve tvaru

x′(t) = f(t, x(t)), H(x) = 0. (5.3)

Poznamenejme, že jak je známo z teorie diferenciálńıch rovnic, každá di-
ferenciálńı rovnice (systém) vyšš́ıho řádu je vyjádřitelná (vyjádřitelný) od-
pov́ıdaj́ıćım systémem (5.1) a okrajovou podmı́nkou pro studované řešeńı ve
tvaru (5.2). Studium úloh pro diferenciálńı rovnice (systémy) vyšš́ıch řád̊u
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v p̊uvodńım tvaru přitom může vést k snazš́ımu a podrobněǰśımu źıskáńı
popisu řešeńı. Pro naše účely však budeme uvažovat úlohy (5.1), (5.2) a to
v obvykle použ́ıvaném časovém intervalu [tl, tr] pro dostatečně velké tr.

Poznamenejme také, že zvláštńımi př́ıpady systému (5.1) jsou lineárńı
systémy

x′i(t) = pi1(t)x1(t) + . . .+ pin(t)xn(t) + gi(t) (i = 1, . . . , n), (5.4)

a zvláštńımi př́ıpady okrajových podmı́nek (5.2) podmı́nky obecné lineárńı,
lineárńı Cauchyova typu (5.10), počátečńı

xi(t0) = c0i (i = 1, . . . , n), (5.5)

2-bodové lineárńı

xi(t0) = bi1x1(t1) + . . .+ binxn(t1) + c0i (i = 1, . . . , n), (5.6)

kde t0, t1 ∈ [tl, tr] libovolné a jejichž zvláštńım př́ıpadem jsou jak podmı́nky
počátečńı (při bij = 0), tak tzv. periodické (při t0 = tl, t1 = tr, bij = δji a
c0i = 0 pro všechna i, j = 1, . . . , n) a daľśı. Tomuto lineárńımu systému a
uvedeným okrajovým podmı́nkám odpov́ıdaj́ı vektorové zápisy (5.15) a

x(tl) = c0, resp. x(tl) = Bx(tr) + c0.

Jak již bylo uvedeno, vytvořit matematický model dynamického systému,
který výstižně popisuje jeho dynamiku podnikových proces̊u, je obt́ıžné mimo
jiné proto, že v mnoha reálných systémech naráž́ıme na problém zpožděńı
vlivu některých z modelovaných veličin.

Vhodným prostředkem pro matematický popis těchto vztah̊u jsou právě
funkcionálńı diferenciálńı rovnice, jejichž velmi speciálńı část́ı je i teorie dife-
renciálńıch rovnic se zpožděnými argumenty. Hlavńı výhoda těchto model̊u
spoč́ıvá v možnosti simulačńıch experiment̊u, které se zaměřuj́ı na vliv změn
parametr̊u zahrnutých v modelu na chováńı sledovaných proměnných.

Soustřed’me se nyńı na zvláštńı př́ıpady systémů funkcionálńıch dife-
renciálńıch rovnic, nejdř́ıve na tzv. systémy diferenciálńıch rovnic s kon-
stantńım zpožděńım (uvažovat lze i s v́ıce a nekonstantńımi zpožděńımi nebo
obecněji s

”
odkloněnými“ argumenty)

x′i(t) = fi(t, xi(t−∆), . . . , xn(t−∆)) (i = 1, . . . , n),

respektive tzv. lineárńı systémy diferenciálńıch rovnic s konstantńım zpoždě-
ńım

x′i(t) = pi1(t)xi(t−∆) + . . .+ pin(t)xn(t−∆) + g0i(t) (i = 1, . . . , n),
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kde ∆ ≥ 0 a př́ıpadně na systémy obsahuj́ıćı jak komponenty řešeńı se
zpožděńım, tak bez zpožděńı. Vzhledem k této nové situaci je třeba znát
chováńı řešeńı

”
před“ aktuálńım časem t. Proto muśı být podmı́nky chováńı

řešeńı doplněny o tomu odpov́ıdaj́ıćı údaj, o
”
historii“ řešeńı pro t ∈ [tl−∆, tl)

např́ıklad ve tvaru

xi(t) = hi(t) pro t ∈ [tl −∆, tl) (i = 1, . . . , n),

kde funkce h1, . . . , hn jsou spojité na uvedeném intervalu. Tomu, při použit́ı
vektorového zápisu, odpov́ıdaj́ı systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic
s konstantńım zpožděńım ∆

x′(t) = f(t, x(t−∆)), resp. x′(t) = P (t)x(t−∆) + g0(t)

doplněné podmı́nkou

x(t) = h(t) pro t ∈ [tl −∆, tl) .

Pokud budeme v uvažovaném modelu požadovat spojitou návaznost řešeńı
na funkci h, která

”
historii“ řešeńı popisuje v čase t ≤ tl, pak obecné okrajové

podmı́nky, př́ıpadně jejich zvláštńı př́ıpady přejdou pouze do tvaru Cauchy-
ovy počátečńı podmı́nky

x(tl) = h(tl),

respektive
x(t) = h(t) pro t ∈ [tl −∆, tl].

Jestliže připust́ıme i nespojitý přechod od funkce h popisuj́ıćı
”
historii“

řešeńı před časem tl k řešeńı x uvažovaných systémů diferenciálńıch rovnic na
intervalu [tl, tr], může mı́t funkce x vyhovuj́ıćı okrajové podmı́nce H(x) = 0
a podmı́nce x(t) = h(t) t ∈ [tl −∆, tl] v bodě tl nespojitost typu skoku.

Obecněji, v práci uvedená matematická tvrzeńı jsou proto formulována
jak pro lineárńı, tak nelineárńı systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic se
zpožděńımi na intervalu [tl, tr] ve tvaru

x′(t) = P (t)x(t) +
s∑
i=1

Pi(t)x(τi(t)) + g0(t), (5.7)

resp.
x′(t) = P (t)x(t) + f(t, x(τ1(t)), . . . , x(τs(t))), (5.8)

kde funkce τi (i = 1, . . . , s) jsou tzv. zpožděńı (tj. τi(t) ≤ t pro t ∈ [tl, tr] a
i = 1, . . . , s) a nav́ıc

x(t) = h(t) pro t < tl, (5.9)
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přičemž P a Pi (i = 1, . . . , s) jsou maticové funkce řádu n, g je vekto-
rová n-dimenzionálńı funkce, f je n-dimenzionálńı vektorová funkce 1 + s · n
proměnných, h je vektorová n-dimenzionálńı funkce. Spolu s těmito systémy
diferenciálńıch rovnic požadujeme, aby jejich řešeńı splňovalo tzv. lineárńı
okrajové podmı́nky Cauchyova typu

x(t0) = l0(x) + c0, (5.10)

kde t0 ∈ [tl, tr], l0 je lineárńı vektorový n-dimenzionálńı funkcionál a c0 je
konstantńı vektor dimenze n.

Specifický charakter těchto tzv. okrajových úloh (5.7), (5.9), (5.10) resp.
(5.8), (5.9), (5.10) pro systémy se zpožděnými (obecně odkloněnými) argu-
menty je přitom vhodněǰśı pro naše účely interpretovat ve tvaru

x′(t) = P (t)x(t) +
s∑
i=1

χI(τi(t))Pi(t)x(τ 0
i (t)) + g(t), (5.11)

kde

g(t) = g0(t) +
s∑
i=1

(1− χI(τi(t)))Pi(t)h(τi(t))

a

τ 0
i (t) =


τi(t) pro τ(t) ∈ I

(i = 1, . . . , s)
tl pro τ(t) < tl

resp.

x′(t) = P (t)x(t) + f(t, χI(τ1(t))x(τ 0
1 (t)) + (1− χI(τ1(t)))h(τ1(t)), . . . ,

χI(τ1(t))x(τ 0
s (t)) + (1− χI(τs(t)))h(τs(t))),

(5.12)
a současně okrajovou podmı́nku (5.10) doplnit o podmı́nku (5.9) - t.j. o popis
řešeńı x vlevo od bodu tl na

x(t0) = l0(x) + c0, x(t) = h(t) pro t < tl (5.13)

Zřejmě zvláštńım př́ıpadem obecně nelineárńıho systému (5.8) je lineárńı
systém (5.7) - stač́ı položit

f(t, x(τ1(t)), . . . , x(τs(t))) =
s∑
i=1

Pi(t)x(τi(t)) + g0(t).

Společnými zvláštńımi př́ıpady jsou lineárńı systémy s jedńım zpožděńım

x′(t) = P (t)x(t) + P1(t)x(τ(t)) + g0(t), (5.14)
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resp. bez zpožděńı
x′(t) = P (t)x(t) + g(t), (5.15)

a zvláštńım př́ıpadem nelineárńıho systému (5.8) s vydělenou lineárńı část́ı
je systém obyčejných diferenciálńıch rovnic ve tvaru

x′(t) = P (t)x(t) + f(t, x(t)). (5.16)

Zvláštńım př́ıpadem podmı́nek (5.13) je např́ıklad počátečńı (Cauchyova)
podmı́nka

x(t0) = c0, x(t) = h(t) pro t < tl (5.17)

nejčastěji použ́ıvaná v praxi, periodická okrajová podmı́nka

x(tl) = x(tr), x(t) = h(t) pro t < tl, (5.18)

lineárńı 2-bodová, př́ıpadně m-bodová podmı́nka, integrálńı podmı́nka a daľśı.
Přesto, že obecná matematická část úvah přirozeně využ́ıvá co nejobec-

něǰśıch předpoklad̊u o charakteristikách uvažovaných matematických mo-
del̊u tzv. okrajových úloh (5.7), (5.9), (5.10), resp. (5.8), (5.9),(5.10) - le-
besquovská integrabilita maticových funkćı P, Pi (i = 1, . . . , s) a vektorové
funkce g, měřitelnost zpožděńı τi (i = 1, . . . , s) , carathéodoryovskost vek-
torové funkce f , spojitost a př́ıpadně ohraničenost vektorové funkce h a li-
nearita funkcionálu l0, stač́ı v úvahách o ekonomických modelech použ́ıt jen
zvláštńı př́ıpady těchto obecných možnost́ı.

V konkrétńıch matematických modelech ekonomických dynamických pro-
ces̊u v podnikovém ř́ızeńı jsou na intervalu I = [tl, tr]

- koeficienty maticových funkćı P , Pi (i = 1, . . . , s) a vektorové funkce g0

resp. g spojité a nebo
”

po částech“1 spojité a h spojitá a př́ıp. ohraničená
pro t < tl

- zpožděńı τi(t) ≡ t − ∆i(t), kde ∆i jsou nezáporné a spojité nebo po
částech spojité funkce (i = 1, . . . , s)

- komponenty vektorové funkce f jsou vzhledem k t spojité nebo po částech
spojité a vzhledem k x spojité

- lineárńı vektorový funkcionál l0 budeme uvažovat v m-bodovém tvaru∑m
j=1 Bjx(tj), kde Bj (j = 1, . . . ,m) jsou čtvercové matice řádu n

reálných č́ısel a tl ≤ t1 < t2 < . . . < tm ≤ tr.
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Obr. 5.1:
”
Hladká“ křivka spojitě navazuj́ıćı na historickou funkci, zdroj:

vlastńı zpracováńı

Obr. 5.2: Křivka s
”
hroty“ spojitě navazuj́ıćı na historickou funkci, zdroj:

vlastńı zpracováńı

V př́ıpadě
”
jen“ po částech spojitých komponent systémů je grafem každé

komponenty řešeńı na intervalu [tl, tr] spojitá křivka, která zde může mı́t
neprázdnou (v př́ıpadě splněńı předpoklad̊u ekonomických dynamických mo-
del̊u konečnou) množinu bod̊u, v nichž nelze konstruovat tečny, tzv.

”
hroty“.

Toto řešeńı ilustruje obrázek 5.2.

Poznámka 2 Př́ıpad, kdy ∆i (i = 1, . . . , s) jsou kladné konstanty (nuly),
popisuje systémy s konstantńımi zpožděńımi (bez zpožděńı).

Poznámka 3 Při l0 ≡ 0 je podmı́nka (5.10) Cauchyovou (počátečńı) pod-
mı́nkou, při t0 = tl, m = 1, t1 = tr, B1 = E a c0 = 0 je m-bodová podmı́nka
(5.10) zvláštńı 2 bodovou tzv. periodickou okrajovou podmı́nkou.

1Funkci φ budeme nazývat po částech spojitou na intervalu I, je-li na intervalu I
omezená a má zde nejvýše konečný počet bod̊u nespojitosti.
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Obr. 5.3: Po částech spojitá křivka spojitě navazuj́ıćı na historickou funkci,
zdroj: vlastńı zpracováńı

Současně s mı́rou obecnosti předpoklad̊u požadovaných po pravé straně
uvažovaných systémů diferenciálńıch rovnic (5.7), resp. (5.8) je vázán i cha-
rakter řešeńı uvažovaných okrajových úloh (5.7), (5.9), (5.10), resp. (5.8),
(5.9), (5.10). Ve zmı́něné obecnosti je na intervalu [tl, tr] řešeńım tzv. abso-
lutně spojitá vektorová funkce x vyhovuj́ıćı skoro všude systému (5.7), resp.
(5.8) a okrajovým podmı́nkám (5.13). To odpov́ıdá tzv. carathéodoryovskému
pojet́ı řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic, jehož teorie se rozv́ıj́ı velmi
intenzivně v posledńıch padesáti letech.

Za předpokladu spojitosti všech do děje vstupuj́ıćıch komponent systémů
je řešeńım spojitá vektorová funkce x, maj́ıćı spojitou i prvńı derivaci a vy-
hovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám (5.10). Toto pojet́ı řešeńı je tzv. klasickým
(spojitě diferencovatelným) řešeńım diferenciálńıch rovnic. Pokud kompo-
nenty uvažovaných systémů budou po částech spojité (v uvedeném smyslu),
vzhledem k t je řešeńım uvažovaných úloh spojitá vektorová funkce x vy-
hovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám (5.10), která ale v bodech poruch spojitosti
komponent uvažovaného systému nemuśı mı́t derivaci. Takové řešeńı lze také
popsat termı́ny spojitá a po částech diferencovatelná funkce, vyhovuj́ıćı dané
rovnici (systému). Přitom i tato dvě speciálněǰśı pojet́ı řešeńı a s nimi spo-
jené předpoklady o vlastnostech uvažovaných rovnic jsou zvláštńımi př́ıpady
obecné carathéodoryovské koncepce teorie diferenciálńıch rovnic. Velmi pod-
statně se rozd́ıly uvedených koncepćı projev́ı v metodice celé teorie a v ge-
ometrické interpretaci řešeńı uvažovaných úloh. Grafem každé komponenty
řešeńı v př́ıpadě spojitých komponent systémů je

”
hladká“ křivka (v každém

bodě intervalu [tl, tr] lze konstruovat tečnu) - viz. obrázek 5.1.

69



5.2 Př́ıpad lineárńıho ekonomického modelu

Výhodou dynamických model̊u v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku po-
psaných pomoćı lineárńıch systémů obyčejných diferenciálńıch rovnic se zpož-
děńımi je jejich jednoduchost, což je d̊uležité pro aplikaci model̊u v praxi. Při
konstrukci těchto model̊u je však nutné ověřit, zda správnost výsledku neńı
ovlivněna faktem, že skutečné vztahy se obvykle odchyluj́ı od předpokládané
linearity. I přes jisté nepřesnosti je možné s jistotou ř́ıct, že tyto modely
poskytuji velmi užitečné informace pro rozhodováńı. Běžný př́ıstup ke slo-
žitěǰśım, nelineárńım, problémům je jejich linearizace. Ekonomické modely,
popisované lineárńımi vztahy, byly intenzivně zkoumány od 30. let minulého
stolet́ı a oṕırá se o ně současná ekonometrie.

V této práci jsou v kapitole 6 jako ilustrativńı př́ıklady nového postupu
podrobněji analyzovány lineárńı dynamické modely popisuj́ıćı trh s dr̊ubež́ım
masem a modely ř́ızeńı zásob.

Popis ńıže použité matematické symboliky, definice použ́ıvaných pojmů
a z literatury převzatá potřebná tvrzeńı jsou uvedena v př́ıloze na str. 172.

5.2.1 Lineárńı př́ıpad se zpožděńım

Uvažujme nejdř́ıve na uzavřeném intervalu I = [tl, tr] lineárńı okrajové úlohy
pro lineárńı systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic se zpožděńımi (5.7),
(5.9), (5.10).
S využit́ım charakteristické funkce χI intervalu I označme

p(x)(t) = P (x)x(t) +
s∑
i=1

χI(τi(t))Pi(t)x(τ 0
i (t)) + g(t),

kde

τ 0
i (t) =

{
τi(t) pro τi(t) > tl
tl pro τi(t) ≤ tl

(i = 1, . . . , s),

g(t) = g0(t) +
s∑
i=1

(1− χI(τi(t)))Pi(t)h(τi(t))

a
l(x) = x(t0)− l0(x).

Z vlastnost́ı P, Pi ∈ L(I;Rn×n) (i = 1, . . . , s), g ∈ L(I;Rn), τi : I → R
(i = 1, . . . , s) jsou měřitelné funkce, l0 : C(I;Rn)→ Rn je lineárńı ohraničený
funkcionál, t0 ∈ I a c0 ∈ Rn, které jsou garantovány

”
předpoklady ekono-

mických dynamických modelech“ plyne, že okrajové úlohy (5.7), (5.9), (5.10)
jsou zvláštńımi př́ıpady úlohy
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x′(t) = p(x)(t) + g(t) (5.19)

s lineárńımi okrajovými podmı́nkami

l(x) = c0, (5.20)

kde p ∈ C (I;Rn) → L (I;Rn) je lineárńı silně ohraničený operátor a
l : C(I;Rn) → Rn je lineárńı ohraničený funkcionál. Z výše uvedeného
konkrétńıho tvaru operátoru p nav́ıc plyne, že je i Volterr̊uv vzhledem k bodu
t∗ = tl.

Vektorová funkce x absolutně spojitá na intervalu I se nazývá řešeńı
lineárńıho systému funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic (5.19), jestliže skoro
všude na intervalu I vyhovuje rovnici (5.19). Řešeńım lineárńı okrajové úlohy
(5.19), (5.20) rozumı́me řešeńı systému (5.19) splňuj́ıćı podmı́nku (5.20).

V práci (Kiguradze & Půža, 1997a) byla odvozena kritéria jednoznačné ře-
šitelnosti okrajové úlohy (5.19), (5.20) jak v plné obecnosti, tak ve vybraných
zvláštńıch př́ıpadech, a byly řešeny otázky nezápornosti a korektnosti řešeńı.
Konstrukci řešeńı okrajových úloh (5.19), (5.20) však zat́ım nebyla, přes
d́ılč́ı výsledky (Bobalová & Maňásek, 2007; Maňásek, 2007; Novotná, 2012),
věnována dostatečná pozornost. Tento nedostatek částečně řeš́ı práce (Půža
& Novotná, 2018), přičemž dř́ıve publikované výsledky jsou jej́ımi zvláštńımi
př́ıpady.

Pro lineárńı okrajovou úlohu (5.19), (5.20) je popsána metoda konstrukce
jej́ıho řešeńı prostřednictv́ım posloupnosti řešeńı přidružených jednodušš́ıch
lineárńıch okrajových úloh. Jsou odvozeny podmı́nky použitelnosti této me-
tody postupných aproximaćı v obecném i řadě speciálńıch př́ıpad̊u, je doká-
zána stabilita uvedené metody v uvedeném smyslu a postupy jsou ilustrovány
př́ıklady řešenými v programu Maple.

Základem postupu umožňuj́ıćıho formulaci postačuj́ıćıch, př́ıpadně nut-
ných a postačuj́ıćıch podmı́nek jednoznačné řešitelnosti úlohy (5.19), (5.20)
je fredholmovost této lineárńı úlohy.

Tvrzeńı 5.1 (viz. (Kiguradze & P̊uža, 1997a) - Theorem 1.1)
Necht’ p ∈ C (I;Rn) → L (I;Rn) je lineárńı silně ohraničený operátor a
l : C(I;Rn)→ Rn je lineárńı ohraničený funkcionál. Lineárńı okrajová úloha
(5.19), (5.20) má právě jedno řešeńı tehdy a jenom tehdy, když přidružená
homogenńı okrajová úloha

x′(t) = p(x)(t), l(x) = 0 (5.21)

má pouze triviálńı řešeńı.
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S pomoćı tohoto tvrzeńı lze integraćı a iterováńım obdržet postačuj́ıćı
podmı́nky jednoznačné řešitelnosti úlohy (5.19), (5.20) a s využit́ım volterrov-
skosti operátoru p i nutné a postačuj́ıćı podmı́nky jednoznačné řešitelnosti
této úlohy. Významnou úlohu přitom hraje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.2 (viz. (Kiguradze & P̊uža, 1997a) - Lemma 1.1)
Jestlǐze lineárńı silně ohraničený operátor p : C(I;Rn) → L(I;Rn) je Vol-
terr̊uv vzhledem k t∗ ∈ I, pak existuje takové η ∈ L(I;R), že pro libovolné
x ∈ C(I;Rn) plat́ı

1. ‖p(x)(t)‖ ≤ η(t)‖x‖t∗,t pro skoro všechna t ∈ I

2. ‖pk(x)(t)‖ ≤ 1
k!
|
∫ t
t∗
η(s)ds |k ‖x‖t∗,t pro t ∈ I (k = 1, 2, . . .),

kde ‖x‖t∗,t = max {‖x(s)‖ : s ∈ It∗,t}.

Pro ilustraci v práci (Půža & Novotná, 2018) odvozených tvrzeńı presen-
tujeme následuj́ıćı, která obsahuje jak kriteria jednoznačné existence řešeńı,
tak popis jeho konstrukce.

Věta 5.1 (viz. (Kiguradze & P̊uža, 1997a) - Theorem 1.2´)
Necht’ p : C(I, Rn)→ L(I;Rn) je lineárńı silně ohraničený Volter̊uv operátor
vzhledem k bodu t∗ ∈ I a l : C(I;Rn) → Rn lineárńı ohraničený funkcionál,
g ∈ L (I;Rn) a c0 ∈ Rn. Pak lineárńı okrajová úloha (5.19), (5.20) je jedno-
značně řešitelná tehdy a jenom tehdy, když existuj́ı k,m ∈ N a A ∈ Rn×n

+

tak, že matice Λk je regulárńı,

r(A) < 1, (5.22)

a pro všechna řešeńı x ∈ C̃(I, Rn) homogenńı okrajové úlohy (5.21) je

|pk,m(x)|C ≤ A|x|C . (5.23)

Poznámka 4 Předpoklady tohoto tvrzeńı a př́ıpadně d̊usledk̊u dokázaných
v (Kiguradze & Půža, 1997a), resp. (Kiguradze & Půža, 2003), garantuj́ı
i tzv. korektnost (spojitou závislost řešeńı na změnách počátečńıch podmı́nek
a pravých stran) uvažovaných lineárńıch úloh, nezbytnou pro úspěšné nume-
rické řešeńı těchto úloh.

Věta 5.2 (viz. (P̊uža & Novotná, 2018) - Theorem 2.)
Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 5.1, podmı́nka (5.23) plat́ı na C(I;Rn)
a x ∈ C̃(I;Rn) je řešeńım okrajové úlohy (5.19), (5.20). Pak pro libovolné
x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N maj́ı právě jedno řešeńı xν ∈ C̃(I;Rn) i okra-
jové úlohy

x′ν(t) = p(xν−1)(t) + g(t), (5.24)
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xν(t0) = Λ−1
k

[
c0 − l(pk (xν−1))− l

(
k∑
i=1

pi−1(ĝ)

)]
, (5.25)

a plat́ı
lim
ν→∞
‖x− xν‖C = 0. (5.26)

Důkaz: Z předpoklad̊u věty plyne, že úloha (5.19), (5.20) má podle
Věty 5.1 právě jedno řešeńı x. Integraćı rovnosti (5.19), jej́ı násobnou iteraćı,
využit́ım okrajové podmı́nky (5.20) a předpokladu regularity při k-té iteraci,
obdrž́ıme pro řešeńı x naš́ı úlohy i rovnice

x(t) = c+ p1(x)(t) + ĝ(t) =
= p2(x)(t) + (E + p1(E)(t))c+ (ĝ(t) + p1(ĝ)(t)) = . . . =

= pk(x)(t) +
∑k

i=1 p
i−1(E)(t)c+

∑k
i=1 p

i−1(ĝ)(t) = . . . =
= pk,m(x)(t) +Dk,m(ĝ, c0)(t),

kde

c = Λ−1
k

[
c0 − l(pk (x))− l

(
k∑
i=1

pi−1(ĝ)

)]
respektive

x = Tx = Tx,

kde T,T : C(I;Rn)→ C(I;Rn) jsou spojité operátory

Tx = c+ p1(x) + ĝ = pk,1(x) +Dk,1(ĝ, c0),
Tx = pk,m(x) +Dk,m(ĝ, c0)

a
T = Tm = T (Tm−1).

Stač́ı dokázat, že operátor T je kontrakćı. Bud’te proto x, y ∈ C(I, Rn)
libovolné vektorové funkce, pak podle (5.23)

|Tx−Ty|C = |pk,m(x− y)|c ≤ A|x− y|C ,

kde A ∈ Rn×n
+ a r(A) < 1. Odtud plyne, že uvedený operátor T je kontrakćı

s Lipschtzovou konstantou q = r(A) ∈ [0, 1).
Protože T : C(I;Rn)→ C(I;Rn) je spojitý a Tm = T je kontrakćı, z Tvr-

zeńı A.2 plyne, že i rovnice x = Tx má právě jedno řešeńı x, které je současně
řešeńım naš́ı okrajové úlohy a které lze źıskat metodou postupných aproxi-
maćı xν = Txν−1 (ν ∈ N), kde je x0 ∈ C(I;Rn) libovolná, tj. prostřednictv́ım
řešeńı úloh (5.24), (5.25).
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Poznámka 5 Výše popsaná metoda konstrukce řešeńı (metoda postupných
aproximaćı) je v jistém smyslu stabilńı - je-li x řešeńım úlohy (5.19), (5.20)
a x̄ν (ν ∈ N) řešeńım úlohy

x̄′ν(t) = p(x̄ν−1)(t) + g(t) + ḡν(t), l(x̄ν) = c0 + c̄ν ,

přičemž

lim
ν→∞

(∫ tr

tl

|ḡν(t)|dt+ |c̄ν |
)

= 0,

pak x̄ν konverguje stejnoměrně na I k řešeńı x.

Označme uν(t) = x(t)− xν(t), t ∈ I. Potom uν vyhovuje rovnićım

u′ν(t) = p(uν−1)(t) +Dk,m(ˆ̄gν , c̄ν).

Z uvedené podmı́nky a spojitosti Dk,m plyne, že limν→∞D
k,m(ˆ̄gν , c̄ν) = 0 a

z vlastnost́ı operátoru plyne pk,m, že limν→∞ uν = 0. Odtud vyplývá tvrzeńı
(viz. též práce (Půža & Novotná, 2018)).

V práci (Půža & Novotná, 2018) uvedená tvrzeńı popisuj́ı metody po-
stupných aproximaćı řešeńı úloh obecněǰśıch i př́ımo popisuj́ıćıch lineárńı
dynamické ekonomické systémy. Např́ıklad volbou l(x) ≡ x(t0) obdrž́ıme
z Důsledku 1 publikace (Půža & Novotná, 2018) resp. Věty 5.2, kritérium jed-
noznačné řešitelnosti Cauchyovy počátečńı úlohy pro obecný lineárńı systém
s Volterrovským operátorem.

Důsledek 5.1 Necht’ p : C(I, Rn) → L(I;Rn) je lineárńı silně ohraničený
Volterr̊uv operátor vzhledem k t∗ ∈ I, g ∈ L(I, Rn), t0 ∈ I a c0 ∈ Rn. Pak
Cauchyova počátečńı lineárńı úloha

x′(t) = p(x)(t) + g(t), x(t0) = c0

má právě jedno řešeńı x, pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má
jediné řešeńı xν i úloha

x′ν(t) = p(xν−1)(t) + g(t), xν(t0) = c0

a plat́ı (5.26).

Důkaz: Položme l(x) = x(t0). Zřejmě pro každé k ∈ N

Λk = l

(
k∑
i=1

pi−1(E)

)
=

k∑
i=1

pi−1(E)(t0) = E
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a l(pk(x)(t) =
∫ t0
t0
p(pk−1(x))(s)ds = 0 =

∫ t0
t0
p(pk−1(ĝ))(s)ds. Proto též

Λ−1
k = E a pk,m(x)(t) = pm(x)(t).

Protože p je Volterrovský, existuje podle Lemmy 5.2 m ∈ N a matice A
s prvky menš́ımi než 1

2n
tak, že plat́ı podmı́nky (5.22) i (5.23). Tvrzeńı plyne

z Věty 5.2.

Důsledek 5.2 Necht’ P, P1 ∈ L(I;Rn×n), funkce τ : I → R je spojitá a
τ(t) ≤ t na I, g0 ∈ L(I;Rn), t0 ∈ I, c0 ∈ Rn a h je na intervalu (−∞, 0)
spojitá a ohraničená. Pak Cauchyova počátečné úloha pro lineárńı systém
s jedńım (obecně nekonstantńım) zpožděńım (5.14), (5.17) má právě jedno
řešeńı x, pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má jediné řešeńı xν
i počátečńı úloha

x′ν(t) = P (t)xν−1(t) + χI(τ(t))P1(t)xν−1(τ 0(t))+
+ (1− χI(τ(t)))P1(t)h(τ(t)) + g0(t),

xν(t0) = c0,
(5.27)

kde

τ 0(t) =

{
τ(t) pro τ(t) > tl
tl pro τ(t) ≤ tl,

a plat́ı (5.26).

Poznámka 6 V př́ıpadě požadavku spojité návaznosti řešeńı x počátečńı
úlohy (5.14), (5.17) na funkci h popisuj́ıćı řešeńı x pro t < (≤) tl, nahrad́ıme
konstantu c0 hodnotou limt→t−l

h(t).
Analogické tvrzeńı lze z Důsledku 5.1 odvodit i pro Cauchyovu počátečńı

úlohu pro lineárńı systém s libovolným konečným počtem zpožděńı (5.7).

O jednoznačné existenci a konstrukci řešeńı okrajové úlohy

x′(t) = p(x)(t) + g(t), x(t0) = l0(x) + c0, (5.28)

vhodné pro použit́ı v modelech ekonomických proces̊u, lze analogicky odvodit
i následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 5.3 (viz. (Škapa & Novotná, 2019), Theorem 5.3)
Necht’ p : C(I, Rn)→ L(I;Rn) je lineárńı silně ohraničený Volterr̊uv operátor
vzhledem k t∗ ∈ I, l0 : C(I;Rn)→ Rn lineárńı ohraničený funkcionál, t0 ∈ I,
g ∈ L(I;Rn) a c0 ∈ Rn. Jestlǐze existuj́ı k,m ∈ N a A ∈ Rn×n tak, že ma-

tice Λk = E − l0
(∑k

i=1 p
i−1(E)

)
je regulárńı, r(A) < 1 a podmı́nka (5.23)

plat́ı na C(I;Rn), pak úloha (5.28) má právě jedno řešeńı x, pro libovolné
x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má jednoznačné řešeńı xν i počátečńı úloha

x′ν(t) = p(xν−1)(t) + g(t),
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xν(t0) = Λ−1
k [c0 + l0(pk(xν−1)) +

k∑
i=1

l0(pi−1(ĝ))]

a plat́ı (5.26).

Důkaz: Analogicky d̊ukazu Věty 5.2 garantuj́ı předpoklady podle Věty
5.1 existenci právě jednoho řešeńı x úlohy (5.28). Integraćı rovnosti (5.19), jej́ı
násobnou iteraćı a využit́ım okrajové podmı́nky (5.20) s l(x) = x(t0)− l0(x)
při k-té iteraci odvod́ıme, že toto řešeńı x uvažované úlohy je i řešeńım rovnice
x = Tx, kde operátor T : C(I;Rn)→ C(I;Rn) je definována vztahem

Tx = pk,m(x) +Dk,m(ĝ, c0),

kde

pk,m(x) = pm(x)(t) +

[
m∑
i=1

pi−1(E)(t)

]
Λ−1
k l0(pk(x)),

Dk,m(ĝ, c0) =

[
m∑
i=1

pi−1(E)

]
Λ−1
k [c0 + l0

k∑
i=1

(pi−1(ĝ)) +
m∑
i=1

pi−1(ĝ)].

Operátor T je tedy spojitý, označ́ıme-li T zobrazeńı definované na C(I;Rn)

Tx = pk,1(x) +Dk,1(ĝ, c0),

je zřejmě T : C(I;Rn) → C(I;Rn) spojitý operátor a Tm = T (Tm−1) = T.
Protože pro každé x, y ∈ C(I;Rn) je

|Tx−Ty|c = |pk,m(x− y)|c ≤ A|x− y|c,

kde, podle předpokladu věty, je r(A) < 1, je operátor T kontrakćı s Lipschit-
zovou konstantou q = r(A) ∈ [0, 1) a z Tvrzeńı A.2 plyne, že rovnice x = Tx
má právě jedno řešeńı x, které je současně řešeńım okrajové úlohy (5.28) a
které lze źıskat popsanou metodou postupných aproximaćı.

Např́ıklad volbou p(x)(t) = P (t)x(t) + χI(τ(t))P1(t)x(τ 0(t)), t0 = tl a
l0(x) = Bx(tr), kde B ∈ Rn×n, obdrž́ıme řešeńı 2-bodové lineárńı úlohy
obsahuj́ıćı pro B = E periodickou úlohu.

Důsledek 5.3 Necht’ P, P1 ∈ L(I;Rn×n), funkce τ : I → R je spojitá a
τ(t) ≤ t na I, g0 ∈ L(I;Rn), c0 ∈ Rn, h je na intervalu (−∞, 0) spojitá a
ohraničená a B ∈ Rn×n. Jestlǐze matice

Λ1 = E −B,

76



resp.

Λ2 = E −B +B

∫ tr

tl

(P (t) + χI(τ(t))P1(t))dt

je regulárńı a existuje m ∈ N a matice A ∈ Rn×n tak, že r(A) < 1 a podmı́nka
(5.23) s k = 1 resp. k = 2 plat́ı na C(I;Rn), pak má lineárńı úloha (5.14),

x(tl) = Bx(tr) + c0, x(t) = h(t) pro t < tl

jediné řešeńı x, pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má jediné řešeńı
xν má také úloha (5.27),

xν(tl) = Λ−1
1

[
c0 +B

∫ tr

tl

(p(xν−1)(t) + g(t))dt

]
resp.

xν(tl) = Λ−1
2

[
c0 +B

∫ tr

tl

(
p

(∫ ·
tl

p(xν−1)(s)ds

)
(t) + p(ĝ)(t) + g(t)

)
dt

]
a plat́ı (5.26).

Důsledek 5.4 Necht’ P, P1 ∈ L(I;Rn×n), funkce τ : I → R je spojitá a
τ(t) ≤ t na I, g0 ∈ L(I;Rn), c0 ∈ Rn, h je na intervalu (−∞, tl) spojitá a
ohraničená, matice Λ =

∫ tr
tl

(P (t) + χI(τ(t))P1(t))dt je regulárńı a existuje

m ∈ N a matice A ∈ Rn×n tak, že r(A) < 1 a podmı́nka(5.23) plat́ı na
C(I;Rn). Pak má lineárńı systém (5.14) právě jedno řešeńı x vyhovuj́ıćı
podmı́nce (5.18), pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má jediné řešeńı
xν také úloha (5.27),

xν(tl) = Λ−1

∫ ts

tl

[
p

(∫ ·
tl

p(xν−1)(s)ds+ ĝ

)
(t) + g(t)

]
dt

a plat́ı (5.26)

5.2.2 Lineárńı př́ıpad s oddělenou část́ı bez zpožděńı

Využijme nyńı tvaru uvažovaného systému lineárńıch diferenciálńıch rovnic
s oddělenou část́ı bez zpožděńı a okrajových podmı́nek v Cauchyově tvaru:

x′(t) = P (t)x(t) + p0(x)(t) + g(t), (5.29)

x(t0) = l0(x) + c0, (5.30)
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kde P ∈ L(I, Rn×n), operátor p0 : C(I, Rn) → L(I, Rn) je lineárńı silně
ohraničený a Volterr̊uv vzhledem k t? ∈ I, funkcionál l0 : C(I, Rn)→ Rn je
lineárńı ohraničený, t0 ∈ I, g ∈ L(I, Rn) a c0 ∈ Rn.

V práci (Škapa & Novotná, 2019) je popsána metoda konstrukce řešeńı
této úlohy prostřednictv́ım posloupnosti řešeńı přidružených jednodušš́ıch
lineárńıch okrajových úloh, využ́ıvaj́ıćı znalosti Greenova operátoru přidru-
žené úlohy. To mezi jiným dovoluje využ́ıt pro konstrukci řešeńı takových
úloh na uzavřeném intervalu I ⊂ R daľśı postupy.

Obecné tvrzeńı o jednoznačné řešitelnosti úlohy (5.29), (5.30) je uvedeno
ve Větě 2 (Půža & Novotná, 2018).

Věta 5.4 ((Kiguradze & P̊uža, 2003) Theorem 1.3.2)
Necht’ P0 ∈ L(I, Rn×n), operátor p0 : C(I, Rn) → L(I, Rn) je silně ohra-
ničený, t0 ∈ I, funkcionál l0 : C(I, Rn) → Rn je lineárńı ohraničený a
g ∈ L(I, Rn), c0 ∈ Rn a homogenńı úloha

x′(t) = P0(t)x(t), x(t0) = l0(x) (5.31)

má pouze triviálńı řešeńı. Necht’ dále pro každé x ∈ C(I, Rn) plat́ı nerovnost∫ tr

tl

|G0(t, s)p0(x)(s)|ds ≤ A|x|C , (5.32)

kde G0 je Greenova matice úlohy (5.31) a A ∈ Rn×n
+ je matice, vyhovuj́ıćı

podmı́nce
r(A) < 1. (5.33)

Pak má úloha (5.29), (5.30) právě jedno řešeńı x ∈ C̃(I, Rn).

Důkaz: Označ́ıme-li p(x)(t) = P0(t)x(t) + p0(x)(t) a l(x) = x(t0)− l0(x),
pak z předpoklad̊u věty plyne, že jsou splněny i předpoklady věty Theorem
1.3.2 (Kiguradze & Půža, 2003). Úloha (5.29), (5.30) má tedy právě jedno
řešeńı x ∈ C̃(I, Rn).

Věta 5.5 (viz. (Škapa & Novotná, 2019), Theorem 5.5.)
Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 5.4 a x ∈ C̃(I;Rn) je řešeńım okrajové
úlohy (5.29), (5.30). Pak pro libovolné x0 ∈ C(I, Rn) a každé ν ∈ N má
jediné řešeńı xν i úloha

x′ν(t) = P0(t)xν(t) + p0(xν−1)(t) + g(t), (5.34)

xν(t0) = l0(xν) + c0, (5.35)

a plat́ı (5.26).

78



Důkaz: Z Věty 5.4 plyne jednoznačná existence řešeńı uvažované úlohy.
Dále, je-li x řešeńım okrajové úlohy (5.29), (5.30), je i řešeńım úlohy

x′(t) = P0(t)x(t) + g0(t), l(x) = c0, (5.36)

kde g0(t) = p0(x)(t) + g(t), která má právě jedinou fundamentálńı matici
Y0 ∈ C(I, Rn×n) a jedinou Greenovu matici G0 : I × I → Rn×n takové, že
řešeńı okrajové úlohy (5.36) lze vyjádřit Greenovou formuĺı

x(t) = Y0(t)c0 +

∫ tr

tl

G0(t, s)g0(s)ds.

Označme dále

Tx = Y0(t)c0 +

∫ tr

tl

G0(t, s)[p0(x)(s) + g(s)]ds.

Řešeńı okrajové úlohy (5.29), (5.30) zřejmě vyhovuje rovnici x = Tx, kde
operátor T : C(I;Rn)→ C(I;Rn) je spojitý a kontraktivńı, nebot’ z předpo-
klad̊u věty plyne, že pro každé x, y ∈ C(I, Rn)

|Tx− Ty|c ≤
∫ tr

tl

|G0(t, s)p0(x− y)(s)|ds ≤ A|x− y|c

je r(A) < 1. Operátor T je tedy kontraktivńı s Lipschitzovou konstantou
q = r(A) ∈ [0, 1).

Z věty o pevném bodu Tvrzeńı A.1 plyne, že řešeńı rovnice x = Tx
lze naj́ıt jako stejnoměrnou limitu na intervalu I konverguj́ıćı posloupnosti
řešeńı xν úloh xν = Txν−1 (ν ∈ N), kde x0 ∈ C(I, Rn) je libovolná, tedy
úloh (5.34), (5.35).

Věta 5.6 (viz. (Škapa & Novotná, 2019), Theorem 5.6)
Necht’ P ∈ L(I, Rn×n), pro t, s ∈ I plat́ı podmı́nka(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
P (t) = P (t)

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
, (5.37)

p0 : C(I, Rn) → L(I, Rn) je silně ohraničený lineárńı operátor, t0 ∈ I,
l0 : C(I, Rn)→ Rn je lineárńı ohraničený funkcionál a homogenńı úloha

x′(t) = P (t)x(t), x(t0) = 0 (5.38)

má pouze triviálńı řešeńı. Necht’ dále pro každé x ∈ C(I, Rn) plat́ı nerovnosti

|p0(x)(t)| ≤ P0(t)|x|C , |l0(x)| ≤ Λ0|x|C ,
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a

exp

(∫ t

t0

P (s)ds

)
Λ0 + |

∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
P0(s)ds| ≤ A,

kde Λ0, A ∈ Rn×n
+ , P0 ∈ L(I, Rn×n

+ ) a r(A) < 1.
Pak pro libovolné g ∈ L(I, Rn) a c0 ∈ Rn má úloha (5.29), (5.30) právě

jedno řešeńı x ∈ C̃(I, Rn).

Důkaz: Nejdř́ıve ukážeme, že za uvedených předpoklad̊u má úloha (5.29),
(5.30) právě jedno řešeńı. K tomu, stač́ı podle věty Theorem 1.1.1. (Kigu-
radze & Půža, 2003) prokázat, že přidružená homogenńı úloha

x′(t) = P (t)x(t) + p0(x)(t), x(t0) = l0(x)

má pouze triviálńı řešeńı. Označme proto x řešeńı přidružené homogenńı
úlohy. Potom, podle věty Theorem 1.3.2. (Kiguradze & Půža, 2003)

x(t) = exp

(∫ t

t0

P (s)ds

)
l0(x) +

∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
p0(x)(s)ds

a odtud z předpoklad̊u věty postupně plyne

|x|C ≤ A|x|C ,

odtud (E − A) |x|C ≤ 0 a s použit́ım (5.33) x(t) ≡ 0 na I.

Věta 5.7 Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 5.6 a x ∈ C̃(I;Rn) je řešeńım
okrajové úlohy (5.29), (5.30). Pak pro libovolné x0 ∈ C(I, Rn) a každé ν ∈ N
má jediné řešeńı xν i úloha (5.34),

xν(t0) = l0(xν−1) + c0 (5.39)

a plat́ı (5.26).

Důkaz: Z věty 5.6 plyne, že uvažovaná úloha má právě jedno řešeńı
x ∈ C̃(I;Rn). Pak je vektorová funkce x také řešeńım rovnice x = Tx, kde

(Tx)(t) = exp

(∫ t

t0

P (s)ds

)
(l0(x) + c0)+

+

∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
[p0(x)(s) + g(s)] ds.
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Zobrazeńı T je spojitý operátor T : C(I;Rn)→ C(I;Rn) a pro každé
x, y ∈ C(I;Rn) je

|Tx− Ty| ≤ exp
(∫ t

t0
P (s)ds

)
|l0(x− y)|+

+|
∫ t
t0
exp

(∫ t
s
P (ξ)dξ

)
p0(x− y)(s)ds|

≤
[
exp

(∫ t
t0
P (s)ds

)
Λ0 + |

∫ t
t0
exp

(∫ t
s
P (ξ)dξ

)
P0(s)ds|

]
|x− y|c

≤ A|x− y|c

a protože A ∈ Rn×n, r(A) < 1 je operátor T kontrakćı s Lipschitzovou
konstantou q = r(A) ∈ [0, 1).

Z Tvrzeńı A.1 pak plyne nejen existence jediného řešeńı rovnice x = Tx a
tedy i uvažované okrajové úlohy, ale i jeho konstrukce metodou postupných
aproximaćı řešeńı prostřednictv́ım úloh xν = Txν−1 (ν ∈ N), které od-
pov́ıdaj́ı okrajovým úlohám (5.34), (5.39), přičemž funkce x0 ∈ C(I;Rn)
libovolně.

Poznámka 7 Výše uvedená metoda postupných aproximaćı je opět v dř́ıve
uvedeném smyslu stabilńı.

Pro aplikace teorie dynamických systémů se zpožděńım je např́ıklad vhod-
ný d̊usledek pro př́ıpad obecných zpožděńı a d̊usledek pro př́ıpad zpožděńı
konstantńıch.

Důsledek 5.5 Necht’ matice P, Pi ∈ L(I, Rn×n) (i = 1, . . . , s̄), P splňuje na
intervalu I podmı́nku (5.37), úloha (5.38) má pouze triviálńı řešeńı, funkce
τi : I → R (i = 1, . . . , s̄), jsou spojité, τi(t) ≤ t pro t ∈ I a h : (−∞, tl)→ Rn

je spojitá ohraničená funkce.
Pak má počátečńı úloha (5.7), (5.17) pro libovolná g ∈ L(I, Rn) a c0 ∈ Rn

jediné řešeńı x ∈ C̃(I, Rn); pro libovolné x0 ∈ C(I, Rn) a každé ν ∈ N má
jediné řešeńı xν i úloha

x′ν(t) = P (t)xν(t) + Σs̄
i=1χI(τi(t))Pi(t)xν−1(τ 0

i (t))

+Σs̄
i=1 (1− χI(τi(t)))Pi(t)h(τi(t)) + g(t), (5.40)

xν(t0) = c0 (5.41)

kde

τ 0
i (t) =

{
τi(t) pro τi(t) ≥ tl
tl pro τi(t) < tl

(i = 1, . . . , s̄). (5.42)

a plat́ı (5.26).
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Důkaz: Označme

(T0x)(t) = exp

(∫ t

t0

P (s)ds

)
c0+

+

∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)[ s̄∑
i=1

χI(τi(s))Pi(s)x(τ 0
i (s))

]
ds

a

g0(t) =

∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)[ s̄∑
i=1

(1− χI(τi(s)))Pi(s)h(τi(s)) + g(s)

]
ds.

Zřejmě je zobrazeńı T = T0 + g0 : C(I;Rn) → C(I;Rn) spojité. Dokážeme,
že pro dostatečně velké m ∈ N je operátor T = Tm = T (Tm−1) kontrakćı.

Bud’te x, y ∈ C(I;Rn) libovolné, pak Tx−Ty = T0(x−y) a T0 je lineárńı
spojitý a Volterr̊uv operátor vzhledem k tl. Z Tvrzeńı 5.2 plyne existence
matice A s prvky menš́ımi než 1

2n
a m ∈ N takové, že pro každé x ∈ C(I;Rn)

|Tm(x)|c ≤ A|x|c. Operátor T je tedy kontrakćı s Lipschitzovskou konstantou
q = r(A) ∈ [0, 1) a tvrzeńı d̊usledku plyne z Tvrzeńı A.2.

Poznámka 8 Zvláštńı př́ıpady výše uvedených tvrzeńı pro př́ıpady lineár-
ńıch systémů bez zpožděńı odpov́ıdaj́ı tvrzeńım o konstrukci řešeńı lineárńıch
úloh I. Kiguradze (Kiguradze, 1986). Stač́ı zvážit d̊usledky pro okrajové úlohy

x′(t) = Pd(t)x(t) + Pd̄(t)x(t) + g(t),

x(t0) = l0(x) + c0.

Důsledek 5.6 Necht’ ∆i ∈ R+ (i = 1, . . . , s̄), h : [tl − ∆, tl) → Rn, kde je
∆ = max {∆1, . . .∆s̄}, spojitá funkce, P = diag(p1, . . . , pn), Pi ∈ L(I, Rn×n)
a existuje matice A taková, že r(A) < 1 a na intervalu I

|
∫ t

t0

exp

(∫ t

s

P (ξ)dξ

)
Σs̄
i=1χI(s−∆i)|Pi(s)|ds| ≤ A.

Pak počátečńı úloha

x′(t) = P (t)x(t) + Σs̄
i=1Pi(t)x(t−∆i) + g(t), (5.43)

(5.17) má pro každé g ∈ L(I, Rn) a c0 ∈ Rn jediné řešeńı x ∈ C̃(I, Rn), pro
libovolné x0 ∈ C(I, Rn) a každé ν ∈ N má jediné řešeńı xν i úloha

x′ν(t) = P (t)xν(t) + Σs̄
i=1χI(t−∆i)Pi(t)xν−1(t−∆i)

+Σs̄
i=1(1− χI(t−∆i))Pi(t)h(t−∆i) + g(t),

(5.44)

(5.41) a plat́ı (5.26).
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Př́ıklad konstrukce řešeńı

Pro ilustraci výpočt̊u (k řešeńı konverguj́ıćıch) aproximaćı řešeńı dané úlohy
je použito pouze takového počtu aproximaćı, jejichž grafy jsou v daných
měř́ıtkách rozlǐsitelné; přitom je v ńıže uvedených obrázćıch označena . . .

”
tečkovaně“ funkce

”
historie“ u, − − −

”
startovaćı funkce“ x0 iteračńıho

procesu, − · −· čerchované aproximace řešeńı a plnou čarou —— posledńı
vypoč́ıtaná aproximace řešeńı xν .

Př́ıklad 5.1 Na intervalu I = [0, 3] řešme počátečńı úlohu

x′(t) = −1

2
x(t) + 2x(t− 1)− y(t− 1) + sin(t),

y′(t) = x(t)− y(t) + 2y(t− 1) + 1,

x(t) = 1, y(t) = cos(t) pro t ∈ [−1, 0] ,

x(0) = 1 y(0) = 1.

a) Volbou x0(t) = 1, y0(t) = 1 obdrž́ıme 4. aproximaci řešeńı úlohy, viz.
obrázek 5.4.

Řešeńı je invariantńı k volbě
”

počátečńıch“ funkćı, jak ilustruj́ı násle-
duj́ıćı dva př́ıklady.

b) Volbou x0(t) = sin(t), y0(t) = sin(t) obdrž́ıme 4. aproximaci řešeńı
úlohy, viz. obrázek 5.5.

c) Volbou x0(t) = 1, y0(t) = sin(t) obdrž́ıme 5 aproximaci řešeńı úlohy,
viz. obrázek 6.6.
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Obr. 5.4: Řešeńı př́ıkladu 5.1, varinta a), zdroj: vlastńı zpracováńı
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Obr. 5.5: Řešeńı př́ıkladu 5.1, varianta b), zdroj: vlastńı zpracováńı

85



Obr. 5.6: Řešeńı př́ıkladu 5.1, varianta c), zdroj: vlastńı zpracováńı
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5.3 Př́ıpad nelineárńıho ekonomického

modelu

Neustále nar̊ustaj́ıćı požadavek na komplexnost ekonomických model̊u je úzce
spojen s rostoućı složitost́ı vzájemných vztah̊u mezi jednotlivými proměnný-
mi. V mnoha př́ıpadech již neńı možné spoléhat pouze na jejich lineárńı
závislost či na dostatečnou přesnost v př́ıpadě, kdy lineárńı vztah má nahra-
dit vztah nelineárńı. Nelineárńı dynamické modely lze využ́ıt v mnoha oblas-
tech ekonomiky a ř́ızeńı podniku, lze jimi popsat např́ıklad výrobńı cyklus,
ekonomický r̊ust nebo ekonomický chaos.

V této práci jsou v kapitole 6 bĺıže analyzovány nelineárńı dynamické mo-
dely z oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku, které nemohou být zcela efektivně
popsány pomoćı lineárńıch vztah̊u. Jedná se předevš́ım o model reakce trhu
akcíı na informaci o novém produktu, model systému výroby, skladováńı a
prodeje a model detekce kybernetických útok̊u na poč́ıtačovou śıt’ podniku.

Popis ńıže použité matematické symboliky, definice použ́ıvaných pojmů
a z literatury převzatá potřebná tvrzeńı jsou uvedena v kapitole Př́ılohy na
str. 172.

Uvažujme nyńı okrajové úlohy pro nelineárńı dynamické systémy se zpož-
děńımi na intervalu I = [tl, tr] a uvažujme je ve tvaru (5.8)

x′(t) = P (t)x(t) + f(t, x(τ1(t)), . . . , x(τs(t))),

s doplňuj́ıćımi a lineárńımi okrajovými podmı́nkami (5.9), (5.10),

x(t) = h(t) pro t < tl,

x(t0) = l0(x) + c0,

kde P ∈ L(I;Rn×n), f ∈ K(I × Rs×n;Rn), τj ∈ C(I;R), τj(t) ≤ t pro t ∈ I
(j = 1, . . . , s), g ∈ L(I;Rn), t0 ∈ I, l0 : C(I;Rn) → Rn je lineárńı spojitý
vektorový n-dimenzionálńı funkcionál, c0 ∈ Rn a h : (−∞, tl)→ Rn je spojitá
a ohraničená vektorová funkce dimenze n.

Analogicky k úvahám o řešitelnosti lineárńıch okrajových úloh pro systémy
se zpožděńımi je vhodněǰśım vyjádřeńım uvažovaného nelineárńıho systému
se zpožděńımi tvar (5.12)

x′(t) = P (t)x(t) + f [t, χI(τ1(t))x(τ 0
1 (t)) + (1− χI(τ1(t)))h(τ1(t)), . . . ,

χI(τ1(t))x(τ 0
s (t)) + (1− χI(τs(t)))h(τs(t))],

kde opět χI je charakteristická funkce intervalu I a τ 0
j je

”
zúžeńı“ zpožděńı

τj na intervalu I.
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Řešeńım systému (5.8) budeme rozumět vektorovou funkci x ∈ C̃(I, Rn),
která pro skoro všechna t ∈ I vyhovuje systému (5.12) a řešeńım okrajové
úlohy (5.8), (5.13)

x(t0) = l0(x) + c0, x(t) = h(t) pro t < tl

řešeńı systému (5.12) splňuj́ıćı podmı́nky (5.13).

Uvedená úloha (5.8), (5.9), (5.10) je přitom zvláštńım př́ıpadem obecné
nelineárńı úlohy pro systémy tzv. funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic

x′(t) = F (x)(t), H(x) = 0, (5.45)

kde operátor F : C(I;Rn)→ L(I;Rn) a funkcionál H : C(I;Rn)→ Rn jsou
spojité, přičemž pro každé ρ ∈ R+ je

sup{‖F (x)‖ : x ∈ C(I;Rn), ‖x‖C ≤ ρ} ∈ L(I;R+)

a
sup{‖H(x)‖ : x ∈ C(I;Rn), ‖x‖C ≤ ρ} < +∞.

Řešeńım této regulárńı úlohy rozumı́me každou funkci x ∈ C̃(I;Rn) pro skoro
všechna t ∈ I splňuj́ıćı danou funkcionálńı diferenciálńı rovnici a vyhovuj́ıćı
uvedené okrajové podmı́nce.

K naplněńı pro konstrukci řešeńı takových okrajových úloh nezbytných
podmı́nek jejich jednoznačné řešitelnosti je publikovaný princip apriorńıho
odhadu (viz. (Kiguradze & Půža, 1997b)). Pro naše účely využijeme jeho
d̊usledku.

Důsledek 5.7 Necht’ existuj́ı ρ ∈ R+, lineárńı silně ohraničený operátor
p : C(I;Rn)→ L(I;Rn) a lineárńı ohraničený funkcionál l : C(I;Rn)→ Rn

tak, že okrajová úloha (5.21)

x′(t) = p(x)(t), l(x) = 0

má pouze triviálńı řešeńı a pro každé λ ∈ (0, 1) a libovolné řešeńı x okrajové
úlohy

x′(t) = p(x)(t) + λ[F (x)(t)− p(x)(t)],

l(x) = λ[l(x)−H(x)]

je ‖x‖C ≤ ρ. Pak úloha (5.45) má alespoň jedno řešeńı.
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Z řady publikovaných tvrzeńı o jednoznačné řešitelnosti regulárńıch ne-
lokálńıch okrajových úloh, jejichž odvozeńı se oṕırá o princip apriorńıho
odhadu, vyberme kriteria pro systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic se
zpožděnými argumenty.

Pro základ aplikace metody postupných aproximaćı pro konstrukci řešeńı
nejčastěji studovaných úloh postačuje následuj́ıćı dvojice tvrzeńı o existenci
a jednoznačnosti úlohy

x′(t) = diag(p(t))x(t) + f(t, x(t), x(τ(t))), (5.46)

x(t0) = l0(x) + c0 a x(t) = h(t) pro t < tl, (5.47)

tj. úlohy

x′(t) = diag(p(t))x(t)+
+f [t, x(t), χI(τ(t))x(τ 0(t)) + (1− χI(τ(t)))h(τ(t))],

(5.48)

x(t0) = l0(x) + c0, (5.49)

kde p ∈ L(I;Rn), f ∈ K(I ×R2n;Rn), t0 ∈ I, l0 : C(I;Rn)→ Rn je lineárńı
ohraničený funkcionál, c0 ∈ Rn, τ ∈ C(I;R), τ(t) ≤ t na I,

τ 0(t) =

{
τ(t) pro τ(t) > tl
τl pro τ(t) ≤ tl

a h : (−∞, tl)→ Rn je spojitá a ohraničená funkce.
Tvrzeńı jsou uvedena v modifikované podobě.

Věta 5.8 (viz. (Gelashvili & Kiguradze, 1995), Corrolary 1.2”)
Necht’ p(t)sgn(t− t0) ≤ 0 na I, na množině I ×R2n

Sgn [(t− t0)x] f(t, x, y) ≤ P1(t)|x|+ P2(t)|y|+ g(t) (5.50)

a na množině C(I;Rn)
|l0(x)| ≤ Λ0|x|C , (5.51)

kde P1, P2 ∈ L(I;Rn×n
+ ), g ∈ L(I;Rn), Λ0 ∈ Rn×n

+ a pro matici A ∈ Rn×n
+

takovou, že na intervalu I

δ

[
Λ0 + |

∫ t

t0

[P1(s) + χI(τ(s))P2(s)] ds|
]
≤ A (5.52)

je r(A) < 1, kde δ ∈ (0, 1] tak, že diag(exp
∫ t
t0
p(s)sgn(s− t0)ds) ≤ δE. Pak

má úloha (5.46), (5.47) alespoň jedno řešeńı x ∈ C̃(I;Rn).
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Důkaz: Obecným řešeńım homogenńıho systému x′(t) = diag(p(t))x(t) je
zřejmě funkce x(t) = diag(exp

∫ t
t0
p(s)c, kde c ∈ Rn, a tedy řešeńım pomocné

homogenńı úlohy
x′(t) = diag(p(t))x(t), x(t0) = 0

je x(t) ≡ 0.
Uvažujme nyńı řešeńı x okrajové úlohy

x′(t) = diag(p(t))x(t) + λf [t, x(t), χI(τ(t))x(τ 0(t)) + (1− χI(τ(t)))h(τ(t))],

x(t0) = λ[l0(x) + c0]

pro libovolné λ ∈ (0, 1). Vynásobeńım 1. rovnice Sgn[(t− t0)x(t)], integraćı
od t0 po t a využit́ım 2. rovnice postupně dostaneme

|x(t)| = diag(exp

∫ t

t0

p(s)sgn(s− t0)ds)|x(t0)|+

+λ|
∫ t

t0

diag(exp

∫ t

s

p(ξ)sgn(ξ − t0)dξ)Sgn[(s− t0)x(s)]

f [s, x(s), χI(τ(s))x(τ 0(s))+

+(1− χI(τ(s)))h(τ(s))]ds ≤

≤ δ[Λ0|x|C + |c0|+ |
∫ t

t0

P1(s)|x(s)|ds|+

+|
∫ t

t0

χI(τ(s))P2(s)|x(τ 0(s))|ds|+ |
∫ t

t0

g(s)ds|] ≤

≤ A|x|C + δ(|c0|+ |g|L).

Odtud plyne, že (E − A)|x|C ≤ δ(|c0| + |g|L) a protože r(A) < 1, pak
‖x‖C ≤ ρ = ‖(E−A)−1δ(|c0|+ |g|L)‖. Tvrzeńı o existenci řešeńı úlohy (5.46),
(5.47) plyne z Důsledku 5.7.

Věta 5.9 (viz. (Gelashvili & Kiguradze, 1995) Corrolary 1.5”)
Necht’ p(t)sgn(t− t0) ≤ 0 na I, na množině I ×R2n

Sgn [(t− t0)(x− x̄)] [f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)] ≤ P1(t)|x− x̄|+ P2(t)|y − ȳ|
(5.53)

a na množině C(I;Rn) plat́ı nerovnost (5.51), kde maticové funkce P1, P2,
č́ıslo δ ∈ (0, 1] a matice Λ0 a A splňuj́ı předpoklady předchoźı Věty 5.8. Pak
má úloha (5.46), (5.47) právě jedno řešeńı x ∈ C̃(I;Rn).
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Důkaz: Položme v podmı́nce (5.53) x̄ ≡ ȳ ≡ 0. Z této podmı́nky plyne
podmı́nka (5.50), v ńıž g(t) = Sign[(t− t0)x]f(t, 0, 0). Podle předchoźı věty
má tedy uvažovaná úloha alespoň jedno řešeńı.

Předpokládejme, že úloha (5.46), (5.47) má dvě řešeńı x a x̄ a označme
u = x− x̄. Pak u ∈ C̃(I;Rn) vyhovuje okrajové úloze

u′(t) = diag(p(t))u(t) + f(t, x(t), x(τ(t)))− f(t, x̄(t), x̄(τ(t)))

u(t0) = l0(u).

Násobeńım 1. rovnice Sgn[(t− t0)(x(t)− x̄)], integraćı od t0 po t a využit́ım
okrajové podmı́nky postupně dostaneme

|u(t)| ≤ diag(exp

∫ t

t0

p(s)sgn(s− t0)ds)|u(t0)|+

+|
∫ t

t0

diag(exp

∫ t

s

p(ξ)sgn(ξ − t0)dξ)Sgn[(s− t0)(x(s)− x̄(s))]

[f(s, x(s), x(τ(s)))− f(s, x̄(s), x̄(τ(s)))]ds| ≤

≤ δ

[
|u(t0)|+ |

∫ t

t0

P1(s)|u(s)|ds|+ |
∫ t

t0

χI(τ(s))P2(s)|u(τ 0(s))|ds|
]
≤

≤ A|u|C
a protože r(A) < 1, vyplývá odtud, že |u|C ≤ (E − A)−1Θ, tj., že u(t) ≡ 0
na intervalu I, tedy x(t) ≡ x̄(t) na I.

Poznámka 9 Citovaná tvrzeńı z práce (Gelashvili & Kiguradze, 1995)
plynou z předchoźıch dvou vět volbou p(t) ≡ p ∈ Rn\Rn

+, P1(t)+χI(τ(t))P2(t)
≡ P ∈ Rn×n

+ a př́ıp. δ = 1 a specifikaćı funkcionálu okrajových podmı́nek.

Poznámka 10 Analogicky lze odvodit kriteria jednoznačné existence řešeńı
lineárńıch okrajových úloh pro nelineárńı systémy s s-zpožděńımi.

Pro Cauchyovu počátečńı úlohu z předchoźıch vět plyne

Důsledek 5.8 Necht’ je p(t)sgn(t − t0) ≤ 0 na I a na množině I × R2n

splněna nerovnost (5.53), kde maticové funkce P1, P2 ∈ L(I;Rn×n
+ ) a existuje

matice A ∈ Rn×n
+ taková, že r(A) < 1 a na intervalu I

δ|
∫ t

t0

[P1(s) + χI(τ(s))P2(s)] ds| ≤ A.

Pak úloha (5.46), (5.17) má právě jedno řešeńı.
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Věta 5.10 (viz. (Škapa & Novotná, 2019), Theorem 5.3)
Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 5.9 a x ∈ C̃(I;Rn) je řešeńım okrajové
úlohy (5.46), (5.47). Pak pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má
jediné řešeńı xν i úloha

x′ν(t) = diag(p(t))xν(t)+
+f [t, xν−1(t), χI(τ(t))xν−1(τ 0(t)) + (1− χI(τ(t)))h(τ(t))]

(5.54)

xν(t0) = l0(xν−1) + c0 (5.55)

a plat́ı (5.26).

Důkaz: Z předpoklad̊u věty plyne, že úloha (5.46), (5.47) má podle Věty
5.9 právě jedno řešeńı x ∈ C̃(I;Rn). Označ́ıme-li pro toto řešeńı

g0(t) = f [t, x(t), χI(τ(t))x(τ 0(t)) + (1− χI(τ(t))h(τ(t))],

pak je x také řešeńım úlohy

x′(t) = diag(p(t))x(t) + g0(t), x(t0) = l0(x) + c0.

Stejně tak každá z úloh (5.54), (5.55) má, jakožto lineárńı počátečńı úloha,
pro každé ν ∈ N právě jedno řešeńı xν ∈ C̃(I;Rn).

Označme uν(t) = x(t) − xν(t), t ∈ I. Pak na intervalu I pro vektorovou
funkci uν ∈ C̃(I;Rn) plat́ı

u′ν(t) = diag(p(t))uν(t) + [f(t, x(t), x(τ(t)))− f(t, xν−1(t), xν−1(τ(t)))],

uν(t0) = l0(uν−1)

a po vynásobeńı 1. rovnice Sgn[(t−t0)uν−1(t)], integraćı od t0 po t a využit́ım
okrajové podmı́nky postupně obdrž́ıme

|u(t)ν | ≤ diag(exp

∫ t

t0

p(s)sgn(s− t0)ds)|uν(t0)|+

+|
∫ t

t0

diag(exp

∫ t

s

p(ξ)sgn(ξ − t0)dξ)Sgn[(s− t0)uν−1(s)]

[f(s, x(s), x(τ(s)))− f(s, xν−1(s), xν−1(τ(s)))]ds| ≤

|l0(uν−1)|+ |
∫ t

t0

[P1(s)|uν−1(s)|+ χI(τ(s))P2(s)|uν−1(τ 0(s))|]ds| ≤

≤ A|uν−1|C .
Odtud plyne, že |uν |C ≤ A|uν−1|C ≤ A2|uν−2|C ≤ . . . ≤ Aν |u0|C a protože
r(A) < 1, limν→∞A

ν = Θ a tedy limν→∞ ‖x− xν‖ = 0, tj. plat́ı tvrzeńı věty.
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Důsledek 5.9 Necht’ jsou splněny předpoklady D̊usledku 5.8 a x ∈ C̃(I;Rn)
je řešeńım počátečńı úlohy (5.46), (5.17). Pak pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a
každé ν ∈ N má jediné řešeńı xν i úloha (5.54), (5.41) a plat́ı (5.26).

Vzhledem k tomu, že operátor

(T0x)(t) = δ

∫ t

t0

[P1(s)x(s) + χI(τ(s))P2(s)x(τ 0(s)]ds

je Volterr̊uv a tedy pro jeho iterace plat́ı Tvrzeńı 5.2, plyne z Důsledku 5.9
(analogicky Důsledku 5.5).

Důsledek 5.10 Necht’ je p(t)sgn(t− t0) ≤ 0 na I a na množině I ×R2n je
splněna nerovnost (5.53), kde maticové funkce P1, P2 ∈ L(I;Rn×n), funkce
τ ∈ C(I;R), τ(t) ≤ t pro t ∈ I a h : (−∞, tl)→ Rn je spojitá ohraničená.

Pak má počátečńı úloha (5.46), (5.17) právě jedno řešeńı x ∈ C̃(I;Rn),
pro libovolné x0 ∈ C(I;Rn) a každé ν ∈ N má jediné řešeńı xν i úloha (5.54),
(5.41) a plat́ı (5.26).

Poznámka 11 Numerické procesy popsané ve Větě 5.10 a př́ıp. v Důsledku
5.8 - 5.10 jsou stabilńı ve stejném smyslu, jak bylo uvedeno u lineárńıch úloh
- viz. Poznámka 5 a Poznámka 7 v odstavćıch 5.2.1 a 5.2.2, tj. je-li x řešeńım
úlohy (5.46), (5.47) a x̄ν řešeńım úloh

x̄′ν(t) = diag(p(t))x̄ν(t) + f(t, x̄ν−1(t), x̄ν−1(τ(t))) + ḡν(t),

x̄ν(t0) = l0(x̄ν−1) + c0 + c̄ν ,

přičemž

lim
ν→∞

(

∫ tr

tl

|ḡν(t)|dt+ |c̄ν |) = 0,

pak x̄ν konverguje stejnoměrně na I k řešeńı x.

Př́ıklad konstrukce řešeńı

Pro ilustraci výpočt̊u (k řešeńı konverguj́ıćıch) aproximaćı řešeńı dané úlohy
je použito pouze takového počtu aproximaćı, jejichž grafy jsou v daných
měř́ıtkách rozlǐsitelné; přitom je v ńıže uvedených obrázćıch označena . . .

”
tečkovaně“ funkce

”
historie“ u, − − −

”
startovaćı funkce“ x0 iteračńıho

procesu, − · −· čerchované aproximace řešeńı a plnou čarou —— posledńı
vypoč́ıtaná aproximace řešeńı xν .
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Obr. 5.7: Řešeńı př́ıkladu 5.2, varinta 1, zdroj: vlastńı zpracováńı

Př́ıklad 5.2 Na intervalu I = [0, 40] řešme počátečńı úlohu

x′(t) = ax(t)(1− x(t− 1)),

s x(t) = 0, 1 pro t ∈ [−1, 0], a počátečńı podmı́nkou x(0) = 0. Úloha je
lokálńımi metodami řešena v (Bellen & Zennaro, 2013).

a) Volbou x0(t) = 1 a a = 0, 3 obdrž́ıme po 60. aproximaci řešeńı úlohy,
viz. obrázek 5.7.

b) Volbou x0(t) = 1 a a = 1, 4 obdrž́ıme po 60. aproximaci řešeńı úlohy,
viz. obrázek 5.8.

c) Volbou x0(t) = 1 a a = 1, 7 obdrž́ıme po 60. aproximaci řešeńı úlohy,
viz. obrázek 5.9.
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Obr. 5.8: Řešeńı př́ıkladu 5.2, varinta 2, zdroj: vlastńı zpracováńı

Obr. 5.9: Řešeńı př́ıkladu 5.2, varinta 3, zdroj: vlastńı zpracováńı
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5.4 Aplikace nového postupu na řešeńı

ekonomického modelu

V tomto odstavci bude demonstrováno na p̊uvodńı úloze cyklu stavby lod́ı
(Tinbergen, 1931), že d́ıky naš́ı teorii lze p̊uvodńı řešeńı s úspěchem rozš́ı̌rit
a źıskat tak výrazně přesněǰśı informaci o chováńı zkoumaného modelu.

Ve svém článku s názvem
”
A Shipbuilding cycle?“ J. Tinbergen (Tinber-

gen, 1931), (Tinbergen, 1959) demonstruje vztah mezi lod’ařským pr̊umyslem
a přepravńımi tarify pro dopravu zbož́ı jako typ tzv.

”
základńı fluktuace“.

Toto téma je obecnou ukázkou zaj́ımavých charakteristik následk̊u teorie eko-
nomických fluktuaćı, které má velký význam pro lod’ařský pr̊umysl, proto si
vysloužilo velkou pozornost J. Tinbergena.

Fluktuace v lod’ařském pr̊umyslu podle Tinbergena do značné mı́ry určuje
koĺısáńı v r̊ustu celkové nosnosti obchodńıho lod’stva určité země. Objem
stavby lod́ı do značné mı́ry záviśı na výši přepravńıho tarifu pro dopravu
zbož́ı. Ta je naopak korelována s celkovou dostupnou tonáž́ı lod́ı. Vzr̊ust
celkové nosnosti se projev́ı pravděpodobně již v roce následuj́ıćım po zvýšeńı
sazby, jelikož ve třicátých letech minulého stolet́ı trvalo zhotoveńı nové lodi
právě jeden rok. Tento jev lze označit za tzv. opožděnou korelaci.

Výše zmı́něné souvislosti vedou k následuj́ıćımu výzkumnému problému:
Jak velká by byla celková nosnost lod́ı a úroveň jej́ıho zvyšováńı, pokud by
popsané vztahy neměly žádné výjimky?

Tento vztah, který Tinbergen nazývá
”
reakčńı mechanismus“, bude v

mnoha př́ıpadech vést k cyklickému pohybu, nazývanému
”
cyklus stavby

lod́ı“ neboli
”
the shipbuilding cycle“.

Popsané vztahy jsou základem pro ten nejd̊uležitěǰśı - vztah mezi vzr̊ustem
celkové nosnosti lod́ı a úrovńı celkové nosnosti lod́ı o dva roky dř́ıve.

Problém Tinbergen popisuje následovně:

• úroveň stavby lod́ı je funkćı poptávky majitel̊u lod́ı po přepravńı ka-
pacitě,

• výše přepravńıho tarifu záviśı předevš́ım na nab́ıdce přepravńıch kapa-
cit majitel̊u lod́ı.

Vliv daľśıch faktor̊u je dle Tinbergena zanedbatelný. Tinbergen uvažuje
celkovou změnu tonáže jako funkci času, označme ji f(t). Rychlost změny cel-
kové tonáže v čase t označuje f ′(t) a odvozuje, že sńıžeńı či navýšeńı celkové
tonáže záviśı na intenzitě, se kterou budou dopravci reagovat (předpokládá,
že intenzita reakce je konstantńı). Stavba lod́ı, př́ıpadně rychlost změny
tonáže souviśı s tonáž́ı v čase t−∆. Tinbergenova rovnice má potom násle-
duj́ıćı tvar:
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f ′(t) = −af(t−∆), t ∈ [0, T ] . (5.56)

kde ∆ je zpožděńı (∆ > 0, konstanta), a je intenzita reakce, (a > 0, kon-
stanta), T konec sledovaného obdob́ı.

Při analýze modelu vycháźı z předpokladu, že řešeńı f(t) je mimo interval
[0, T ] již dáno:

f(t) = h(t), t ∈ [−∆, 0] , (5.57)

kde h(t) je jistá daná funkce (pro zjednodušeńı spojitá) a že řešeńı rovnice
(5.56) spojitě navazuje na funkci h(t), tedy přirozeně požadujeme, aby řešeńı
rovnice (5.56) splňovalo počátečńı podmı́nku

f(0) = h(0). (5.58)

Tinbergen charakterizuje čtyři př́ıpady závislosti na hodnotách součinu
parametr̊u a a ∆:

I. a∆ ≤ 1
e
≈ 0.37, jinými slovy v př́ıpadě krátkého zpožděńı a malé

intenzity reakce nenastane žádný cyklický pohyb, pouze jednostranná
adaptace k rovnováze f(t) = 0, což odpov́ıdá trendu,

II. a∆ ∈
(
0.37, π

2

)
, źıskáme ztlumenou sinusoidu (sinusovou vlnu), tedy

postupné přibližováńı k rovnováze plynulým snižováńım amplitudy (ve-
likost́ı) fluktuaćı.

III. a∆ = π
2
, źıskáme čistou sinusoidu, to znamená cyklický pohyb s kon-

stantńı amplitudou.

IV. a∆ > π
2
, źıskáme sinusoidu s amplitudou rostoućı v čase.

Výše uvedený model (5.56), (5.57), (5.58) je lineárńı diferenciálńı rovnićı
s konstantńım zpožděńım a počátečńı podmı́nkou. Pro numerické řešeńı to-
hoto počátečńıho problému bylo využito Důsledku 5.2. a to s použit́ım řešeńı
posloupnosti úloh

x′ν(t) = −aχI(t−∆)xν−1(t−∆)− a(1− χI(t−∆))h(t−∆),

xν(0) = h(0),

kde t ∈ I = [0, T ], ν ∈ N , a,∆ ∈ R+, h ∈ C([−∆, 0];R) a x0 ∈ C(I;R).
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Obr. 5.10: Řešeńı úlohy 5.56 p̊uvodńı metodou, zdroj: (Tinbergen, 1959)

Obr. 5.11: Řešeńı úlohy 5.56 novým postupem, zdroj: vlastńı zpracováńı na
základě (Novotná & Šustrová, 2015)
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Obr. 5.12: Řešeńı úlohy 5.56 v př́ıpadě nekonstantńıho zpožděńı, zdroj:
vlastńı zpracováńı na základě (Novotná & Šustrová, 2015)

Pro demonstraci možnost́ı nového př́ıstupu k řešeńı p̊uvodńıho problému
v (Novotná & Šustrová, 2015) se předpokládalo, že

”
historický vývoj“ před

okamžikem t = 0 lze simulovat funkćı h(t) = cos(t). Parametr a byl volen
podle Tinbergenových závěr̊u a∆ ≤ 1

e
≈ 0.37, a∆ ∈

(
0.37, π

2

)
, a∆ = π

2
,

a∆ > π
2
, parametr ∆ = 2. Výsledek řešeńı je evidentně v souladu se závěry,

které učinil Tinbergen.
V př́ıpadě, že

”
historická funkce“ je tvaru h(t) = 2 sin(t) + 1, źıskáváme

řešeńı, z nichž je patrná stejná závislost délky cyklu na parametru a, nicméně
evidentně se měńı absolutńı délka cyklu. V článku (Novotná & Šustrová,
2015) se také analyzuje situace, kdy je pr̊uběh cyklu ovlivňován i samotnou
délkou časového zpožděńı.

Předpoklad konstantńıho zpožděńı je umělý, ve skutečnosti bude délka
zpožděńı koĺısat. Proto byla v článku (Novotná & Šustrová, 2015) uvažována
situace, že zpožděńı ∆(t) neńı konstantńı, ale je funkćı času t. Parametr a
pak byl zvolen podle Tinbergenových závěr̊u.
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Kapitola 6

Aplikace nového postupu
v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı
podniku

Jak již bylo zmı́něno v úvodńıch kapitolách této práce, modelováńı složitých
problémů v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku s sebou přináš́ı nutnost vy-
rovnat se s faktem, že vztahy jednotlivých veličin maj́ı v čase proměnlivý
charakter. Klasický model z oblasti podnikového prostřed́ı je však obvykle
omezen na vztahy a vzájemné propojeńı v konkrétńım okamžiku a eliminuje
vliv faktor̊u z předchoźıch obdob́ı. V této kapitole budou uvedeny úlohy,
na kterých je demonstrována možnost uplatněńı nových poznatk̊u prezento-
vaných v habilitačńı práci z oblasti podpory rozhodováńı v oblasti ekonomiky
a ř́ızeńı podniku, využ́ıvaj́ıćı teorii diferenciálńıch rovnic se zpožděným ar-
gumentem.

Dı́ky poč́ıtačovému zpracováńı úloh pak bylo možné v publikaćıch výsled-
ky prezentovat graficky.

Rozhodováńı v ekonomice a ř́ızeńı podniku

Smyslem podnikáńı je tvorba zisku, který je obvykle jeho hlavńım ćılem a mo-
tivaćı. Je také významným kritériem při rozhodováńı o základńıch otázkách
ekonomiky podniku, např́ıklad o objemu výroby, nových výrobćıch či in-
vestićıch. Podnikové ćıle ovlivňuj́ı rozhodováńı podnikového managementu
o využit́ı práce, volbě technologíı, výši kapitálu př́ıpadně o zp̊usobu zpra-
cováńı informaćı. Tyto zdroje jsou k dispozici v omezeném množstv́ı a úkolem
managementu podniku je rozhodnout o jejich využit́ı tak, aby byly splněny
ćıle podniku (uspokojováńı potřeb zákazńık̊u, maximalizace zisku, maxima-
lizace hodnoty podniku, maximalizace pod́ılu na trhu atd.), které by měly
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zohledňovat kromě ekonomických aspekt̊u i ekologické a sociálńı činnosti pod-
niku. Z toho vyplývá, že podnikové ćıle obvykle nejsou redukovány pouze na
jeden, t́ım nar̊ustá množstv́ı a složitost problémů k vyřešeńı, aby byly ćıle
naplněny.

Ř́ızeńı podniku můžeme vńımat jako souhrn takových činnost́ı, které ve-
dou k zajǐstěńı podnikatelského procesu a dosažeńı ćıle podniku. Manažeři
podniku se muśı orientovat v dynamicky se vyv́ıjej́ıćım prostřed́ı, kde je velmi
nesnadné předv́ıdat budoućı vývoj a muśı rychle a adekvátně reagovat na
časté změny prob́ıhaj́ıćı v tržńım okoĺı, nestač́ı je pouze přijmout. Spokoje-
nost zákazńıka tedy úzce souviśı se schopnost́ı podnikového managementu
rozpoznat jeho požadavky a pohotově se jim přizp̊usobit. Pouze takový pod-
nik, který je schopen pružně reagovat, splnit požadavky zákazńık̊u a posky-
tovat jim kvalitńı služby, źıská nové zákazńıky, udrž́ı si ty stávaj́ıćı, zvýš́ı
svoji konkurenceschopnost a následně i prosperitu.

V souvislosti s rozvojem podniku a zvyšováńım jeho výkonnosti muśı
vlastńık nebo manažer rozhodovat o změnách, s nimiž je spojeno riziko
neúspěchu a určitá nejistota. Ř́ızeńı podniku je tedy spojeno s rozhodováńım
a moderně pojaté strategie podniku se ve stále vetš́ı mı́̌re zaměřuj́ı i na oblast
př́ımé podpory manažerského rozhodováńı. Manažerské rozhodnut́ı je obecně
charakterizováno jako výběr nejvhodněǰśıho rozhodnut́ı z mnoha nab́ızených
a zkoumaných alternativ, které se týkaj́ı nejisté budoucnosti a sleduj́ı efek-
tivńı naplněńı podnikových ćıl̊u (Petř́ık, 2009).

Proces manažerského rozhodováńı lze chápat jako pr̊uběžný proces, který
je třeba provádět na všech úrovńıch ř́ızeńı podniku a maj́ı značný dopad,
který můžeme sledovat v čase:

• strategická (dlouhodobá) rozhodnut́ı,

• taktická (střednědobá) rozhodnut́ı,

• operativńı (krátkodobá) rozhodnut́ı.

Ad) operativńı (krátkodobá) rozhodováńı
Operativńı rozhodováńı se týká samotné transformace vstup̊u a zahrnuje
např.: alokaci zdroj̊u, stanoveńı ceny a objemu výroby, určeńı výše výdaj̊u
na marketing a výzkum a vývoj. Rozhodováńı tohoto typu prob́ıhá perma-
nentně a je v rámci podniku decentralizováno. Většina těchto rozhodnut́ı se
opakuje, a kromě rizika a nejistoty jsou charakterizována i relativně krátkým
intervalem mezi vznikem potřeby takového rozhodnut́ı, jeho uskutečněńım a
efekty z něho vyplývaj́ıćımi. (Straková a kol., 2017)
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Ad) taktická (střednědobá) rozhodnut́ı
Taktická rozhodnut́ı jsou rozhodnut́ı podp̊urná. Vytvářej́ı procedury k źıs-
káváńı zdroj̊u, k zajǐstěńı vhodné vnitřńı struktury a požadovaného toku
informaćı.

Ad) strategická (dlouhodobá) rozhodnut́ı
Strategická rozhodnut́ı se na rozd́ıl od výše zmı́něných typ̊u týkaj́ı vztahu
mezi podnikem a jeho vněǰśım prostřed́ım. Takový druh je tedy nevyhnutelně
centralizován na nejvyšš́ı úrovni ř́ızeńı podniku, nebot’ se dotýká veškerých
zdroj̊u podniku. Strategická rozhodnut́ı jsou relativně méně častá a jejich
d̊usledky se projevuj́ı až po určité době. (Straková a kol, 2017)

Manažerské rozhodováńı je vždy podstatou ř́ızeńı podniku. Můžeme na
něj pohĺıžet jako na výběr z několika možných variant řešeńı určité rozho-
dovaćı úlohy ve vymezených podmı́nkách. Manažerské rozhodováńı o daném
problému má dva vzájemně souvisej́ıćı aspekty, a to obsahový aspekt charak-
terizuj́ıćı věcný rozhodovaćı problém a formálńı aspekt zaměřený na potřebný
zp̊usob a algoritmus řešeńı rozhodovaćıho problému (Knapová, 2008).

Samotná kvalita rozhodováńı je ovlivněna osobnost́ı jednotlivých mana-
žer̊u – zejména jejich znalostmi, schopnostmi a dovednostmi, typem řešeného
problému, vybavenost́ı moderńımi technickými prostředky ř́ızeńı a komuni-
kace, časovým horizontem rozhodováńı, změnami ve vněǰśım prostřed́ı pod-
niku a podnikatelským rizikem, které prováźı v tržńı ekonomice všechny pod-
nikatelské aktivity. Jedná se o celou řadu dynamicky se měńıćıch proces̊u,
které se vyznačuj́ı r̊uzným stupněm informovanosti manažer̊u a také určitým
logickým sledem návaznosti rozhodovaćıch proces̊u, a to od dlouhodobě ori-
entovaných proces̊u až po ř́ızeńı v reálném čase. (Ulverová, 2009).

V současné době již podnikový management nemůže svá rozhodnut́ı pro-
vádět pouze na základě zkušenost́ı a úvahy, že se události z minulosti budou
opakovat. Proto je potřeba se d̊usledně soustředit na kvalitně provedenou
analýzu a prognózu vývoje zkoumaného jevu. Řešeńı rozhodovaćıch problémů
podniku prob́ıhá jako kontinuálńı proces, které můžeme rozložit na několik
etap:

• identifikace rozhodovaćıho problému a jeho zmapováńı,

• analýza a formulace problému a stanoveńı kritéríı pro hodnoceńı variant
(definováńı hodnot́ıćı funkce a metody výběru),

• př́ıprava a formulováńı variant řešeńı - tomuto bodu bude ještě věnována
pozornost,

• stanoveńı d̊usledk̊u pro jednotlivé varianty řešeńı a výběr nejvhodněǰśı
varianty řešeńı.
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Různé varianty řešeńı mohou být v některých př́ıpadech evidentńı, řešeńı
složitěǰśıch problémů však vyžaduje vytvořeńı r̊uzných variant, což nám umož-
ńı vhodně vytvořený model.

Na podniky p̊usob́ı jak vnitřńı, tak vněǰśı faktory, které se vzájemně
ovlivňuj́ı a simulace často z̊ustává jedinou vhodnou metodou zkoumáńı cho-
váńı těchto dynamických systémů. Jej́ı nespornou výhodou je využit́ı modelu
zkoumaného problému při hledáńı vhodného řešeńı, protože prováděńı expe-
riment̊u v reálném prostředńı podnik̊u je obvykle spojeno s obt́ıžemi a rizi-
kem negativńıho dopadu, nebo i s nemožnost́ı experiment provést. Simulačńı
experimenty se obvykle zaměřuj́ı na zjǐstěńı, jaký je vliv změn parametr̊u
obsažených v modelu na chováńı determinovaných stavových veličin.

Teoretickým základem takovýchto simulaćı je systémová dynamika a s ńı
souvisej́ıćı systémové myšleńı. Pro modelováńı a simulaci můžeme na podnik
naźırat jako na otevřený systém, který vstupy ze svého okoĺı transformuje na
výstupy – jinými slovy transformuje hmoty a energie, tedy vstupy převzaté z
okoĺı, do podoby výstup̊u pro okoĺı. Jedná se o množinu prvk̊u se vzájemnými
vazbami zaměřenými na dosažeńı určitého stanoveného ćıle. T́ımto ćılem
je uspokojováńı potřeb spotřebitel̊u při dodržeńı principu hospodárnosti.
Okoĺı podniku představuj́ı dodavatelé, odběratelé, peněžńı ústavy, věřitelé,
trh práce, právńı normy, správńı orgány a daľśı (Lanča & Sedláček, 2005).

Z d̊uvodu velkého množstv́ı zpětných vazeb a celkové složitosti neńı jed-
noduché chováńı dynamického systému v podnikovém prostřed́ı pochopit
a analyzovat. Simulačńı model nám umožńı rychle a bez rizika odhado-
vat a porovnávat d̊usledky r̊uzných scénář̊u a dále s nimi experimentovat.
Výsledné modely, popisuj́ıćı zkoumané varianty, jsou vyjádřeny objekty, je-
jich výstupy jsou obvykle grafy a tabulky, které usnadňuj́ı manažer̊um jejich
práci. Pro modely některých procesńıch problémů je dokonce možné využ́ıt
data reálného procesu a simulace pak pracuje s aktuálńımi daty v reálném
čase. Simulace se tak může stát spojuj́ıćım článkem mezi teoretickým po-
pisem chováńı zkoumaného systému a jeho skutečným chováńım v praxi a
mohou být vhodně využity při strategickém i operativńım rozhodováńı.

V následuj́ıćı části habilitačńı práce se zaměř́ıme na vybrané dynamické
modely z r̊uzných oblast́ı rozhodováńı v prostřed́ı podniku, které mohou
sloužit a slouž́ı k tomu, aby manažera upozornily na vzájemné závislosti
mezi změnami a problémy s těmito změnami souvisej́ıćı.
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Softwarová podpora

Specializovaných programů, schopných řešit konkrétńı matematické úlohy,
je velká řada což je dáno historickým vývojem, kdy tyto programy vznikaly
v závislosti na potřebách jednotlivých univerzit či výzkumných pracovǐst’.
Mezi matematické programy můžeme zařadit i programy zaměřené na tvorbu
graf̊u (např. Graph, Gnuplot), statistické programy (např. Statistica, Ori-
gin, SPSS), př́ıpadně programy, umožňuj́ıćı mimo jiné provádět numerické
výpočty (např. MATLAB, Scilab, Maple). Některé z nich byly vytvořeny
komplexněji a umožňuj́ı řešit některé úlohy integrálńıho a diferenciálńıho
počtu, tvorbu graf̊u, numerické výpočty a mnoho daľśıho.

Standardńım jazykem použ́ıvaným v matematických programech je ob-
vykle angličtina. Některé programy nab́ızej́ı i daľśı jazyky, nicméně většina
názv̊u funkćı (př́ıkaz̊u) vycháźı z angličtiny (např. simplify, solve, atd.).

Současně s potřebou zohlednit v dynamických modelech časové zpožděńı
vyvstala potřeba numericky řešit diferenciálńı rovnice se zpožděńım, což
vedlo i k poptávce po dostupném, účinném a robustńım software, umožňuj́ıćım
řešit tyto typy problémů. Bylo tedy potřeba vytvořit software zohledňuj́ıćı
problémy specifické pro diferenciálńı rovnice se zpožděńım. Diskuzi o těchto
otázkách lze naj́ıt v (Baker a kol.,1995; Thompson & Shampine, 2001) a
(Thompson & Shampine, 2006). Jednou z prvńıch dostupných možnost́ı bylo
použit́ı řešitele dmrode (Neves, 1975), použ́ıvaj́ıćıho kubickou Hermitovu in-
terpolaci. Při konstrukci dklag6 (Corwin a kol., 1997) simulovali retardované
a neutrálńı diferenciálńı rovnice se zpožděńım závislým na stavu. Řešeńı je
založené na metodě Runge-Kutta. Jemu je bĺızké řešeńı v jazyku Fortran
90/95, kterým je dde solver (Thompson & Shampine, 2006)).

Daľśı využ́ıvanou možnost́ı bylo řešit diferenciálńı rovnice se zpožděným
programem xppaut (Ermentrout, 2002). Použit́ı softwaru založeného na tř́ıdě
obecných lineárńıch metod se také diskutuje v (Hoppensteadt & Jackiewicz,
2006) nebo (Bellen & Zennaro, 2013).

V př́ıpadě řešeńı úloh z ekonomiky a ř́ızeńı podniku popsaných v následu-
j́ıćı kapitole byl využ́ıván systému Maple, vyvinutý v Kanadě na University
of Waterloo. Maple lze považovat za v́ıceúčelový matematický softwarový
nástroj, umožňuj́ıćı uživateli řešit výpočty symbolicky a využ́ıvat široké spek-
trum funkćı. Tento systém poskytuje pokročilé, vysoce výkonné matematické
výpočetńı jádro s plně integrovanou numerikou a symbolikou.

Daľśı výhodou systému Maple je, že kromě možnosti provádět analytické
výpočty se vzorci zvládá i numerické výpočty a výsledky je možné zobrazit
i graficky. Tento systém tedy poskytuje podporu pro využ́ıváńı kvantita-
tivńıch metod pro praxi, aplikačńı úlohy, vědecké výpočty pro mnoho obor̊u
aj., což je mimo jiné dáno i t́ım, že jsou k dispozici i specializované knihovny.
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6.1 Model systému výroby, skladováńı

a prodeje

Vedeńı podniku muśı činit rozhodnut́ı nejen o tom, co a v jakém množstv́ı
bude podnik vyrábět a jakou použij́ı technologii, ale i jak nastav́ı cenu svého
výrobku a jak upozorńı spotřebitele na př́ıtomnost svého výrobku na trhu
apod. Rozhodováńı podniku v teorii mikroekonomie je zpravidla zúženo na
dva základńı problémy: na volbu výstupu a volbu ceny.

Model, popisuj́ıćı proces výroby a prodeje zbož́ı pomoćı soustavy ne-
linárńıch rovnic přibližuj́ı články Grigoriava a Khailov (Grigorieva & Khailov,
2005), (Grigorieva & Khailov, 2015). Při sestaveńı modelu vycházeli z prin-
cip̊u, bĺıže popsaných např́ıklad v (Lancaster, 2012). V článćıch se podrobně
diskutuj́ı možnosti řešeńı z hlediska teorie optimálńıho ř́ızeńı. Uplatněńı Pon-
trjaginova principu při řešeńı podobného problému ve své stati popisuj́ı Gri-
goriava a Khailov v publikaci (Grigorieva & Khailov, 2015). Autoři (Gorski &
Lokshin, 2002) přibližuj́ı nelineárńı matematický model mikroekonomického
systému, který vyráb́ı a prodává zbož́ı každodenńı potřeby.

V tomto odstavci uvažujeme nelineárńı matematický model dynamického
ekonomického systému, který se zabývá výrobou, skladováńım a prodejem
spotřebńıho zbož́ı. Model vycházej́ıćı z publikaćı (Grigorieva & Khailov,
2005) a (Gorski & Lokshin, 2002), na rozd́ıl od modelu p̊uvodńıho, však
zohledňuje, že změny zp̊usobené postupnou spotřebou na straně zákazńıka a
poškozeńım zbož́ı na straně prodejce se projev́ı s jistým zpožděńım, tedy že
systém je ovlivňován změnami v minulosti. Model lze na intervalu t ∈ [0, T ]
vyjádřit takto:

x′1(t) = u(t)− n(p)(Y − x2(t))x1(t) + k1x1(t−∆1)

x′2(t) = n(p)(Y − x2(t))x1(t) + k2x2(t−∆2)
(6.1)

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2. (6.2)

V systému uvažujeme proměnné x1 - množstv́ı zbož́ı na trhu a x2 – zásoby
zákazńık̊u, a proto jsou nezáporné.

Jako parametry figuruj́ı u – hladina produkce, k1 – mı́ra
”
zničeńı“ zbož́ı,

k2 – mı́ra spotřeby, p – prodejńı cena, n – koeficient mı́ry prodeje pro kazivé
zbož́ı n(p) = n0

p
(n0 je vhodná konstanta), Y – poptávka. Parametry ∆1 a ∆2

vyjadřuj́ı dobu potřebnou k zachyceńı změny proměnných x1 a x2 a budeme
je nadále nazývat zpožděńım. Parametry Y, k1, k2 jsou konstanty.
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Přirozeným d̊usledkem požadavku spojité návaznosti řešeńı xi(t) z inter-
valu [0, T ] k

”
historické“ funkci hi(t) (t ∈ [−∆i, 0]) je zpřesněńı počátečńı

podmı́nky řešeńı xi(t) (6.2) s x0
i = hi(0) i = 1, 2.

Tento model může být využit při plánováńı výroby, nebo jako součást
model̊u řeš́ıćıch otázky kooperace, nebo naopak konkurence.

Obr. 6.1: Vliv koĺısáńı ceny na chováńı modelu 6.1, zdroj: vlastńı zpracováńı
na základě (Novotná & Škapa, 2018)

Jedná se o systém dvou nelineárńıch rovnic se dvěma zpožděńımi a separo-
vatelnou lineárńı část́ı bez zpožděńı. Pro numerické řešeńı tohoto počátečńıho
problému (bĺıže popsaného v kapitole 5.3) bylo využito (5.9), resp. (5.10) a
to s použit́ım řešeńı posloupnosti úloh:

x′1ν(t) = u(t) + [a1 + b1x2ν−1(t)]x1ν(t)+
+c1[χI(t−∆1)x1ν−1(t−∆1) + (1− χI(t−∆1))h1(t−∆1)],

x′2ν(t) = [a2 + b2x2ν(t)]x1ν−1(t)+
+c2[χI(t−∆2)x2ν−1(t−∆2) + (1− χI(t−∆2))h2(t−∆2)],

xi(0) = hi(0), (i = 1, 2)
(6.3)

kde t ∈ I = [0, T ], ν ∈ N , ai, bi, ci ∈ R, ∆i ∈ R+ hi ∈ C([−∆i, 0];R), a
xi0 ∈ C(I;R) (i = 1, 2).

Ilustrativńı př́ıklad v článku (Novotná & Škapa, 2018) vycháźı z reálné
situace a použ́ıvá data výrobńıho podniku, dodávaj́ıćıho plastové keĺımky

106



Obr. 6.2: Vliv postupného navyšováńı ceny na chováńı modelu 6.1, zdroj:
vlastńı zpracováńı na základě (Novotná & Škapa, 2018)

podnik̊um p̊usob́ıćım v oblasti vendingu, neboli prodeji a provozováńı pro-
dejńıch automat̊u, zejména automat̊u na kávu, což je specifický sektor služeb.
Současné prostřed́ı pro podnik znamená, že se muśı vyrovnávat s tlakem na
sńıžeńı cen při neustálém zvyšováńı náklad̊u na provoz. Lze také pozoro-
vat, že se zvyšuje konkurenčńı boj, což vede k nutnosti d̊usledně se snažit
o optimalizaci proces̊u.

Podniky provozuj́ıćı automaty na kávu je zásobuj́ı na frekventovaných
mı́stech, kde je nutno zbož́ı doplňovat několikrát týdně. Proto je třeba, aby
dodavatelé keĺımk̊u velmi pružně reagovali na jejich požadavky na dodávku.
Na druhou stranu, dodavatelé

”
pevných“ část́ı pro naplněńı automatu maj́ı

ńızkou vyjednávaćı śılu, nebot’ existuje řada potenciálńıch dodavatel̊u, za
které mohou být vyměněni, a zároveň s mnohými funguje spolupráce na bázi
vzájemné podpory.

V (Novotná & Škapa, 2018) byl sestaven model, simuluj́ıćı určitou situ-
aci na trhu a byl zkoumán vliv změny historických funkćı a prodejńı ceny
produktu na jeho chováńı.

Grafy na obrázku 6.1 popisuj́ı situaci, kdy cena koĺısá kolem hladiny,
která je v pr̊uměru nižš́ı, než cena p̊uvodńı, nicméně je pro podnik stále ještě
přijatelná. V př́ıpadě, že připust́ıme poměrně rychlé koĺısáńı cen, vid́ıme,
že docháźı k nestabilńı situaci na trhu, která si bude klást požadavky na
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velmi pružné přizp̊usobováńı výroby. V př́ıpadě, že ke změnám ceny docháźı
v deľśım obdob́ı, situace na trhu se postupně stabilizuje.

Cena se však obvykle neměńı spojitě, ale
”
skokem“. Grafy, ilustruj́ıćı tuto

situaci vid́ıme na obrázku 6.2. V tomto př́ıpadě byly simulovány dvě situ-
ace. V prvńım př́ıpadě byla cena postupně navyšována a na grafu vid́ıme, že
zásoby zákazńık̊u koĺısaj́ı a zřejmě by v deľśım obdob́ı došlo ke stabilizaci.
Zásoby na trhu výrazně vzrostli, což svědč́ı o tom, že výrobce na změnu pro-
dejńı ceny citlivě reaguje. V př́ıpadě, kdy se po navýšeńı cena opět vrátila na
p̊uvodńı hladinu, se jak hladina zásob zákazńık̊u, tak množstv́ı zbož́ı na trhu
adekvátně přizp̊usobuje i když s výrazným výkyvem v obdob́ı, následuj́ıćım
po změně ceny.
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6.2 Řı́zeńı zásob podniku - efekt biče

Soudobé dodavatelské řetězce jsou často náchylné k nestabilitě objednávek,
s ńıž souviśı tzv. efekt biče (bullwhip-effect), který je v některých př́ıpadech
též nazývaný efektem ześıleńı (amplification effect).

Prvńı zmı́nky o efektu biče můžeme naj́ıt v pracech Forrester (Forres-
ter, 2013), (Forrester, 1958). V jiných př́ıspěvćıch, např. (Buchmeister a kol.,
2014; Warburton, 2004b) můžeme naj́ıt daľśı podklady o volatilitě zásob, po-
pisuj́ıćı podobný problém jako efekt biče. Stejně tak BeerGame (Sterman,
1989), která je určena pro účely výuky teorie ř́ızeńı zásob, vykazuje stejný
jev. V 90. letech efekt biče zažil podnik Procter& Gamble při výrobě a souvi-
sej́ıćı poptávce po plenkách Pampers. Ačkoliv poptávka byla konstantńı, ob-
jednával velkoobchod, který byl firmou Procter & Gamble zásobován, velmi
rozd́ılná množstv́ı zásob. To vedlo k obt́ıžnému plánováńı kapacit ve výrobě
a tvorbě zásob na každém výrobńım stupni.

Většina z těchto podklad̊u je však zaměřená na prokázáńı existence efektu
biče, nebo na identifikaci jeho př́ıčiny, př́ıpadně na stanoveńı možných proti-
opatřeńı.

V pr̊uběhu let byly provedeny studie, které se tohoto jevu týkaj́ı a taktéž
na toto téma existuje rozsáhlá literatura (mimo jiné (Costantino a kol.,
2013; Chatfield a kol., 2004; Lee a kol., 2000) ). Pro zkoumáńı problému
byly využity r̊uzné možnosti, které poskytuje např́ıklad teorie pravděpodob-
nosti, teorie ř́ızeńı (Disney a kol., 2004; Geary a kol., 2006), matematická
analýza (Cśık a kol.,2010; Warburton, 2004b), lineárńı analýza stability nebo
pravděpodobnostńı zp̊usob ř́ızeńı zásob a teorie chaosu. Z daľśıch studíı je
možno uvést např. studii (Kim a kol., 2008), zkoumaj́ıćı dvě volatility pomoćı
systémové dynamiky modelu a kde jsou odvozeny podmı́nky oscilace.

Uvažujeme matematický model ř́ızeńı zásob, rozš́ı̌rený o order-up-to po-
litiku doplňováńı zbož́ı, na intervalu [0, T ] ve tvaru:

dI

dt
=

{ (
1
K

(Ip − I(t−∆)
)
−D(t) pro I(t−∆) ≤ Ip

−D(t) pro I(t−∆) > Ip
(6.4)

I(t−∆) = Ih(t−∆) pro t ∈ [0,∆] (6.5)

Přitom přirozeným d̊usledkem spojité návaznosti řešeńı I(t) z intervalu
[0, T ] k

”
historické“ funkci Ih(t) (t ∈ [−∆, 0]) je počátečńı podmı́nka řešeńı

I(t) rovnice (6.4) ve tvaru:
I(0) = Ih(0)

a požadovaná hladina zásob Ip > 0 , časové zpožděńı dodávek ∆ > 0 a K > 0
jsou konstanty, D(t) a Ih(t) spojité funkce.
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Obr. 6.3: Hladina zásob - nekonstatńı poptávka, nekonstantńı historická
funkce, zdroj: vlastńı zpracováńı na základě (Novotná, 2015)

Výše uvedený model vycháźı z předpokladu, že obchodńıci se snaž́ı mini-
malizovat výši svých zásob a současně je udržet na úrovni umožňuj́ıćı pokrýt
běžné výkyvy v poptávce. Požadavek na dodáńı určitého množstv́ı zbož́ı D(t)
(velikost poptávky za časovou jednotku) je vždy uspokojen. Účelem ř́ızeńı
zásob je udržováńı aktuálńı úrovně zásob I(t) okolo požadované hodnoty Ip.

V souladu s realitou pak předpokládáme, že existuje určitá časová pro-
dleva mezi objednáńım a dodáńım zbož́ı - ∆, zp̊usobená např́ıklad časem
nutným pro přepravu zbož́ı. Z toho plyne, že množstv́ı zbož́ı, přijatého na
sklad v okamžiku t je shodné s objednávkou v čase předcházej́ıćım. S t́ım, jak
jsou zásoby postupně odčerpávány v souladu s poptávkou, je jejich hladina
zpětně doplňována na požadovanou úroveň. V př́ıpadě nečekaného zvýšeńı
poptávky jsou zásoby postupně doplňovány, ale d́ıky volitelnému parametru
K je umožněno jejich doplněńı rozložit do deľśıho časového obdob́ı.

Tento model (6.4), (6.5) je lineárńı diferenciálńı rovnićı s konstantńım
zpožděńım a počátečńı podmı́nkou. Pro numerické řešeńı tohoto počátečńıho
problému bylo využito Důsledku 5.2 a to s použit́ım řešeńı posloupnosti úloh
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dI

dt
=



[
1
K

[(χI(t−∆)Iν−1(t−∆)] +

1
K

[(1− χI(t−∆))Ih(t−∆)] + pro I(t−∆) ≤ Ip

+ 1
K
Ip −D(t)

]
−D(t) pro I(t−∆) > Ip

(6.6)

kde t ∈ I = [0, T ], ν ∈ N , K,∆ ∈ R+, D ∈ L(I;R), Ih ∈ C([−∆, 0];R) a
I0 ∈ C(I;R+).

V článku (Novotna, 2015) byly analyzovány podmı́nky, za kterých řešeńı
osciluje, a situace, kdy historická funkce a funkce poptávky nejsou konstantńı.

Byly použity tyto hodnoty: Ih(t) = 1000 + 200sin(0, 2t), t ∈< −10, 0 >,
D(t) = 20 + 5sin(0, 2t), t ∈< 0, 60 >, Ip = 1000, K = 25, ∆ = 10.

Jedná o př́ıpad, kdy parametry modelu nevedou k oscilatorickému řešeńı.
Nicméně nekonstantnost funkćı Ih(t) a D(t) se na řešeńı projev́ı ve smyslu
mı́rného koĺısáńı a na obrázku 6.6 vid́ıme, že se zásoby v deľśım časovém
horizontu ustáĺı na hladině, která je nižš́ı, než byla hladina před časem t = 0.
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6.3 Řı́zeńı zásob podniku - částečný

backlogging

Nejistotu při ř́ızeńı zásob může vyvolat např́ıklad nadměrná spotřeba či
prodloužená dodaćı lh̊uta. Pojistná zásoba má za úkol vykrývat poruchy
v dodávkách či poptávce.

Problémem optimalizace a ř́ızeńı zásob v př́ıpadě, že je třeba zohled-
nit i proměnlivou dodaćı lh̊utu, se zabývali autoři (Bandaly, Satir & Shan-
ker, 2016). (Heydari, a kol. 2018) řešili problematiku dodavatelských řetězc̊u
v souvislosti s r̊uznými zp̊usobi dopravy. (Kumar & Rajput, 2015) představili
model pro ř́ızeńı zásob rychle se kaźıćıho zbož́ı, řešený pomoćı fuzzy logiky
s časově závislou poptávkou a částečným backloggingem. Model ř́ızeńı zásob,
vytvořený autory (Chowdhury, Ghosh & Chaudhuri, 2017), zohledňuje i in-
flaci a časovou hodnotu peněz.

V tomto odstavci budeme uvažovat model rovnováhy zásob rozš́ı̌rený
o order-up-to politiku doplňováńı zbož́ı s částečným backlogging, popisuj́ıćı
situaci, kdy zbož́ı neńı dodáváno nepřetržitě, ale pouze v předem defino-
vaných okamžićıch.

Uvažujeme matematický model na intervalu [0, T ] ve tvaru:

dI

dt
=



1
K1

(Ip − Ipoj) + 1
K2

(I
poj
− I(t−∆))−D(t) I(t−∆) < I

poj

1
K1

(Ip − I(t−∆))−D(t) I(t−∆) ∈ [I
poj

; Ip]

−D(t) I(t−∆) > Ip,
(6.7)

kde
I(t−∆) = h(t−∆) pro t ∈ [0,∆].

Model vycháźı z předpokladu, že ćılem obchodńık̊u je plně uspokojit
poptávku D(t), d́ıky výši zásob I(t), která poč́ıtá i s náhodnými vlivy. Proto
je aktuálńı úroveň zásob udržována okolo tzv. požadované hodnoty Ip. Hla-
dina zásob je tedy postupně snižována tak, aby byla uspokojována poptávka
D(t) a je také zvyšována o množstv́ı zbož́ı, přijatého na sklad.

V našem modelu ř́ızeńı zásob bude kromě hladiny Ip zohledněna i výše
pojistné zásoby I

poj
. Budeme předpokládat, že v př́ıpadě poklesu zásob pod

hladinu pojistné zásoby, změńı se potřeba rozložit doplněńı zásob do deľśıho
obdob́ı a alespoň část zbož́ı je třeba doplnit v kratš́ım časovém horizontu.
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V tomto př́ıpadě je třeba zavést dva volitelné parametry K1 a K2, že pro
dodávku zbož́ı je od okamžiku objednáńı nutno poč́ıtat s prodlevou ∆, zp̊u-
sobenou podmı́nkami na straně dodavatele a př́ıpadně i dobou přepravy.

Přitom přirozeným d̊usledkem spojité návaznosti řešeńı I(t) z intervalu
[0, T ] na spojitou

”
historickou“ funkci h(t), t ∈ [−∆, 0] je počátečńı podmı́nka

řešeńı I(t) rovnice (6.7) ve tvaru:

I(0) = h(0).

Z podstaty výše uvedeného modelu přitom plyne, že Ip > 0, I
poj

> 0, ∆ > 0,
K1, K2 > 0 jsou konstanty, D(t) a h(t) spojité funkce. Označ́ıme-li pravou
stranu rovnice (6.7) L(I)(t), pak ji můžeme zapsat také ve tvaru

dI(t)

dt
= L(I)(t), t ∈ [0, T ] (6.8)

a vzhledem k jej́ı konstrukci se jedná o lineárńı nehomogenńı diferenciálńı
rovnici s konstantńım zpožděńım, s po částech konstantńım koeficientem a
po částech spojitou nehomogenitou.

Výše uvedený model vystihuje reálnou situaci, se kterou se při ř́ızeńı zásob
můžeme setkat, pouze částečně. Pokud se budeme cht́ıt reálné situaci přibĺıžit
co nejbĺıže, muśıme také zohlednit fakt, že zbož́ı obvykle neńı naskladňováno
nepřetržitě, dokonce ani nemuśı být naskladňováno v pravidelných interva-
lech. Proto je nutné model ještě mı́rně modifikovat a vźıt v potaz fakt, že
naskladněńı prob́ıhá pouze v určitých podintervalech intervalu [0, T ].

Označme si nyńı Ts množinu všech podinterval̊u z [0, T ], kdy docháźı
k naskladněńı zbož́ı. Pak nově upravený model můžeme vyjádřit s pomoćı
vztahu (6.8) takto:

dI(t)

dt
=

{
L(I)(t) pro t ∈ TS
−D(t) pro t 6∈ TS

, (6.9)

I(t−∆) = h(t−∆) pro t ∈ [0,∆].

Jestliže označ́ıme charakteristickou funkci množiny Ts

χ
TS

(t) =

{
1 pro t ∈ TS
0 pro t 6∈ TS

,

pak lze úlohu (6.9) vyjádřit ve tvaru

dI(t)
dt

= χ
TS

(t)L(I)(t)− (1− χ
TS

(t))D(t) pro t ∈ [0, T ],

I(t−∆) = h(t−∆) pro t ∈ [0,∆],

(6.10)
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respektive

dI(t)
dt

=
{[

1
K1

(Ip − Ipoj) + 1
K2

(I
poj
− I∆(t−∆))

]
χpoj(I∆(t−∆))+

1
K1

(Ip − I∆(t−∆))(1− χpoj(I∆(t−∆)))(1− χp(I∆(t−∆)))
}
χ

TS
(t)

−D(t),

I(0) = h(0),
(6.11)

přičemž

I∆(t−∆) = χ[0,T ](t−∆)I(t−∆) + (1− χ[0,T ](t−∆))h(t−∆)

a

χ[0,T ](t) =

{
1 pro t ∈ [0, T ]
0 pro t 6∈ [0, T ]

.

Přitom uvedené předpoklady modelu plně vyhovuj́ı výše zmı́něné obecné te-
orii funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic, podle ńıž pro rovnici (6.7) stač́ı
uvažovat lebesgueovsky integrovatelné koeficienty a nehomogenity (funkce
po částech konstantńı i po částech spojité na intervalu [0, T ] takovými jsou).
Proto lze na rovnici (6.11) aplikovat numerický postup konstrukce řešeńı a
v citované literatuře metodu postupných aproximaćı. Pro numerické řešeńı
tohoto počátečńıho problému bylo využito Důsledku 5.2 a to s použit́ım řešeńı
posloupnosti úloh

dIn(t)
dt

= χ
TS

(t)L(In−1)(t)− (1− χ
TS

(t))D(t) pro t ∈ [0, T ],

In(t−∆) = h(t−∆) pro t ∈ [0,∆],

(6.12)

respektive

dIn(t)
dt

=[
1
K1

(Ip − Ipoj) + 1
K2

(I
poj
− I∆n−1(t−∆))

]
χpoj(I∆n−1(t−∆))χ

TS
(t)+

1
K1

(Ip − I∆n−1(t−∆))(1− χpoj(I∆n−1(t−∆)))(1− χp(I∆n−1(t−∆)))

χ
TS

(t)−D(t),

In(0) = h(0),
(6.13)

kde

I∆n−1(t−∆) = χ[0,T ](t−∆))In−1(t−∆) + (1− χ[0,T ](t−∆))h(t−∆),
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Obr. 6.4: Hladina zásob - skutečný vývoj, zdroj: vlastńı zpracováńı na základě
(Novotna & Sustrova, 2018)

χp(I(t)) =

{
1 pro I(t) > Ip
0 pro I(t) ≤ Ip

,

χpoj(I(t)) =

{
1 pro I(t) < Ipoj
0 pro I(t) ≥ Ipoj

.

Jak již bylo uvedeno v kapitole 6.2, je vhodně zvolený zp̊usob ř́ızeńı zásob jed-
nou z možnost́ı jak dosáhnout sńıžeńı náklad̊u na držeńı zásob, k optimalizaci
vnitřńıch proces̊u podniku a následně i ke zvýšeńı zisku. Proces ř́ızeńı zásob
zahrnuje činnosti jako je analýza, plánováńı, prognóza, operativńı ř́ızeńı a
kontrola prováděných operaćı a volba vhodného zp̊usobu ř́ızeńı zásob vede
i ke zvýšeńı kvality zákaznických služeb.

Navržený model výpočtu rovnováhy zásob byl aplikován na konkrétńı
situace z obchodńı praxe a podrobné řešeńı prezentováno v (Novotna &
Sustrova, 2018). Byla použita data reálné společnosti, zabývaj́ıćı se velko-
obchodńım prodejem se spojovaćım materiálem.

Při řešeńı autorky vycházely ze skutečnosti, že společnost nakupuje v rámci
dodavatelského řetězce od asijského výrobce a muśı předpokládat dobu dodáńı
objednaného zbož́ı až 60 dńı od objednáńı. Interval objednáńı je přibližně
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Obr. 6.5: Hladina zásob - modelová situace, nekonstantńı historická funkce,
zdroj: vlastńı zpracováńı na základě (Novotna & Sustrova, 2018)

1 měśıc, tedy 20 pracovńıch dńı a pr̊uměrná velikost objednávky je 800 jedno-
tek. Požadavkem podniku bylo optimalizovat náklady na zbož́ı zkráceńım in-
tervalu objednávek a sńıžeńım množstv́ı objednaného množstv́ı, což by mělo
mı́t za následek sńıžeńı náklad̊u na skladováńı zbož́ı.

Jak je vidět z grafu na obrázku 6.4 tuto úlohu s úspěchem řešit a d́ıky
tomu výrazně sńıžit riziko nedostatku zásob na jedné straně a na druhé straně
sńıžit náklady na skladováńı.
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6.4 Reakce investor̊u na uvedeńı nového

produktu na trh

Předpov́ıdat např. zda se nějaký konkrétńı výrobek stane hitem, je při r̊uzno-
rodosti spotřebitelských preferenćı téměř nemožné. Naopak se dá velmi dobře
ukázat, že pro r̊uzné struktury společenských vazeb se může významně lǐsit
dynamika š́ı̌reńı výrobku (rychlost, skokové změny apod.). Nové produkty
přitom hraj́ı významnou roli při vytvářeńı a udržováńı konkurenčńıch výhod
firmy. Společnosti, schopné opakovaně uvádět na trh nové produkty, maj́ı bez-
pochyby výhodněǰśı postaveńı v konkurenčńım prostřed́ı trhu, zejména pokud
se jedná o kótované společnosti. Každé daľśı oznámeńı o uvedeńı nového pro-
duktu na trh je potom záležitost́ı, která se týká převážné většiny akcionář̊u.

Investoři mnohdy docházej́ı k rozhodnut́ı o tom, zda koupit nebo prodat
na základě informaćı o chováńı ostatńıch. Avšak drobné rozd́ıly v počátečńıch
podmı́nkách mohou mı́t v dlouhodobém horizontu závažné d̊usledky. Uvedeńı
nového produktu na trh kótovanou společnost́ı potom bývá často považováno
za signál, předpov́ıdaj́ıćı výkyvy na burze cenných paṕır̊u.

V současné době se předmětem zájmu mnoha výzkumných praćı stává
právě př́ıpadný vliv oznámeńı o novém produktu na chováńı burzy cenných
paṕır̊u (Chen & Wang, 2014; Lee & Chen, 2009). Většina těchto studíı však
pohĺıž́ı na události na burze optikou statistické analýzy a ztráćı ze zřetele
vliv, který má uvedeńı nového výrobku na akciový trh.

Tento proces může být ovlivňován r̊uznými faktory, jako je citlivost in-
vestora na informace a jeho psychický stav, nebo chováńı ostatńıch investor̊u
a celkové prostředńı akciového trhu. Zp̊usob, jakým jsou lidé ovlivňováni, byl
interpretován jako proces, bĺızký procesu virové infekce v teorii virové dyna-
miky a lze předpokládat, že je analogický s procesem tzv.

”
viral marketingu“.

Teorie virálńıho marketingu a virálńı reklamy (Hayes & King, 2014; Schul-
ze a kol., 2014) měly revolučńı dopady na marketing. Sociálńı śıtě, kde se
virálńı marketing hojně využ́ıvá, jsou považovány za velmi efektivńı mar-
ketingovou platformu pro obchodńıky (Faruque a kol., 2016). Virálńı mar-
keting (viral marketing) představuje metodu, která slouž́ı k dosažeńı expo-
nenciálńıho r̊ustu povědomı́ o značce (nebo produktu či službě) prostřed-
nictv́ım neř́ızeného š́ı̌reńı informaćı mezi lidmi. Toto lavinovité š́ı̌reńı lze
přirovnat k virové epidemii – odtud název této metody (Hao & Wang, 2016).
Publikace (Lopez-Fernandez, 2015) pak dává virálńı marketing do širš́ıch
souvislost́ı, včetně zamyšleńı nad společenskou odpovědnost́ı firem. Autoři
př́ıspěvku (Arcos a kol., 2014) konstatuj́ı, že virálńı marketing může být
výhodný při uvedeńı nového produktu na trh, avšak jeho účinnost a měřeńı
kampańı může být slabým mı́stem této strategie.
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Proces š́ı̌reńı informace o o novém produktu lze rozdělit na několik fáźı,
což odpov́ıdá i publikaćım (Hao & Wang, 2016) a (Connelly a kol., 2010) pro
t ∈ I = [0;T ]:

dI(t)
dt

= λ− d1I(t) + βI(t)S(t),

dI∗(t)
dt

= βI(t− τ(t))S(t− τ(t))− d2I
∗(t),

dS(t)
dt

= −d3S(t) + kI(t),

(6.14)

a požadujeme, aby řešeńı tohoto systému bylo spojitým pokračováńım funkćı
popisuj́ıćıch chováńı procesu v čase t < 0, kde λ, d1, d2, d3 a β jsou kladné
konstanty a spojitá funkce τ(t) ≤ t definovaná na intervalu I je zpožděńı
reakce. Požadujeme tedy, aby

I(t) = Ih(t), I
∗(t) = I∗h(t), S(t) = Sh(t), t ≤ 0, (6.15)

kde historické funkce Ih(t), I
∗
h(t), Sh(t) jsou spojité a nezáporné, př́ıpadně

ohraničené, což odpov́ıdá počátečńı podmı́nce

I(0) = Ih(0) = I0, I
∗(0) = I∗h(0) = I∗0 , S(0) = sh(0) = S0, (6.16)

s nezápornými I0, I
∗
0 , S0.

Obr. 6.6: Vliv délky zpožděńı na chováńı modelu š́ı̌reńı informace, zdroj:
vlastńı zpracováńı na základě (Novotná & Škapa, 2017)

Výše uvedený model popisuje vliv uvedeńı nového produktu na trh na
chováńı investor̊u za předpokladu, že odezva investor̊u neńı okamžitá a zo-
hledňuje čas nutný pro rozhodnut́ı.
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Při sestavováńı modelu se předpokládalo, že jeden investor investuje pou-
ze do jedné akcie, počet potenciálńıch investor̊u je I(t), počet akcionář̊u I∗(t).

Potenciálńı investoři maj́ı přirozený zdroj, který reprezentuje konstanta λ
a mı́ru jeho poklesu, tj. mı́ru opuštěńı akciového trhu, reprezentuje konstanta
d1. Dále předpokládáme, že prvotńı nab́ıdka akcíı byla nejdř́ıve nab́ıdnuta
několika institucionálńım investor̊um a v čase t = 0 bylo zahájeno obcho-
dováńı na burze.

Intenzita
”
signálu“ uvedeńı nového produktu na trh S(t) je pak odvozená

od výše investice do reklamy v čase t a součin βI(t)S(t) vyjadřuje citlivost
trhu na informace.

Za předpokladu, že potenciálńı investor vńımal signál v okamžiku t−τ(t),
vyhodnocuje ho v intervalu (t − τ(t), t), hodnota βI(t − τ(t))S(t − τ(t)) je
př́ır̊ustek akcionář̊u v čase t a d2 mı́ra přirozeného poklesu počtu akcionář̊u.
Parametr d3 pak ovlivňuje velikost změny signálu a parametr k reprezentuje
mı́ru kontaktu akcionář̊u a potenciálńıch investor̊u.

Samotný signál se v pr̊uběhu času měńı nejen v souvislosti s reklamou
a š́ı̌reńım informace v medíıch, ale je také uvolňován pr̊uběžně. Potenciálńı
investory samozřejmě mohou, kromě vlastńıho úsudku, významně ovlivnit
i stávaj́ıćı akcionáři prostřednictv́ım mezilidské komunikace. Proto mohou
někteř́ı akcionáři mı́t vliv na intenzitu signálu S(t).

Jedná se o systém tř́ı nelineárńıch rovnic se zpožděńım a separovatel-
nou lineárńı část́ı bez zpožděńı. Pro numerické řešeńı tohoto počátečńıho
problému bylo využito Důsledku 5.9, resp. 5.10 a to s použit́ım řešeńı po-
sloupnosti úloh

x′ν = a− bxν(t) + cxν(t)zν−1(t)

y′ν = cχ(t−∆(t))xν−1(t−∆(t))zν−1(t−∆(t))+
+c(1− χ(t−∆(t)))h1(t)h3(t)]− d2yν(t)

z′ν = −ezν(t) + gxν−1(t)

xν(0) = h1(0), yν(0) = h2(0), zν(0) = h3(0),

(6.17)

kde t ∈ I = [0, T ], ν ∈ N , a, b, c, d, e, g ∈ R, hi (i = 1, 2, 3) jsou spojité,
nezáporné a ohraničené funkce a x0, y0, z0 ∈ C(I;R).

Př́ıspěvek (Novotná & Škapa, 2017) prezentuje možnost řešeńı nelineárńı-
ho dynamického modelu pomoćı nové teorie tzv. funkcionálńıch diferenciálńıch
rovnic, konkrétně globálńı metodou postupných aproximaćı. V rámci aplikačńı
části je prezentována možnost jeho řešeńı v konkrétńım př́ıpadě a pomoćı si-
mulace na poč́ıtači je demonstrováno chováńı modelu.
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Tento model je také v souladu s teoríı sentimentu, která tvrd́ı, že velká
vlna pozitivńıho sentimentu nepřiměřeně ovlivńı r̊ust ceny akcie, jej́ıchž oce-
něńı je již tak vysoké, a v př́ıpadě, když se nenaplńı očekávané velké zisky
(např. z nového výrobku), pak investoři odcházej́ı.

Aplikace tohoto modelu za použit́ı reálných dat může být velmi užitečná
př́ı pro sńıžeńı rizika potenciálńıch investor̊u, nebot’ co může být pro investora
horš́ıho, než koupit akcii firmy, která rostla (mnohdy bouřlivě), a on nakoupil
na vrcholu, a potom sleduje pokles, či dokonce pád ceny akcíı firmy, a to i
přestože firma hláśı zvyšuj́ıćı se prodeje nového výrobku.
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6.5 Podniková data a jejich ohrožeńı

Firemńı procesy v podnićıch jsou č́ım dál v́ıce závislé na službách infor-
mačńıch a komunikačńıch technologíı (ICT) a t́ım roste pracovńı zátěž IT
odděleńı a také nároky na jeho ř́ızeńı. Podnikové procesy v podniku existuj́ı
proto, aby s jejich pomoćı mohl podnik dosáhnout svých ćıl̊u determino-
vaných podnikovou strategíı. Podoba podnikových proces̊u proto vycháźı z
podnikové strategie. ICT služby (služby informačńıch a komunikačńıch tech-
nologíı) jsou podp̊urné služby pro podnikové procesy.

Informačńı útoky na poč́ıtačové śıtě jsou problémem, u kterého denně
nar̊ustá stupeň hrozby.

Jako př́ıklad můžeme uvést kybernetický útok v německých ocelárnách
(Kovacs, 2014) nebo zničeńı téměř jedenácti jaderných zař́ızeńı v Iránu (Kelley,
2013). Rozsáhlou analýzu stávaj́ıćı literatury, která se zabývá kybernetickou
bezpečnost́ı, provedli autoři článku (Bordoff a kol., 2017).

Skutkovými podstatami kybernetické kriminality od historie po součas-
nost včetně prognózy daľśıho vývoje se zabývá monografie (Smejkal, 2018).
Autor se podrobně věnuje r̊uzným aspekt̊um kriminality spojeným s poč́ıtači,
śıtěmi, Internetem, virtuálńım prostorem, sociálńımi śıtěmi a daľśımi fe-
nomény.

Okamžitá reakce odborńık̊u na kybernetické útoky umožňuje identifikovat
slabé stránky poč́ıtačových śıt́ı, které jsou pak chráněny programy, zvanými

”
patch“. Tyto záplaty jsou však k dispozici s určitým zpožděńım a útočńıci

maj́ı dostatek času na zneužit́ı této chyby, a to i přesto, že o nich věd́ı výrobci
operačńıch systémů i daľśıho softwaru. Tento stav je nevyhovuj́ıćı jak pro
soukromé podniky a jejich management, tak pro vedeńı státńıch organizaćı,
které se podle své úředńı povinnosti muśı zabývat d̊uležitými nebo tajnými
informacemi.

Uvažujeme dynamický systém
”
informačńı útok - poč́ıtačové śıtě“ bez

zpětné vazby. Systém má následuj́ıćı součásti: klient A, server B, uživatel na
straně klienta, lokálńı śıt’, ke které je server připojen. Tento model je popsán
interakćı mezi klientem A a serverem B bez zpětné vazby a vlivem lokálńı
śıtě na server s tokem požadavk̊u. Pomoćı bilančńıch poměr̊u zapisujeme dy-
namický systém požadavk̊u a odpověd́ı ve tvaru dvou diferenciálńıch rovnic.

x′1(t) = λ(t)− µ1x1(t) +
x21(t)µ1
1+x1(t)

x′2(t) = µ2x1(t−∆)− x2(t)− µ2
x21(t−∆)

1+x1(t−∆)
− x22(t−∆)

1+x2(t)
,

(6.18)

kde xT = (x1(t), x2(t)) - je vektor fázových proměnných, počet jejich složek
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odpov́ıdá počtu
”
paket̊u“, které jsou v daném okamžiku t ≥ 0 na i-tém uzlu

(i = 1, 2) , λ(t) jsou př́ıchoźı datové toky z exterńıch objekt̊u.
Necht’ λ(t) > 0 je požadavek vyslaný uživatelem A (vstup); ∆ je čas

zpožděńı přenosu informaćı z A do B; x1 jsou pakety v A určené k odesláńı
na B (požadavky); x2 jsou pakety v B určené k odesláńı serverem do mı́stńı
śıtě (odpovědi); µ1, µ2 je kapacita š́ı̌rky pásma (bandwidth) př́ıslušných uzl̊u,

”
informačńı útoky“ a

”
poč́ıtačové śıtě“ g(x) = x2

1+x
- funkce využit́ı paket̊u.

V tomto modelu (6.19) odpov́ıdá prvńı rovnice uzlu
”
user-client“ a druhá

- uzlu
”
server-user“.

Na intervalu I = [0, T ] dostatečné délky je uvažovaný systém dvou obyčej-
ných diferenciálńıch rovnic nelineárńı a s jedńım zpožděńım na 1. komponentě
(1. proměnné). Pro numerický výpočet řešeńı jeho počátečńı úlohy zadáńı
přirozeně doplňme o podmı́nky v bodě 0 a o popis chováńı řešeńı před časem
0, tj. zabývejme se numerickým řešeńım úlohy

x′1(t) = λ(t)− µ1x1(t) + g(x1(t))

x′2(t) = µ2x1(t−∆)− x2(t)− µ2g(x1(t−∆)) + g(x2(t−∆)),

x1(t−∆) = h1(t−∆) pro t ∈ [0; ∆] x2(0) = h2,

(6.19)

kde µ1, µ2, h2 ∈ R+, funkce λ ∈ L(I;R+), ∆ ∈ C(I;R+), h1 ∈ C([−∆, 0];R+)
a g = x2

1+xi
: R+ → R+.

Pro numerické řešeńı tohoto počátečńıho problému (bĺıže popsaný v ka-
pitole 5.2.2) bylo použito tvrzeńı (5.5) a využ́ıvá úlohy ve tvaru

x′1(t) = λ(t)− µ1x1(t) + g(x1(t))

x′2(t) = µ2 [(χI(t−∆)x1(t−∆) + (1− χI(t−∆))h1(t))]− x2(t)

−µ2 [(χI(t−∆)g(x1(t−∆)) + (1− χI(t−∆))g(h1(t))] + g(x2(t))

x1(0) = h1(0) x2(0) = h2,

(6.20)
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konkrétně posloupnosti úloh

x′1(t) = λ(t)− µ1x1ν(t) + g(x1ν(t))

x′2(t) = µ2 [(χI(t−∆)x1ν−1(t−∆) + (1− χI(t−∆))h1(t))]− x2ν(t)

−µ2 [(χI(t−∆)g(x1ν−1(t−∆)) + (1− χI(t−∆))g(h1(t))] + g(x2ν(t))

x1(0) = h1(0) x2(0) = h2.
(6.21)

Obr. 6.7: Vliv funkce λ(t) na řešeńı modelu, zdroj: vlastńı zpracováńı na
základě (Dzhalladova a kol., 2019)

Analyzovaný model detekce kybernetických útok̊u (Dzhalladova, Novotná
a kol., 2019) je založený na soustavě nelineárńıch diferenciálńıch rovnic se
zpožděńım a umožňuje nám źıskat kvalitativńı řešeńı (portrét) dynamických
soustav pomoćı obecné teorie Poincaré-Lyapunova, který určuje na existenci
výjimečných (stacionárńıch) bod̊u, cykl̊u (periodických trajektoríı) a jejich
vzájemném uspořádáńı.

Při studiu nelineárńı soustavy se zpožděńım, která modelovala dynamiku
v soustavě

”
informačńı útok - poč́ıtačová śıt’“, bylo zjǐstěno, že pr̊uběh funkce

λ(t) má významný vliv na řešeńı modelu, jak je vidět na obrázku 6.7. V reálné
situaci lze očekávat, že právě tato funkce nebude mı́t charakter konstanty,
ale že jej́ı hodnoty budou koĺısat.
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6.6 Š́ı̌reńı informace o emisi nové akcie na

kapitálovém trhu

Akciové společnosti vydávaj́ı na veřejném trhu cenných paṕır̊u, tj. na burze či
mimoburzovńım trhu, své akcie s ćılem źıskat kapitál pro daľśı rozvoj nebo s
ćılem zvýšit vlastńı prestiž a d̊uvěryhodnost. Hovoř́ı se o takzvaných emiśıch
akcíı. Pokud společnost vydává na veřejném trhu své akcie poprvé, hovoř́ıme
o prvotńıch nebo primárńıch emiśıch (IPO - Initial Public Offering). Protože
se s primárńı emiśı stává z uzavřené a v soukromých rukou vlastněné akciové
společnosti společnost př́ıstupná široké veřejnosti, hovoř́ı se o primárńıch
emiśıch jako o

”
uvedeńı na veřejný trh“.

Samotným procesem představeńı nové emise akcii uváděné na burzu cen-
ných paṕır̊u a veřejný trh se zabýval Meluźın a kol. (2018) a Škapa a Meluźın
(2007).

Burzy s cennými paṕıry ve vyspělých ekonomikách se postupně změnily z
prezenčńı burzy na burzu elektronickou. Tato změna v systému obchodováńı
s sebou nese fakt, že obchodováńı na ńı neńı omezeno žádným konkrétńım
mı́stem v regionálńım smyslu, protože obchodovat je možné odkudkoliv.
Účastńıci trhu cenných paṕır̊u jsou dobře informovańı (předpokládáme leh-
kou formu hypotézy efektivńıho trhu) a použ́ıvaj́ı stále dokonaleǰśı typy mo-
del̊u pro ř́ızeńı investičńıch a finančńıch rizik, investičńı analýzy a správu
aktiv. Zp̊usobem, jakým lze data z akciových trh̊u vyhodnocovat se zabývaj́ı
ve své práci (Weng a kol., 2018). (Sohangir and Wang, 2018) naopak řeš́ı
jakým zp̊usobem naj́ıt správný zdroj informaćı. Pomoćı nástroj̊u z oblasti
topologie popisuje chovńı investor̊u na akciovém trhu (Oldham, 2017).

V daľśıch úvahách předpokládejme, že proces lze považovat za analogický
s procesem viral marketingu.

Velmi stručně můžeme jednotlivé fáze popsat jako

”
Awareness“ - potenciálńı investoři zachytili informaci o emisi nové akcie

a zpracovávaj́ı ji v podvědomı́,

”
Evaluation“ – potenciálńı investoři zvažuj́ı své možnosti a vyhodnocuj́ı,

zda je pro ně investice výhodná,

”
Investment“ – v této fázi již dospěl potenciálńı investor k rozhodnut́ı,

investici realizuje a měńı se z potenciálńıho investora na akcionáře. Je třeba
také uvažovat, že doba τ , kterou potenciálńı investor potřebuje na vyhodno-
ceńı situace, neńı zanedbatelná.
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Celý model můžeme vyjádřit takto:

dI(t)
dt

= p− qI(t) + ξI(t)
(

1− I(t)
Imax

)
− βI(t)S(t)

dI∗(t)
dt

= βI(t− τ)S(t− τ)− δ(t)I∗(t)
dS(t)
dt

= −d3S(t) + kI(t)

(6.22)

kde δ(t) =
23(1−e−0,044t)+100e−0,044t

100
, p, q, ξ, Imax, d3, β a k jsou kladné kon-

stanty, a požadujeme

I(0) = I0, I
∗(0) = I∗0 , S(0) = S0, (6.23)

přičemž I0, I
∗
0 , S0 jsou kladné konstanty.

Pro t < 0 dále definujeme, že

I(t) = Ih(t), I
∗(t) = I∗h(t), S(t) = Sh(t), (6.24)

kde historické funkce Ih(t), I
∗
h(t), Sh(t) jsou spojité a nezáporné.

Do modelu tedy vstupuje proměnná I(t)
”
počet potenciálńıch investor̊u“

(jeden investor investuje pouze do jedné akcie)a proměnná
”
počet akcionář̊u“,

označená jako I∗(t).
Vyjděme z předpokladu, že prvotńı nab́ıdka akcíı byla v pr̊uběhu Road

Show nab́ıdnuta několika institucionálńım investor̊um a v čase t = 0 bylo
zahájeno obchodováńı na burze a t́ımto okamžikem začali být uspokojováni
drobńı investoři, resp. fyzické osoby. Tud́ıž intenzita

”
signálu“ S je odvozená

od výše investice do reklamy.
Parametr q vyjadřuje pod́ıl investor̊u, kteř́ı opoušt́ı trh. Reprezentuje tedy

mı́ru opuštěńı akciového trhu q. Pro větš́ı přibĺıžeńı realitě ještě do modelu

začleńıme také r̊ust počtu potenciálńıch investor̊u ξI(t)
(

1− I(t)
Imax

)
, kde ξ je

mı́ra r̊ustu potenciálńıch investor̊u. Obvykle je tento parametr vyšš́ı než q.
Imax je maximálńı kapacita akciového trhu a intenzita informace o nové

emisi je označena jako S(t). V modelu je třeba zohlednit i citlivost trhu na
informace, kterou reprezentuje kladná konstanta β.

Mı́ru přirozeného poklesu počtu akcionář̊u označ́ıme δ(t). Pro sestaveńı
rovnice časového úbytku informace z druhotné dlouhodobé paměti za před-
pokladu spojitého procesu učeńı i zapomı́náńı v čase byla využita teorie
prezentovaná v (Stŕıženec, 1966).

Mı́ru změny signálu označ́ıme jako d3, souvisej́ıćı jak s výš́ı investice do
reklamy a š́ı̌reńım informaćı, tak s faktem, že potenciálńı investoři jsou do
jisté mı́ry v̊uči signálu rezistentńı.

Je třeba ještě vźıt v úvahu, že informace se š́ı̌ŕı také mezilidským kontak-
tem, který samozřejmě existuje i mezi akcionáři a potenciálńımi investory.
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Část potenciálńıch investor̊u bylo osloveno v pr̊uběhu Road Show a zbývaj́ıćı
část se o možnosti nové investice dozv́ıdá zprostředkovaně, přes burzu či přes
manažera emise, který bude zodpovědný za pr̊uběh emise. Mı́ru kontaktu
mezi akcionáři a potenciálńımi investory reprezentuje parametr k.

Jedná se o systém tř́ı nelineárńıch rovnic s konstantńım zpožděńım τ
a separovatelnou lineárńı část́ı bez zpožděńı. Pro numerické řešeńı tohoto
počátečńıho problému bylo využito Důsledku 5.9 resp. 5.10 a to s použit́ım
řešeńı posloupnosti úloh

dIn(t)
dt

= p− qIn(t) + ξIn(t)
(

1− In(t)
Imax

)
− βIn(t)Sn(t)

dI∗n(t)
dt

= βIn−1(t− τ)Sn−1(t− τ)− δ(t)I∗n(t)
dSn(t)
dt

= −d3Sn(t) + kIn(t), t ≥ 0

(6.25)

kde n ∈ N , δ(t) =
23(1−e−0,044t)+100e−0,044t

100
,

In(t) = Ih(t), I
∗
n(t) = I∗h(t), Sn(t) = Sh(t), pro t < 0 (6.26)

Obr. 6.8: Př́ıpad, kdy se situace na burze stabilizuje, zdroj: vlastńı zpracováńı
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Obr. 6.9: Př́ıpad nestabilńı situace na burze, zdroj: vlastńı zpracováńı

Prezentovaný model (Novotná a kol. 2020) zkoumá mechanismus š́ı̌re-
ńı informace v procesu IPO v prostřed́ı burzy cenných paṕır̊u a výsledky
modelováńı znázorňuj́ı d̊usledky chováńı systému jako celku, a to z pohledu
emitenta i investora.

Graf 6.8 zobrazuje situaci po uvedeńı podniku na burzu, kdy v prvńıch
dnech obchodováńı si podnik kupuje větš́ı a větš́ı počet investor̊u (zejména
privátńıch). Vid́ıme, že v prvńıch týdnech obchodováńı prudce klesá počet
potenciálńıch investor̊u, zat́ımco počet investor̊u naopak krátkodobě vzr̊ustá.
Současně můžeme pozorovat zvýšeńı intenzity signálu S v obdob́ı poklesu
zájmu o akcii, který má ale výrazně slabš́ı odezvu, než tomu bylo v prvńıch
dnech.

Zhruba po ročńım obchodováńı se ustáĺı počet investor̊u, což je spojeno
i s prvńım ročńım vykazováńım hospodářských výsledk̊u existence podniku
na burze, a porovnáńım predikovaných hospodářských výsledk̊u.

Graf 6.9 demonstruje situaci, kdy podnik nemá jasně vymezenou strategii
a tato strategie neńı vhodně komunikována s investory, manažeři emise dávaj́ı
v́ıc a v́ıc prostředk̊u na reklamu. Podnik se nevhodně prezentuje a proto
koĺısaj́ı jak počty investor̊u, tak potenciálńıch investor̊u a podnik se postupně
stává ned̊uvěryhodným.
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6.7 Nab́ıdka a poptávka na trhu s dr̊ubež́ım

masem

Zdrojem bohatstv́ı a moci jsou v současném světě potom předevš́ım in-
formace a schopnost s nimi efektivně nakládat. Jsou to právě informace,
které rozhoduj́ı o tom, který subjekt či jednotlivec bude v dnešńı společnosti
úspěšný a který nikoli. Pokud chce být podnikatel úspěšný, potřebuje mı́t
přehled o prostřed́ı a nových trendech, což ho může v budoucnu ochránit před
odbytovými pot́ıžemi, poklesem tržeb nebo snižováńım zisku. Pro úspěšnou
ekonomickou situaci tedy je nutná rychlost hodnoceńı informaćı, źıskáváńı
nových zdroj̊u, efektivńı komunikace, spolupráce mezi lidmi atp. Např́ıklad
rozvoj zemědělstv́ı do značné mı́ry ovlivňuje všechny odvětv́ı výroby, na-
vazuj́ıćı na produkci komodit zemědělského p̊uvodu, proto je pro odběratele
zemědělských produkt̊u d̊uležité mı́t možnost předv́ıdat budoućı jeho pohyby.

Typickým znakem současného ekonomického vývoje ve světě je r̊ust vzá-
jemné závislosti a propojeńı trh̊u jednotlivých národńıch ekonomik i nadná-
rodńıch uskupeńı ve formě globalizačńıch proces̊u. Vstup na jednotný trh
má však zásadńı dopad na ekonomické postaveńı domácnost́ı i podnik̊u.
Při konstrukci strategie podniku je proto nutné využ́ıvat nástroje, vhodné
pro zkoumáńı možných dopad̊u hospodářsko-politických opatřeńı. V tomto
př́ıpadě jsou hojně využ́ıvány modely založené na výpočtu všeobecné rov-
nováhy, zohledňuj́ı makroekonomický rámec.

Hlavńı myšlenku rovnováhy trhu, kterou intuitivně přestavil A. Smith,
zpracoval do podoby samostatné teorie obecné rovnováhy L. Walras.

Vědecký př́ınos L.a Walrase k rozvoji ekonomie byl plně doceněn až po
jeho smrti, předevš́ım po druhé světové válce d́ıky J. R. Hicksovi a I. Fishe-
rovi. Autoři G. Debreu a K. J. Arrow pak potvrdili konzistenci teorie celkové
rovnováhy, včetně vymezeńı podmı́nek existence. Za striktńıch podmı́nek po-
dali teoretický matematický d̊ukaz Walrasovy hypotézy, že přizp̊usobovaćı
procesy vyúst́ı do stabilńı rovnováhy.

V současné době se můžeme setkat např́ıklad publikacemi, které zkou-
maj́ı Walrasovu dynamiku na experimentálńıch trźıch (Crockett a kol., 2011;
Donier & Bouchaud, 2016; Hubbard, 2013; Hirota a kol., 2005), statěmi
zabývaj́ıćımi se ekonomickou rovnováhou (viz. např́ıklad (Anello a kol., 2011;
Bobalová & Novotná, 2015; Codognato a kol., 2015; Donato a kol., 2008; Jofré
a kol., 2007).

Daľśım př́ıkladem lineárńıho dynamického modelu je rovnice popisuj́ıćı
chováńı trhu a vycházej́ıćı z předpokladu Walrasovy teorie, že relativńı změna
tržńı ceny v čase se ř́ıd́ı rovnićı rovnováhy mezi poptávkou a nab́ıdkou:

p′(t) = k1(d1 − s1 + d2p(t)− s2p(t−∆)). (6.27)
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Model vycháźı z předpokladu Walrasovy teorie (Walras, 1984), že rela-
tivńı změna tržńı ceny p(t) v čase t se ř́ıd́ı rovnićı rovnováhy mezi poptávkou
D(p(t)) a nab́ıdkou S(p(t)). Přirozeným požadavkem spojité návaznosti řešeńı
p(t) z intervalu [0, T ] k

”
historické“ funkci

p(t) = ph(t), t ∈ [−∆, 0], (6.28)

kde o funkci ph(t) pro zjednodušeńı předpokládáme, že je spojitá, je počátečńı
podmı́nka řešeńı p(t) ve tvaru

p(0) = ph(0), (6.29)

kde k1, d1, d2, s1, s2, ∆ jsou konstanty (∆ > 0).

Pokud chceme analyzovat dynamiku cen, výroby a spotřeby zejména u ko-
modit, můžeme vycházet z předpokladu Walrasovy teorie. Základńı dyna-
mická formalizace tohoto vztahu je pak následuj́ıćı:

p′ = f(D(p)− S(p)), (6.30)

přičemž vlastnosti tohoto modelu budeme dále analyzovat s využit́ım lineárńı
aproximace. Nyńı předpokládejme, že nab́ıdka reaguje na změny ceny s urči-
tým zpožděńım. To lze matematicky formalizovat takto:

D(p(t)) = d1 + d2p(t), d2 < 0, S(p(t)) = s1 + s2p(t−∆), s2 > 0, (6.31)

kde ∆ vyjadřuje dobu potřebnou k realizaci změny dodávek v závislosti na
vývoji cen a budeme ji nadále nazývat zpožděńım. Pro numerické řešeńı
tohoto počátečńıho problému bylo využito Důsledku 5.5 a Důsledku 5.6. a to
s použit́ım řešeńı posloupnosti úloh

x′ν(t) = a+bxν(t)+cχI(t−∆)xν−1(t−∆)+c(1−χI(t−∆))h(t−∆), (6.32)

xν(0) = h(0), (6.33)

kde t ∈ I = [0, T ], ν ∈ N , a, b, c,∆ ∈ R, ∆ > 0, h ∈ C([−∆, 0];R) a
x0 ∈ C(I;R).

Ćılem práce (Bobalová & Novotná, 2015) je analyzovat chováńı modelu
z hlediska oscilatoričnosti v př́ıpadě změny vstupńıho parametru. V rámci
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aplikačńı části této publikace pak byla demonstrována konstrukce řešeńı mo-
delu a ukázka řešeńı v podmı́nkách České Republiky.

Délka zpožděńı odpov́ıdá schopnosti dr̊ubežář̊u přizp̊usobit se změnám
na trhu, což je jeden rok. Byl analyzován vliv koeficientu k1, představuj́ıćı
citlivost trhu na změny podmı́nek.

Na základě podmı́nek, za kterých řešeńı osciluje, uvedených v článku
(Bobalová & Novotná, 2015) byla vypočtena hodnota koeficientu citlivosti
trhu k1, při jej́ımž překročeńı řešeńı osciluje, nebo přestane být asymptoticky
stabilńı.

Vypočtené řešeńı pro konkrétńı hodnoty k1 jsou znázorněny na obrázku
6.10. Pro k1 = 0, 1 se jedná o situaci, kdy je velmi malá citlivost trhu a
řešeńı se přibližuje rovnovážnému stavu bez kmit̊u. Z grafu je patrné, že
je monotónńı a roste ke konstantńı hodnotě. V př́ıpadě k1 = 1 je splněna
podmı́nka, za které řešeńı osciluje a současně můžeme pozorovat postupné
přibližováńı rovnovážnému stavu, tedy neustále se snižuj́ıćı amplitudu kmit̊u.
Posledńı graf je pro př́ıpad k1 = 7. Zde vid́ıme sinusové vlny s amplitudou,
jež se v čase zvyšuje a neńı zde možné doćılit rovnovážného stavu.

130



Obr. 6.10: Model vývoje ceny masa, zdroj: vlastńı zpracováńı na základě
(Bobalová & Novotná, 2015)
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Kapitola 7

Př́ınos práce pro vědu, praxi a
pedagogickou činnost

Př́ınosy habilitačńı práce lze spatřovat ve třech rovinách, a to jak v rovině te-
oretické, tak praktické a následně i pedagogické. Všechny uvedené roviny jsou
silně provázány a jak úvodńı analytická, tak i navazuj́ıćı a hlavńı realizačńı
část habilitačńı práce s již ověřenými návrhy nových postup̊u zkoumáńı a
prognózováńı ekonomických dynamických systémů se zpožděńımi maj́ı sv̊uj
př́ınos, jak je uvedeno v jednotlivých částech habilitačńı práce a nyńı sou-
hrnně v jej́ım závěru.

7.1 Př́ınos pro vědu

Potřebná podrobná analýza chováńı dynamických ekonomických systémů a
zejména takových systémů se zpožděńımi, umožňuj́ıćı citlivěji a přesněji re-
agovat na změny vstupńıch údaj̊u a jejich vliv na chováńı systému, vyžaduje
aparát umožňuj́ıćı takové otázky řešit.

Teoretickým př́ınosem této habilitačńı práce je návrh nového postupu
řešeńı dynamických model̊u v ekonomice a ř́ızeńı podniku, určených pro pod-
poru manažerském rozhodováńı.

Výsledky výzkumu představuj́ı posun v poznáńı problematiky řešeńı úloh
dynamického modelováńı v ekonomice a ř́ızeńı podniku. V práci prezentované
nové postupy konstrukce řešeńı dynamických systémů použ́ıvaných v ekono-
mice a ř́ızeńı podniku, jsou formulovány tak, aby zohlednily co největš́ı počet
r̊uzných faktor̊u, ovlivňuj́ıćı chováńı modelovaného ekonomického systému,
včetně vlivu časového zpožděńı.

Teoretické př́ınosy této habilitačńı práce lze také spatřit v jednotlivých
d́ılč́ıch návrźıch postup̊u pro r̊uzné typy konkrétńıch dynamických model̊u,
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využ́ıvaných pro podporu manažerského rozhodováńı (viz. ilustrativńı př́ıkla-
dy v kapitole 6 a daľśı publikace autorky). Jedná se o:

• návrh postupu řešeńı dynamických model̊u, popsaných pomoćı lineár-
ńıch systémů,

• návrh postupu řešeńı dynamických model̊u, popsaných pomoćı pomoćı
nelineárńıch systémů.

Nový postup řešeńı byl navržen tak, aby byl vhodný pro široké spek-
trum model̊u pro podporu rozhodováńı v manažerské praxi a nav́ıc umožnil
využ́ıvat standardńı software, tedy aby nebyl vázán na použit́ı vysoce specia-
lizovaného programového vybaveńı pro řešeńı systémů diferenciálńıch rovnic
se zpožděnými argumenty.

Nově źıskané výsledky úvah o řešitelnosti a vlastnostech řešeńı takovýchto
úloh, oṕıraj́ıćı se o tzv. princip apriorńıho odhadu - nyńı dovoluj́ı použ́ıt
princip pevného bodu a s ńım vázané metody postupných aproximaćı. Tento
postup je základem ke konstrukci řešeńı dynamických ekonomických systémů
se zpožděńımi i bez zpožděńı.

Daľśım př́ınosem práce je shrnut́ı současného poznáńı z oblasti teorie
dynamického modelováńı v ekonomice a ř́ızeńı podniku i z hlediska možnost́ı
jejich řešeńı.

Výstupy habilitačńı práce tedy přisṕıvaj́ı k obohaceńı současného stavu
poznáńı řešeného tématu jak svým širš́ım a snazš́ım použit́ım při numerických
výpočtech řešeńı konkrétńıch úloh z oblasti dynamického modelováńı v eko-
nomii, tak v oblasti teorie okrajových úloh pro funkcionálńı diferenciálńı
rovnice a je tak součást́ı rozvoje těchto oblast́ı vědy.

7.2 Př́ınos pro podnikovou praxi

K významným trend̊um současnosti patř́ı studovat nejr̊uzněǰśı modelové situ-
ace, orientovat se v simulovaných podmı́nkách, hledat východiska, optimálńı
řešeńı apod. Řada aplikaćı z r̊uzných vědńıch obor̊u i závěry teoretické ma-
tematiky v posledńıch letech ukazuj́ı, že modely, založené na dynamických
vazbách, velmi dobře popisuj́ı složité chováńı stavových proměnných, jako
které mohou v ekonomice sloužit např́ıklad investice, spotřeba, zásoby a daľśı.

Praktický př́ınos této práce souviśı předevš́ım s vytvořeńım metodického
postupu, s jehož pomoćı lze nyńı numericky řešit i úlohy neřešitelné běžně
dostupným software, včetně široké tř́ıdy daľśıch tzv. okrajových úloh (jejich
nejjednodušš́ım př́ıpadem je právě úloha počátečńı).
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Vytvořené postupy usnadňuj́ı simulováńı d̊usledk̊u r̊uzných změn vstup-
ńıch parametr̊u dynamických model̊u a to umožňuje v manažerské praxi po-
pisovat chováńı reálného ekonomického systému se zahrnut́ım zpožděného
vlivu exogenńıch i endogenńıch proměnných.

Následná analýza chováńı tohoto modelu, který simuluje ekonomický sys-
tém reálněji, může nav́ıc významně přispět ke kvalitněǰśı predikci či optima-
lizaci chováńı reálných objekt̊u a t́ım např́ıklad k zvyšováńı produktivity
práce, efektivity ř́ıd́ıćıch proces̊u i všech ostatńıch činnost́ı odehrávaj́ıćıch se
uvnitř podniku.

Nejnověǰśı matematické metody, aplikované v oblasti ekonomiky a ř́ızeńı
podniku nám umožňuj́ı pracovat s modely, které nám umožňuj́ı předv́ıdat
chováńı analyzovaného systému a zohlednit širokou škálu faktor̊u, které na
chováńı maj́ı vliv. Z celé řady možnost́ı, kdy lze uplatnit nový postup řešeńı
dynamického modelu se zpožděńım v ekonomice a ř́ızeńı podniku, nyńı při-
pomeňme alespoň některé, které byly podrobněji popsány v kapitole 6.

Tlak na zlepšováńı hospodářského výsledku podniku ve finále vede k tomu,
že je k dispozici stále méně zdroj̊u, které by stály mezi jednotlivými součástmi.
Typickým př́ıkladem je eliminace zásob z dodavatelských řetězc̊u. Při menš́ım
objemu zásob je pro organizaci obt́ıžněǰśı reagovat na neočekávaná zpožděńı
výroby, požadavky zákazńık̊u a daľśı. To znamená, že součásti podniku,
k nimž bylo v minulosti možné přistupovat jako k vzájemně nezávislým,
je nyńı nezbytné koordinovat, aby bylo možné tyto nepředv́ıdané situace
úspěšně zvládat.

Velmi d̊uležitou roli v ř́ızeńı podniku, obchodu nebo výroby, tedy hraje
řádná správa zásob. Dı́ky ńı podnik źıskává schopnost udržovat dostateč-
nou úroveň zásob pro nepřetržitou výrobu a prodej při současném dosažeńı
minimálńıch náklad̊u podniku spojených se skladováńım zbož́ı. Při nákupu
větš́ıho množstv́ı zbož́ı lze často sńıžit náklady na objednáńı, avšak na druhou
stranu vážou zásoby nemalé množstv́ı finančńıch prostředk̊u. Právě v tomto
př́ıpadě lze s úspěchem uplatnit výsledky této habilitačńı práce, jak je vidět
např́ıklad z dř́ıve uvedeného př́ıkladu řešeńı rovnováhy zásob rozš́ı̌renou o or-
der-up-to politiku doplňováńı zbož́ı v kapitole 6.2.

Dnešńı výrobce muśı vycházet z předpokladu, že je jeho úspěšnost z velké
části závislá na dvou aspektech – na kvalitě zákaznického servisu a na kvalitě
výrobku. Pokud chce výrobce zvýšit svoji konkurenceschopnost, muśı se na
oba dva aspekty plně soustředit. Existuje mnoho studíı, zaměřených bud’ na
chováńı zákazńıka, nebo na proces výroby, avšak velmi ńızkou měrou jsou za-
stoupeny publikace, řeš́ıćı oba problémy současně. V této práci byl představen
v kapitole 6.1 dynamický ekonomický model podnikového systému, popisuj́ıćı
současně proces výroby a prodeje spotřebńıho zbož́ı.

Typickým znakem současného ekonomického vývoje ve světě je r̊ust vzá-
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jemné závislosti a propojeńı trh̊u jednotlivých národńıch ekonomik i nad-
národńıch uskupeńı ve formě globalizačńıch proces̊u. Rozsáhleǰśı trh vytvář́ı
předpoklady pro nár̊ust konkurence ekonomických subjekt̊u, což ve svém
d̊usledku umožňuje lepš́ı alokaci výrobńıch faktor̊u směrem k efektivněǰśım
činnostem a vytvář́ı tak předpoklady pro zvyšováńı konkurenceschopnosti na
světovém trhu. Vstup na jednotný trh má však zásadńı dopad na výsledky
ekonomické aktivity jak jednotlivých národohospodářských odvětv́ı, tak na
ekonomické postaveńı domácnost́ı i podnik̊u. Při tvorbě strategíı ekonomické-
ho rozvoje je proto nutné využ́ıvat nástroje, vhodné pro zkoumáńı možných
dopad̊u hospodářsko-politických opatřeńı. Nově formulovaný př́ıstup k řešeńı
nám umožňuje úspěšné využit́ı postupu konstrukce řešeńı modelu, popsaného
pomoćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım v př́ıpadě modelováńı tržńıch
vztah̊u, jak bylo demonstrováno na př́ıkladu trhu s dr̊ubež́ım masem v kapi-
tole 6.7.

7.3 Př́ınos pro pedagogickou činnost

V rovině pedagogické je tato práce přirozeně využita v rámci komplexńıho
rozvoje výukové činnosti ve vzdělávaćım procesu na Fakultě podnikatelské
VUT v Brně a to jak v bakalářském, tak magisterském studiu. V základńıch
kurzech ekonomických discipĺın a matematiky alespoň zmı́nka o prezento-
vaném př́ıstupu k analýze a predikci chováńı ekonomických dynamických
systémů, v magisterském studiu v́ıce podrobněǰśım výkladem a ilustrativńımi
př́ıklady použit́ı v ńıže uvedených předmětech umožńı pedagog̊um zefek-
tivnit výuku v souladu se stále se zvyšuj́ıćımi požadavky na vysokoškolské
vzděláváńı.

Samo téma i ekonomické a matematické metody s ńım svázané jsou
nadstavbou a doplňkem základńıch disciplin vyučovaných na vysoké škole
ekonomického směru. Vliv časového zpožděńı v ekonomických dynamických
systémech lze student̊um prezentovat na ukázkách řešených model̊u a to i
d́ıky možnosti vizualizace výsledk̊u. Mimořádný význam pro daľśı pedago-
gickou práci mı́ aktuálńı rozsáhlá rešeršńı část práce, která dává ucelený
náhled na problematiku. Lze ji také využ́ıt k ilustraci efektivńıho využit́ı
aktuálńıch matematických př́ıstup̊u řešeńı dř́ıve nedostatečně studovaných
proces̊u, k inspiraci doktorand̊u i mladých odborných asistent̊u.

Źıskané nové poznatky lze začlenit jak do d́ılč́ıch ekonomických disciplin,
v nichž se prezentuj́ı obecné studie ekonomických model̊u, tak partíı užité ma-
tematiky, kde se prezentuj́ı odpov́ıdaj́ıćı matematické metody pro analýzu i
predikci jeho chováńı.
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Poznatky, źıskané při zpracováńı teoretické i praktické části habilitačńı
práce jsou v současné době autorkou práce postupně implementovány do
výuky předmět̊u, zejména

”
Matematické modelováńı“ a

”
Matematická eko-

nomie“, konkrétně v tématech, zabývaj́ıćıch se spojitými dynamickými mo-
dely v ekonomii (viz. sylaby předmět̊u - Př́ıloha str. 178 a str. 180) a byl
součást́ı konzultaćı a návod̊u k řešeńı kvalitativńıch otázek chováńı konkrét-
ńıch dynamických model̊u doktorand̊u a mladš́ıch spolupracovńık̊u.
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Kapitola 8

Závěr

Nejnověǰśı matematické metody, aplikované v oblasti podpory rozhodová-
ńı v podnikové praxi nám umožňuj́ı pracovat s modely přesněji popisuj́ıćı-
mi reálné děje, které dovoĺı predikovat chováńı analyzovaného systému a
zohlednit širš́ı škálu faktor̊u, než bylo možné uvažovat v předchoźıch ob-
dob́ıch. V d̊usledku toho se významně zvýš́ı kvalita rozhodovaćıho procesu.
Při specifikaci struktury dynamických model̊u z oblasti podnikové ekonomiky
můžeme jejich dynamický charakter přesněji popsat zahrnut́ım zpožděných
exogenńıch i endogenńıch proměnných, a pokud jsme schopni odhadnout hod-
notu jednotlivých parametr̊u modelu, je možné učinit závěry o daľśım chováńı
systému, o možnostech jeho stabilizace a př́ıpadně sledovat vliv jednotlivých
parametr̊u modelu na jeho řešeńı.

Řada model̊u z oblasti ekonomiky a ř́ızeńı podniku, z nichž tato práce
některé prezentuje, ukazuj́ı, že modely využ́ıvaj́ıćı lineárńı i nelineárńı systé-
my obyčejných diferenciálńıch rovnic se zpožděńım, mohou významně usnad-
nit analýzu velmi složitého chováńı stavových veličin, která je významnou
součást́ı rozhodovaćıho procesu.

Postup numerických řešeńı takových model̊u, uvedený v této habilitač-
ńı práci, je nový a lǐśı se od postup̊u použ́ıvaných v softwarových baĺıćıch
r̊uzných programů pro řešeńı matematických problémů. Při jeho aplikaci
však neńı třeba použ́ıt speciálńı software pro rovnice se zpožděńımi, ale je
pro něj naprosto dostačuj́ı

”
klasický“ software pro řešeńı úloh bez zpožděńı,

který je v současné době již velmi rozpracovaný. Porovnáńım výsledk̊u a meźı
použitelnosti byla demonstrována jeho účinnost.

Jak demonstruj́ı konkrétńı př́ıklady z oblasti ekonomiky a ř́ızeńı pod-
niku, při použit́ı dynamických ekonomických model̊u se zpožděńım dovoluje
nový postup v pr̊uběhu analýzy jejich chováńı měnit např. délku časového
zpožděńı, interval řešeńı, př́ıpadně daľśı parametry úlohy, maj́ıćı bezpros-
tředńı význam pro daný model. Prezentovaná metodika tak umožňuje snazš́ı
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analýzu vlivu změn jednotlivých parametr̊u. Źıskané výsledky, za předpokla-
du, že matematický model odpov́ıdá reálné situaci, dovoluj́ı modelovat dopad
jak historie analyzovaného procesu a mı́ru jej́ıho vlivu, tak vliv změn všech
uvedených charakteristik a prohloubit tak znalosti nutné pro zodpovědné
rozhodováńı.

Aplikace nově vytvořeného postupu numerického řešeńı dynamických eko-
nomických model̊u se zpožděńımi ukázalo jak novou možnost jednotného
zp̊usobu řešeńı

”
klasických“ problémů této oblasti (dř́ıve řešené r̊uznými me-

todami), tak možnost jejich širš́ı analýzy i cestu k podrobnému studiu do
této doby neřešených úloh dynamických model̊u z oblasti ekonomiky a ř́ızeńı
podniku se zpožděńımi (např. nekonstantńımi).

Podstatou nového př́ıstupu k numerickému řešeńı
”
složitěǰśı“ úlohy se

zpožděńımi je jeho źıskáńı prostřednictv́ım limity posloupnosti úloh bez zpož-
děńı. Řešeńı takových d́ılč́ıch úloh přitom źıskáváme standardńımi metodami
numerické matematiky.

Procesy souvisej́ıćı s ř́ızeńım a ekonomikou podniku mohou být popsány,
vedle prozat́ım použ́ıvaného tradičńıho zp̊usobu, také nepřesnými, nejistými,
ale současně i d̊uležitými

”
měkkými“ informacemi. Pro vyjádřeńı nejistoty ve

vstupńıch informaćıch může být v mnoha př́ıpadech vhodně využita také teo-
rie fuzzy množin a mı́sto využit́ı

”
klasických“ diferenciálńıch rovnic lze řešený

model popsat pomoćı fuzzy diferenciálńı rovnice. Mnoho těchto problémů
však neńı v současné době d́ıky své složitosti řešeno. Právě tato problematika
otev́ırá nové dimenze pro daľśı výzkum, který by měl být zaměřen na pro-
blematiku řešeńı dynamických model̊u vhodných pro podporu rozhodováńı
v podniku v podmı́nkách neurčitosti a nejistoty pomoćı vhodně modifiko-
vaného postupu který byl popsán v této habilitačńı práci.
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[10] ARCOS, V., S. GUTIÉRREZ a R. HERNANZ, 2014. Business appli-
cation of viral marketing and Electronic Word-of-mouth. Firm opini-
ons. Cuadernos de Gestin. 14(1), 15-31. DOI: 10.5295/cdg.120348va.
ISSN 11316837.

[11] ARMINGER, G., D. ENACHE a T. BONNE, 1997. Analyzing Cre-
dit Risk Data: A Comparison of Logistic Discrimination, Classification
Tree Analysis, and Feedforward Networks. Computational Statistics.
12(2), 293-310. ISSN 1613-9658.

[12] ASEA, P.K. a P.J. ZAK, 1999. Time-to-build and cycles. Journal of
economic dynamics and control. 23(8), 1155-1175.

[13] ASCHAUER, G., M. GRONALT a Ch. MANDL, 2015. Modelling
interrelationships between logistics and transportation operations —
a system dynamics approach. Management Research Review. 38(5),
505-539. DOI: 10.1108/MRR-11-2013-0271. ISSN 2040-8269. Dostupné
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z: http://link.springer.com/10.1023/A:1012492107367

[17] AZBELEV, N.V., E.I. BRAVIY a S.A. GUSARENKO, 2002. On Ef-
fective Sufficient Conditions for Solvability of Variational Problems.
Functional Differential Equations. FUNCTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS. 2002(9), 57-70.

[18] AZBELEV, N.V., L.F. RAKHMATULLINA a V.P. MAKSIMOV,
2007. Introduction to the theory of functional differential equations: me-
thods and applications. 1. New York: Hindawi Publishing Corporation.
ISBN 978-9775945495.

[19] BACHMAN, G. a L. NARICI, 2000. Functional analysis. 2. Mineola,
N.Y.: Dover Publications. ISBN 978-048-6402-512.

[20] BAKER, C.T.H., C.A.H. PAUL a D.R. WILLÉ, 1995. Is-
sues in the numerical solution of evolutionary delay differen-
tial equations. Advances in Computational Mathematics. 3(1), 171-
196. DOI: 10.1007/BF02988625. ISSN 1019-7168. Dostupné také z:
http://link.springer.com/10.1007/BF02988625

[21] BAMBI, M., G. FABBRI a F. GOZZI, 2012. Optimal policy and con-
sumption smoothing effects in the time-to-build AK model. Economic
Theory. 50(3), 635-669. DOI: 10.1007/s00199-010-0577-3. ISSN 0938-
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http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/08898480802440786

[63] D’ALBIS, H. a E. AUGERAUD - VERON, 2009. Competitive Growth
in a Life-Cycle Model: Existence and Dynamics. International Econo-
mic Review. 50(2), 459-484. DOI: 10.1111/j.1468-2354.2009.00537.x.
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z: https://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0169207019300561

[66] DEMIREL, G., B.L. MACCARTHY, D. RITTERSKAMP,
A. R. CHAMPNEYS a T. GROSS, 2019. Identifying dyna-
mical instabilities in supply networks using generalized mo-
deling. Journal of Operations Management. 65(2), 136-159.
DOI: 10.1002/joom.1005. ISSN 0272-6963. Dostupné také z:
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https://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0378437119316656

150



[99] GUERRINI, L., 2013. Hopf bifurcation in endogenous labor shift model
under dual economy. International Journal of Mathematical Analysis.
7(1), 1257-1262. DOI: 10.12988/ijma.2013.13123. ISSN 13147579. Do-
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http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0304406884900090

[112] HUBBARD, T.P., 2013. Trade and transboundary pollu-
tion: quantifying the effects of trade liberalization on CO
2 emissions. Applied Economics. 46(5), 483-502. DOI:
10.1080/00036846.2013.857000. ISSN 0003-6846. Dostupné také z:
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[119] JOFRÉ, A., R.T. ROCKAFELLAR a R.J.B. WETS,
2007. Variational Inequalities and Economic Equilibrium.
Mathematics of Operations Research. 32(1), 32-50. DOI:
10.1287/moor.1060.0233. ISSN 0364-765x. Dostupné také z:
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[137] KNAPOVÁ, B., 2008. Business as Result of Managerial De-
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z: https://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0264999316307283
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https://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S1094202517300686

[202] OCHRANA, F., 2009. Metodologie vědy: úvod do problému. V Praze:
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[211] PŮŽA, B. a V. NOVOTNÁ, 2018. On the construction of solutions of
general linear boundary value problems for systems of functional dif-
ferential equations. Miskolc Mathematical Notes. Miskolc, 19(2), 1063-
1078.
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Grada. Sociologie (Grada). ISBN 978-802-4730-066.

[218] REICHSTEIN, T. a I. BRUSCH, 2019. The decision-making
process in viral marketing-A review and suggestions for
further research. Psychology & Marketing. 36(11), 1062-1081.
DOI: 10.1002/mar.21256. ISSN 0742-6046. Dostupné také z:
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funkci, zdroj: vlastńı zpracováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Př́ıloha A

Upřesněńı terminologie a
značeńı

Jak již bylo poznamenáno v úvodu práce, v posledńıch desetilet́ıch se věnova-
lo problematice diferenciálńıch rovnic se zpožděńım několik r̊uzných autor̊u,
d́ıky čemuž se rozš́ı̌ril počet publikaćı zabývaj́ıćıch se touto problematikou.
Současně se ale použ́ıvaly odlǐsné zp̊usoby formálńıho zápisu, což bylo moti-
vované potřebami autor̊u.

Pro popis dynamických model̊u, jejich vlastnost́ı i metod jejich zkoumáńı
včetně metody konstrukce jejich řešeńı je v této práci použita symbolika a
terminologie teorie tzv. funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic použité v pub-
likaćıch (Půža & Novotná, 2018; Škapa & Novotná, 2019) a v nich citované
literatuře, zejména v základńıch publikaćıch tzv. tbiliské školy obyčejných
diferenciálńıch rovnic (Kiguradze & Půža, 2003; Kiguradze & Půža, 1997a;
Kiguradze & Půža, 2005; Kiguradze & Půža, 1997b):

R = ]−∞,+∞[ , R+ = [0,∞[ ;

I = [tl, tr] ⊂ R uzavřený interval;

δki je tzv. Kroneckerovo delta

δki =

{
1 pro i = k
0 pro i 6= k;

χ
I

je charakteristická funkce na intervalu I, t.j.

χ
I
(t) =

{
1 pro t ∈ I
0 pro t 6∈ I ;
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Rn je n-dimenzionálńı prostor sloupcových vektor̊u, x = (xi)
n
i=1 s komponen-

tami xi ∈ R (i = 1, . . . , n) a normou

‖x‖ =
n∑
i=1

|xi|;

Rn×n je prostor n× n-matic X = (xik)
n
i,k=1 s komponentami xik ∈ R

(i, k = 1, . . . , n) a normou

‖X‖ =
n∑

i,k=1

|xik|;

Rn
+ =

{
(xi)

n
i=1 ∈ Rn : xi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)

}
;

Rn×n
+ =

{
(xik)

n
i,k=1 ∈ Rn×n : xik ≥ 0 (i, k = 1, . . . , n)

}
;

jestliže x, y ∈ Rn a X, Y ∈ Rn×n, pak

x ≤ y ⇔ y − x ∈ Rn
+, X ≤ Y ⇔ Y −X ∈ Rn×n

+ ;

jestliže x = (xi)
n
i=1 ∈ Rn a X = (xik)

n
i,k=1 ∈ Rn×n, pak

|x| = (|xi|)ni=1, |X| = (|xik|)ni,k=1;

det(X) je determinant matice X;

X−1 je matice inverzńı k X;

r(X) je spektrálńı poloměr matice X;

E jednotková matice;

Θ je nulová matice;

jestliže x = (xi)
n
i=1, pak

diag(x1, . . . , xn) =


x1 0 . . . 0
0 x2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . xn

 ;

Sgn(x) = diag (sgn x1, . . . , sgn xn);

jestliže X = (xij)
n
i,j=1 ∈ Rn×n, pak

Xd =


x11 0 . . . 0
0 x22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . xnn


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a

Xd̄ =


0 x12 . . . x1n

x21 0 . . . x2n

. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . 0

 ;

C(I;Rn) je prostor spojitých vektorových1 funkćı x : I → Rn s normou

‖x‖
C

= max
{
‖x(t)‖ : t ∈ I};

jestliže x = (xi)
n
i=1 ∈ C(I;Rn), pak

|x|
C

= (‖xi‖C )ni=1;

C̃(I;Rn) je prostor absolutně spojitých vektorových funkćı x : I → Rn s nor-
mou

‖x‖
C̃

= ‖x‖
C

+ ‖x′‖
L
;

C(I;Rn×n) je množina spojitých maticových funkćı X → Rn×n;

L(I;Rn) je prostor spojitých vektorových funkćı x : I → Rn jejichž kompo-
nenty jsou integrovatelné s normou

‖x‖
L

=

∫ tr

tl

‖x(t)‖ dt;

jestliže x = (xi)
n
i=1 ∈ L(I;Rn), pak

|x|
L

= (‖xi‖L)ni=1 ;

L(I;Rn×n) je prostor integrovatelných maticových funkćı X : I → Rn×n;

K(I×Rm;R) je množina funkćı f : I×Rm → R, které splňuj́ı podmı́nky ca-
rathéodory, tj. f je lebesquovsky integrabilńı na intervalu I vzhledem k prvńı
proměnné, spojitá vzhledem k druhé vektorové proměnné a pro každé ρ > 0
existuje lebesquovsky integrovatelná funkce ω taková, že pro skoro všechna
t ∈ I a všechna x ∈ Rm s ‖x‖ ≤ ρ, je ‖f(t, x)‖ ≤ ω(t)‖x‖;

K(I×Rm;Rn) je množina vektorových funkćı f : I×Rm → Rn jejichž každá
komponenta vyhovuje podmı́nkám carathéodory.

1Vektorová (maticová) funkce je spojitá, integrovatelná atd., pokud jsou takové všechny
jej́ı složky.
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Řekneme, že lineárńı operátor p : C(I;Rn)→ L(I;Rn) se nazývá:

silně ohraničený (strongly bounded), jestliže existuje měřitelná funkce
η : I → R+ taková, že ‖p(x)(t)‖ ≤ η(t)‖x‖C pro t ∈ I a každé x ∈ C(I, Rn);

Volterrovský vzhledem k t∗ ∈ I, jestliže pro libovolné t ∈ I a funkci
x ∈ C(I, Rn) takovou, že x(s) = 0 pro s ∈ It∗,t plat́ı rovnost p(x)(s) = 0 pro
skoro všechna s ∈ It∗,t, kde

It∗,t =

{
[t∗, t] pro t∗ ≤ t
[t, t∗] pro t < t∗.

Řekneme, že lineárńı funkcionál l : C(I;Rn) → Rn je ohraničený, jestliže
existuje α ∈ R+ taková, že ‖l(x)‖ ≤ α‖x‖C pro každé x ∈ C(I;Rn).

Jestliže p : C(I;Rn) → L(I;Rn) je lineárńı operátor, pak zobrazeńı |p| ta-
kové, že

|p(x)| ≤ |p|(|x|) pro každé x ∈ C(I;Rn).

označuje pozitivńı operátor |p| : C(I;Rn)→ L(I;Rn).

Jestliže Z ∈ C(I;Rn×n) je maticová funkce se sloupci z1, . . . , zn a operátor
p : C(I;Rn) → L(I;Rn) je lineárńı, resp. funkcionál l : C(I;Rn) → Rn je
lineárńı, pak p(Z) označuje maticovou funkci se sloupci p(z1), . . . , p(zn), resp.
l(z) konstantńı matici se sloupci l(z1), . . . , l(zn).

Jsou-li p : C(I;Rn) → L(I;Rn) lineárńı operátor a l : C(I;Rn) → Rn

lineárńı funkcionál, x ∈ C (I;Rn), k,m ∈ N a t0 ∈ I, pak označme:

p0(x)(t) = pk,0(x)(t) = x(t),

pk(x)(t) =

∫ t

t0

p(pk−1(x))(s)ds,

Λk = l

(
k∑
i=1

pi−1(E)

)
,

jestliže je matice Λk regulárńı, pak

pk,m(x)(t) = pm(x)(t)−

[
m∑
i=1

pi−1(E)(t)

]
Λ−1
k l
(
pk(x)

)
,
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a jsou-li g ∈ L(I;Rn) a c0 ∈ Rn označme

Dk,m(ĝ, c0)(t) =

=
[
Σm
i=1p

i−1(E)(t)
]

Λ−1
k

[
c0 − l

(
k∑
i=1

pi−1(ĝ)

)]
+

m∑
i=1

pi−1(ĝ)(t),

kde ĝ(t) =
∫ t
t0
g(s)ds.

Bud’ (X, d) metrický prostor a T : X → X zobrazeńı prostoru X do sebe.
Řekneme, že T je kontraktivńı zobrazeńı (stručně kontrakce), jestliže existuje
reálné č́ıslo q ∈ [0; 1) takové, že pro všechna x, y ∈ X

d(Tx, Ty) ≤ q d(x, y)

Poznámka 12

1. Lineárńı operátor p : C(I;Rn)→ L(I;Rn) ve tvaru

p(x)(t) = P (t)x(t),

resp.

p(x)(t) =
∑

χI(τl(t))Pi(t)x(τ 0
i (t)),

př́ıpadně jejich součet, kde P, Pi a τi (i = 1, . . . , s) splňuj́ı předpoklady
ekonomických dynamických model̊u, je Volterr̊uv vzhledem k tl.

2. Kontraktivńı zobrazeńı je spojité1.

3. Každý normovaný prostor (X; ‖·‖) je metrickým prostorem s metrikou
d(x, y) = ‖x− y‖.

4. Posloupnost {xν}∞ν=1 prvk̊u metrického prostoru (X, d) se nazývá kon-
vergentńı k prvku x0 ∈ (X, d), jestliže pro každé ε > 0 existuje ν0 ∈ N
tak, že pro každé ν ∈ N, ν ≥ ν0 je d(xν , x0) < ε. Posloupnost {xν}∞ν=1

metrického prostoru (X, d) se nazývá cauchyovská, jestliže pro každé
ε > 0 existuje ν0 ∈ N tak, že pro každé µ, ν ∈ N µ, ν ≥ ν0 je
d(xµ, xν) < ε.

5. Prostor C(I;Rn) je úplný2 metrický prostor.

1Zobrazeńı T : X → X se nazývá spojité zobrazeńı metrického prostoru (X; d) do
sebe, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x, y ∈ X, d(x, y) < δ je
d(Tx, Ty) < ε.

2Metrický prostor (X; d) se nazývá úplný, jestliže je v něm každá cauchyovská posloup-
nost konvergentńı
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Tvrzeńı A.1 (Kolmogorov & Fomin, 1975) Každé kontraktivńı zobrazeńı T
úplného metrického prostoru (X, d) do sebe má právě jeden pevný bod x,
přičemž x = limν→∞xν, kde xν = Txν−1 pro každé ν ∈ N a x0 ∈ X je
libovolný.

Tvrzeńı A.2 (Kolmogorov & Fomin, 1975) Bud’ T spojité zobrazeńı úplného
metrického prostoru (X, d) do sebe takové,̌ze T = Tm je kontrakćı. Pak má
rovnice Tx = x právě jedno řešeńı x = limν→∞xν, kde pro každé ν ∈ N
xν = Txν−1 a x0 ∈ X je libovolný.

Poznámka 13

1. Prvek x ∈ (X, d), pro který Tx = x, se nazývá pevný bod zobra-
zeńı T a č́ıslo q Lipschitzovou konstantou kontrakce T . Tvrzeńı A.1
je v literatuře uváděno pod označeńım

”
Princip kontraktivńıho zobra-

zeńı“,
”
princip pevného bodu“,

”
Banachova věta o kontrakci“... Tvrzeńı

A.2 je odvozeno např́ıklad v monografii (Kolmogorov & Fomin, 1975).

2. Necht’ T : X → X je spojité zobrazeńı úplného metrického prostoru
(X, d) do sebe a existuje m ∈ N tak, že zobrazeńı T = Tm = T (Tm−1)
je kontrakćı s Lipschitzovou konstantou q ∈ [0, 1). Pak pro νm-tou
aproximaci xνm = Tmx(ν−1)m řešeńı x rovnice x = Tx, kde x0 ∈ (X, d)
libovolně, plat́ı

d(x, xνm) ≤ qν

1− q
d(0;x0).

3. Necht’ T : X → X je spojité zobrazeńı úplného metrického prostoru
C(I;Rn) do sebe a existuje m ∈ N tak, že pro zobrazeńı T = Tm a
každé x, y ∈ C(I;Rn) plat́ı

|Tx−Ty|C ≤ A|x− y|C ,

kde A ∈ Rn×n
+ a r(A) < 1. Pak zobrazeńı T je kontrakćı s Lipschitzovou

konstantou q = r(A).

Na závěr výčtu obvykle už́ıvaného označeńı a terminologie v teorii obec-
ných funkcionálńıch diferenciálńıch rovnic, zd̊urazněme, že předpoklady ty-
pické v úvahách o ekonomických dynamických modelech jsou garantem jejich

”
carathéodoryovskosti“ a že tedy lze k jejich zkoumáńı použ́ıt nových metod

carathéodoryovského př́ıstupu a př́ıpadně z obecněǰśıch výsledk̊u této teorie
źıskávat potřebné d̊usledky (spojitá závislost řešeńı na spojitých změnách
modelu, nezápornost řešeńı, . . . ).
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Př́ıloha B

Sylaby předmět̊u

B.1 Matematická ekonomie
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B.2 Matematické modelováńı
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Př́ıloha C
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Trendy ekonomiky a managementu. 4(7), 38-47. ISSN 1802-8527.
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Ševčenka. 16(1), 32-35. ISSN 1728-2276.

2. DZHALLADOVA, I., D. KHUSAINOV, V. NOVOTNÁ a B. PŮŽA,
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sympózíı a konferenćı evidovaných ve WOS
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láváńı. In: Znalosti pro tržńı praxi 2012. Olomouc: UP v Olomouci.
ISBN 978-80-87533-04-8.
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